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RESUMEN. En este manuscrito expositivo, se estudia la teoría básica de 2-variedades
suaves y su aplicación para comprender el Teorema de Denjoy–Siegel en el toro 2-
dimensional T2. Este resultado establece que las curvas integrales asociadas a un campo
vectorial no-singular X de clase Cr, r ≥ 2, pueden ser algunas periódicas o bien
todas ergódicas. Asimismo, se aborda la teoría básica de foliaciones por curvas, y
derivado del análisis de dicho teorema, se obtiene un ejemplo del concepto de foliación
de codimensión 1, donde las hojas son dadas por las curvas integrales correspondientes
al campo X .
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ABSTRACT. In this expositive manuscript, the basic theory of differentiable 2-manifolds
is studied and its application to the understanding of the Denjoy–Siegel Theorem on the
2-torus T2 is presented. This result states that the integral curves for a given Cr, r ≥ 2,

non-singular vector field X, are such that some of them can be periodic or all of them
are ergodic. Besides, the basic theory of foliations by curves is studied, and derived
from the analysis of the Denjoy–Siegel Theorem. Moreover, an example of the concept
of codimensión 1 foliation is given, where the leaves are given by the integral curves
corresponding to X.
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1. Introducción

El estudio de sistemas dinámicos continuos asociados con las soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO), usa un enfoque geométrico y provee métodos matemáticos
analíticos que facilitan la descripción cualitativa de soluciones a sistemas de EDO que
modelan problemas de interés en variadas áreas de la ciencia como son la ecología, la
biología y la física, por mencionar algunas, ver [Ku1998].

Ahora bien, para fortalecer estas aplicaciones en las que los métodos matemáticos son
más factibles, es importante analizar enfoques puramente abstractos, cuya comprensión está
basada en nociones geométricas que involucran topología diferencial y sistemas dinámicos
continuos, con un enfoque moderno, dado por flujos asociados a campos vectoriales suaves
que están definidos sobre variedades diferenciables, ver [Bu-Gi2005]. En este sentido, se
pueden estudiar ciertos teoremas importantes que yacen en el corazón de teorías unificadas
muy elaboradas, cuya comprensión requiere de madurez matemática para abordarlas. Tal
es el caso de la teoría de foliaciones y su relación con sistemas dinámicos en variedades,
ver por ejemplo [Ta1992], [C-N2013] y [Niv2001].

Por otra parte, foliar un espacio es uno de los conceptos primordiales en geometría
moderna y topología, y que se enmarca en el contexto de la teoría de foliaciones. El origen
de esta teoría se atribuye a Ch. Ehresmann y G. Reeb motivados por H. Poincaré, A. M.
Lyapunov y G. D. Birkhoff, quienes promovían un enfoque geométrico para el análisis de
ecuaciones diferenciales.

El desarrollo contemporáneo de esta teoría es atribuido a muchos matemáticos destaca-
dos y permite un enfoque tratable que consiste en precisar dicha teoría en superficies, lo
que es de interés para expertos y principiantes en diferentes áreas de la matemática, como
son: geometría y topología; teoría ergódica; sistemas dinámicos; y geometría-topología
con un enfoque diferencial, ver [Niv2001]. Ahora bien, P. Painlevé propició el enfoque de
la teoría geométrica de foliaciones con el fin de comprender problemas relacionados con
el estudio de soluciones a ecuaciones diferenciales holomorfas en el plano complejo, ver
[C-N2013].

Motivados por estos trabajos y su vasta literatura, en el presente manuscrito se abordará
un problema sobre el estudio de flujos asociados a campos vectoriales suaves no singulares
que están definidos en un dos toro como superficie diferenciable, y se analizará su relación
con la noción de foliación por curvas. Concretamente, usando esencialmente el texto
[Ta1992] se estudiará el Teorema de Denjoy–Siegel. Es importante mencionar que a través
de las curvas integrales de un campo vectorial no-singular X , se puede construir una
1-foliación en T2, lo cual es uno de los objetivos principales de este trabajo. Finalmente,
hacemos notar que el presente manuscrito está basado en el trabajo de tesis, de la primera
autora, de Maestría en Ciencias Matemáticas en la DACB-UJAT, ver [MA2025].

2. Preliminares

En esta sección se establecerán algunos conceptos y resultados básicos de la teoría
de variedades diferenciables que se requieren para este trabajo, para lo que se usarán los
textos [Pa-De M2012, Bu-Gi2005, Lee2013].
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2.1. Estructura diferenciable en variedades

En este apartado se define la estructura de variedad suave para un espacio topológicoM ,
para lo cual partiremos de la hipótesis de que M es una variedad topológica de dimensión
n. En efecto, comenzamos con la siguiente definición.

Definición 1. Sea M un espacio topológico. Diremos que M es una variedad topológica
de dimensión n o (n-variedad topológica), si cumple las siguientes propiedades:

1. M es un espacio Hausdorff: es decir, para cada par de puntos p, q ∈ M , existen
subconjuntos abiertos disjuntos U, V ⊂M tal que p ∈ U y q ∈ V .

2. M es segundo contable: existe una base contable para la topología de M .

3. M es localmente euclidiana de dimensión n: para cada punto de p ∈ M , existen
abiertos U ⊂M , V ⊂ Rn, y un homeomorfismo φ : U −→ V , con p ∈ U .

Nos vamos a referir a los homeomorfismos φ : U −→ V como cartas coordenadas o
simplemente cartas, lo que denotamos por (U , φ).

Nota 1.

• Si φ(p) = 0 ∈ Rn, diremos que (U,φ) es una carta centrada en p.

• U representa el abierto coordenado o entorno coordenado.

• φ es llamada función de coordenadas: p ∈ U ⊂M 7→ φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈
V ⊂ Rn. Es decir, omitiendo el punto p, φ = (x1, . . . , xn).

A un conjunto de cartas coordenadas {(Uα, φα)}α∈I en M , tal que M =
⋃
α∈I

Uα le

llamaremos un atlas de M y se denotará por AM .

Ahora bien, sea M una n-variedad topológica. Si (U,φ), (V, ψ) son dos cartas tales
que U ∩ V ̸= ∅, entonces la función composición ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) es
llamada función transición de φ a ψ.

Definición 2. 1. Dos cartas (U,φ) y (V, ψ) de M son suavemente compatibles, si
U ∩ V = ∅, o bien, la función transición ψ ◦ φ−1 es un difeomorfismo.

2. Un atlas AM es suave, si todas las cartas de AM son suavemente compatibles entre
sí.

3. Un atlas AM es maximal, si no está contenido estrictamente en ningún otro atlas
suave A′

M .

4. Una estructura suave en M es un atlas suave maximal.

5. M es una variedad suave si tiene una estructura suave.

Nota 2. De aquí en adelante, pondremos “suave”, sin perder generalidad, ya que los
resultados que veremos más adelante son válidos para el caso de funciones o mapeos de
clase Cr, lo que incluye el caso analítico e infinito diferenciable, es decir, clase Cω y C∞,

respectivamente; ver [Ta1992]. Por esta razón, de aquí en adelante, solo definiremos y
enunciaremos los resultados en términos de la palabra “suave”, y cuando sea necesario
aclararemos el valor explícito de r.
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Por lo tanto, un par (M,A) (o también se puede usar el símbolo AM ) es una estructura
suave en M , si M es una n-variedad topológica y A es una estructura suave en M .

Lema 1. Sea M una variedad topológica:

1. Cada atlas suave para M está contenido en un único atlas suave maximal.

2. Dos atlas suaves para M determinan el mismo atlas suave maximal si y solo si su
unión disjunta es un atlas suave.

A continuación, enunciaremos el siguiente resultado que establece un procedimiento
para construir una variedad suave, el cual puede ser consultado en [Lee2013].

Lema 2 (Construcción de variedades suaves). Sea M un conjunto y supongamos que
se tiene una colección {Uα}α∈I de subconjuntos de M , junto con una función inyectiva
φα : Uα −→ Rn para cada α en el conjunto de índices I, tal que se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. Para cada α, φα(Uα) es subconjunto abierto de Rn.

2. Para cada α y β, φα(Uα ∩ Uβ) y φβ(Uα ∩ Uβ) son abiertos en Rn.

3. Si Uα ∩ Uβ ̸= ∅, entonces se tiene que

φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) −→ φα(Uα ∩ Uβ),

es difeomorfismo.

4. Una cantidad numerable de conjuntos Uα cubren a M .

5. Siempre que p y q son puntos distintos en M se tiene que:

• o bien, existe Uα, tal que p, q ∈ Uα,

• o bien, existen Uα, Uβ , disjuntos con p ∈ Uα y q ∈ Uβ .

Entonces M tiene una única estructura suave tal que cada par (Uα, φα) es una carta
suave.

Proposición 1 ([Lee2013], pág. 20). Sean M una m-variedad suave y N una n-variedad
suave. Entonces, el producto cartesiano M × N es una (m + n)-variedad suave, con
cartas coordenadas suaves dadas por:

(U × V, φ× ψ),

donde (U,φ) es carta de M y (V, ψ) es carta de N .

2.2. Funciones y mapeos suaves

Usando una estructura suave en una variedad M , definiremos la noción de función y
mapeo suave, las cuales dependerán de las estructuras suaves de los dominios y rangos
correspondientes.
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Definición 3. Sea M una n-variedad suave, una función f :M −→ Rk es llamada suave
si para cada p ∈M existe una carta (U,φ) para M cuyo dominio contiene a p y tal que la
función composición f̃ = f ◦φ−1 es suave sobre el subconjunto abierto V = φ(U) ⊂ Rn.

Nota 3. f̃ denota la representación coordenada de f en U .

La definición de funciones suaves claramente se generaliza para mapeos entre varieda-
des suaves.

Definición 4. Sean M , N variedades suaves y F :M −→ N cualquier mapeo. Diremos
que F es un mapeo suave, si para cada p ∈M existen cartas suaves (U,φ) que contiene
a p y (V, ψ) que contiene a F (p) tales que F (U) ⊂ V y el mapeo de composición
F̃ = ψ ◦ F ◦ φ−1 es suave.

Nota 4. La definición anterior expresa que F es diferenciable en p, si y solo si F̃ lo es en
φ(p), para cada par de cartas suaves (U,φ) y (V, ψ), de M y N , respectivamente, tales
que p ∈ U y F (p) ∈ V .

Lema 3. Cada función suave entre variedades suaves es continua.

2.2.1. Noción de cubriente suave

En este apartado vamos a definir lo que es un cubriente suave, así como también
mostraremos un resultado de sus propiedades, lo cual puede ser consultado en [Lee2013].

Definición 5. Un difeomorfismo F : M −→ N es una función diferenciable entre
variedades suaves y biyectiva con inversa suave.

Afirmación 1. Dada una carta suave (U,φ), el mapeo de coordenadas φ : U −→ φ(U)

es un difeomorfismo entre variedades suaves.

Definición 6. Sea F :M −→ N un mapeo suave entre variedades suaves. Decimos que
F es difeomorfismo local, si para cada punto p ∈ M, existe un abierto U ⊂ M con
p ∈ U, tal que F (U) es un conjunto abierto y la restricción

F |U : U −→ F (U)

es un difeomorfismo.

Definición 7. Sea π : E −→ B un mapeo continuo y sobreyectivo entre variedades suaves.
Decimos que π es un cubriente (o aplicación recubridora) suave, si para cada p ∈ B

existe V ⊂ B abierto, con p ∈ V, tal que:

π−1(V ) =
⋃
Vα

α∈Λ

,

donde para cada α ∈ Λ, Vα es un conjunto abierto y la restricción π|Vα
: Vα −→ V es

un difeomorfismo.

Definición 8. Sean π : M̃ −→M un cubriente suave y M variedad suave. Diremos que:
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1. Una sección µ :M −→ M̃ es un mapeo continuo tal que π ◦ µ = IdM .

2. Una sección local µ : U −→ M̃ sobre U, es un mapeo continuo definido sobre algún
conjunto abierto U ⊂M tal que π ◦ µ = IdU .

Proposición 2 (Propiedades de cubrientes suaves).

1. Cualquier cubriente suave es un difeomorfismo local y un mapeo abierto.

2. Un mapeo cubriente suave inyectivo es un difeomorfismo.

3. Un mapeo cubriente topológico es un cubriente suave si y solo si es un difeomorfismo
local.

2.3. Vectores tangentes geométricos en Rn

Definición 9. Sea p ∈ Rn. Definamos el espacio tangente geométrico en el punto p ∈ Rn,
de la siguiente manera: Rn

p = {p} × Rn. Los elementos de Rn
p los denotaremos por: υp,

(p, υ) o υ|p.

Por definición, se puede probar directamente el siguiente resultado.

Proposición 3. El conjunto Rn
p es un R-espacio vectorial bajo las siguientes operaciones:

i) υp + υ′p = (υ + υ′)p,

ii) αυp = (αυ)p.

iii) La transformación lineal T : Rn
p −→ Rn, υp 7→ υ es un isomorfismo.

Nota 5. Dado que Rn es un espacio vectorial de dimensión finita con base canónica
{ei : i = 1, . . . , n}, T−1 es isomorfismo y T−1(ei) = (p, ei), entonces una base para Rn

p

es entonces Rn
p es un espacio vectorial que tiene como base:

{(p, e1), (p, e2), . . . , (p, en)}.

Por otro lado,

Rn × Rn =
⊔

p∈Rn

{p} × Rn =
⊔

p∈Rn

Rn
p .

Supongamos que p ̸= p′, entonces (p, υ) ̸= (p′, υ), para todo υ ∈ Rn. Por lo tanto,
Rn

p ∩ Rn
p′ = ∅, siempre que p ̸= p′.

A continuación, usamos la noción de derivada direccional de funciones para determi-
nar una clase especial de derivaciones en Rn .

Definición 10. Sea Dυ|p : C∞(Rn) → R el mapeo que toma la derivada direccional en
la dirección de υ en p:

Dυ|pf = Dυf(p) = ⟨∇f(p), υ⟩.

De esta definición, se tiene directamente el siguiente lema.
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Lema 4. Se tiene que Dυ|p : C∞(Rn) → R es lineal y cumple con la regla del producto:

Dυ|p(fg) = f(p)Dυ|p(g) + g(p)Dυ|p(f).

Ahora, definamos una derivación en un punto p.

Definición 11. 1. Sea p ∈ Rn, un mapeo lineal X := Dυ|p : C∞(Rn) → R es
llamado una derivación en p si satisface la regla del producto:

X(fg) = f(p)Xg + g(p)Xf.

2. El tangente de Rn en p, denotado por Tp(Rn), se define como el conjunto

Tp(Rn) = {X|X es una derivación en p}.

Nota 6. (Tp(Rn),+, · ) es un espacio vectorial, con respecto a las operaciones:

•(X + Y ) : C∞(Rn) → R
f 7→ X(f) + Y (f).

•(c·X) : C∞(Rn) → R
f 7→ c·X(f).

Proposición 4. Para cualquier punto p ∈ Rn, el mapeo υp 7→ Dυ|p es un isomorfismo de
Rn

p sobre Tp(Rn).

Corolario 1. Para cualquier p ∈ Rn, el conjunto
{

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

}
, donde

∂

∂xj

∣∣∣
p
: C∞(Rn) → R, f 7→ ∂f

∂xj
(p),

es una R-base para Tp(Rn) como espacio vectorial.

Notamos que como R-espacio vectorial, TpRn tiene dimensión n. Más adelante se
usará este hecho para inducir una descripción en coordenadas del espacio tangente a una
variedad abstracta M (ver la subsección 3.1).

2.4. Derivadas de mapeos suaves entre variedades

A continuación, definimos de forma abstracta la noción de vector tangente en el sentido
de derivaciones.

Definición 12. Sea M una variedad diferenciable (de clase Cr) y p ∈ M . Un vector
tangente Xp en p es un mapeo lineal Xp : Cr(M) −→ R que satisface ser una derivación,
es decir, cumple la regla del producto: Xp(fg) = f(p)Xp(g) + g(p)Xp(f), para cada
f, g ∈ Cr(M).

Nota 7. El conjunto de vectores tangentes Xp será denotado por TpM.
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Una vez que ya hemos precisado la noción de variedades suaves, y vectores tangentes
de forma abstracta, veremos algunos resultados sobre la noción de derivada (“pushforward”
en inglés) de un mapeo suave (o de clase Cr).

Definición 13. Sean M,N variedades suaves y F : M −→ N un mapeo suave. Para
cada p ∈ M definamos el mapeo F∗,p : TpM −→ TF (p)N , llamado el pushforward
asociado con F mediante

(F∗,pX)(f) = Y (f) := X(f ◦ F ).

Se puede demostrar que efectivamente Y ∈ TF (p)N.

Proposición 5 (Propiedades del pushforward). Sean F : M −→ N y G : N −→ P

mapeos suaves y sea p ∈M

a) F∗ : TpM −→ TF (p)N es lineal.

b) (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ : TpM −→ TG(F (p))P .

c) (IdM )∗ = IdTpM : TpM −→ TpM.

d) Si F es un difeomorfismo, entonces F∗ : TpM −→ TF (p)N es un isomorfismo.

Proposición 6. Sean M una variedad suave, U ⊆M un abierto e i : U ↪→M la función
inclusión. Para cualquier p ∈ U , i∗ : TpU −→ TpM es un isomorfismo lineal.

3. Noción de campos vectoriales en el 2-toro T2

En este apartado, se define un campo vectorial como una sección del haz tangente a
una variedad. Se precisará este material usando [Lee2013].

3.1. Descripción de una base para TpM

Describiremos una base de TpM, usando los resultados y notación presentados pre-
viamente (ver el corolario 1), a través de la base dada para los espacios tangentes
TxRn, x ∈ Rn. De forma precisa, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 7 (Base para los espacios tangentes a una variedad). Sea M una n-variedad
variedad suave (de clase Cr) con una estructura suave dada por el atlas AM . Entonces:

Para cada p ∈ M, se tiene que el R-espacio vectorial de derivaciones TpM es de
dimensión finita n.

Más aún, por cada carta suave (Uα, φα) ∈ AM , se tiene una base v1|p, . . . , vn|p
para TpM, la cual depende de dicha carta.

Demostración. La idea central está en el uso adecuado de la estructura suave que se esté
considerando. Veamos, sea M una n-variedad suave (de clase Cr) con una estructura
suave dada por el atlas AM . Entonces, dado p ∈M, existe una carta (Uα, φα) ∈ AM con
p ∈ U , y donde por definición, φα : Uα ⊂ M −→ V ⊂ Rn es un difeomorfismo entre
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variedades suaves, ya que U es un subconjunto abierto de M y V un subconjunto abierto
de Rn. Sea φ−1

α el difeomorfismo inverso de φα e iα el mapeo inclusión de Uα en M. Sea
(x1, . . . , xn) = φα las coordenadas alrededor de p. Entonces, cada xj : Uα → R es una
función suave (de clase Cr). Ahora bien, sean p̂ := φα(p), y consideramos la composición
de mapeos:

V
φ−1

α // Uα
iα // M.

Por lo tanto, de los incisos a) y b) de la proposición 5, se tiene una composición (a nivel de
pushforward) de transformaciones lineales:

L3 : Tp̂V
L1 // TpUα

L2 // TpM,

donde L1 =
(
φ−1
α

)
∗ , L2 = (iα)∗ y L3 = L2 ◦ L1.

Por el inciso d) de la proposición 6, se sigue que L1 es un isomorfismo lineal, y por
incisos b) y c), aplicados a φα y su inversa, se tiene que L1 =

(
φ−1
α

)
∗ = ((φα)∗)

−1.

Similarmente, por la proposición 6 se sigue que L2 es un isomorfismo lineal. Entonces, se
sigue que L3 es un isomorfismo lineal de espacios vectoriales. Asimismo, de la proposición
6, se tiene que, por la inclusión iV : V → Rn, existe un isomorfismo lineal L4 :=

(iV )
−1
∗ : Tp̂Rn ≃ Tp̂V. Por lo tanto, definimos el isomorfismo lineal L := L3 ◦ L4, de tal

forma que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Tp̂V
L1 // TpUα

L2

��
Tp̂Rn L //

L4

OO

TpM

Entonces, definimos vj |p := L
(

∂
∂xj

∣∣
p̂

)
, donde cada ∂

∂xj

∣∣
p̂

son los elementos de una
base dada como en el corolario 1. Como L es un isomorfismo lineal, esto completa la
demostración.

Nota 8. De acuerdo con la demostración de la proposición 7, el mapeo L = (iα)∗ ◦(
φ−1
α

)
∗ ◦ (iV )

−1
∗ es obtenido de mapeos inclusión, y por tanto podemos hacer una con-

vención, al introducir el siguiente abuso en notación:

vj |p =
∂

∂xi

∣∣∣
p
:=

(
φ−1
α

)
∗,p

(
∂

∂xi

∣∣∣
φα(p)

)
, i = 1, 2, . . . , n.

Es decir, identificamos el espacio tangente con el espacio R-generado linealmente por los
vectores coordenados:

TpM := R
〈

∂

∂xi

∣∣∣
p
: i = 1, . . . , n

〉
.
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3.2. Representación coordenada de push-forwards

La nota 8 nos ayuda a dar un resultado práctico para comprender, en términos matricia-
les, el push-forward de un mapeo suave entre variedades suaves.

En efecto, sean F : M → N un mapeo suave entre variedades suaves (clase Cr),
p ∈ M y F (p) ∈ N. Consideramos dos cartas suaves (U,φ) en M y (V, ψ) en N tales
que (p, F (p)) ∈ U × V. Por lo tanto, se tiene la representación coordenada:

F̂ := ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ
(
U ∩ F−1(V )

)
→ ψ(V ). (1)

De lo cual se tiene que F̂∗ := ψ∗ ◦ F∗ ◦ φ−1
∗ , donde por proposición 6 y el inciso d) en la

proposición 5 se tiene que ψ∗ y φ−1
∗ son isomorfismos lineales.

Por lo tanto, denotamos por φ = (x1, . . . , xm) y ψ = (y1, . . . , yn), las coordenadas
locales en M y N ; aquí, m = dimM y n = dimN, son las dimensiones como variedades
suaves, de M y N , respectivamente. Entonces, usando la nota 8, consideramos las bases
correspondientes para los espacios tangentes:

TpM = R
〈

∂

∂xi

∣∣∣
p
: i = 1, . . . ,m

〉
y TF (p)M = R

〈
∂

∂yj

∣∣∣
F (p)

: j = 1, . . . , n

〉
.

Definimos

BM :=

{
∂

∂xi

∣∣∣
p
: i = 1, . . . ,m

}
y BN :=

{
∂

∂yj

∣∣∣
F (p)

: j = 1, . . . , n

}
.

Finalmente, es así que tenemos el siguiente resultado cuyos detalles de la demostración
pueden ser consultados en [Lee2013, pág. 71].

Proposición 8 (Representación coordenada del pushforward). Dado un vector tangente
Xp ∈ TpM, su imagen bajo L := F∗,p está dada por:

[L(Xp)]BN
= A([Xp]BM

).

Aquí, la matriz A es

A :=


∂F̂1

∂x1
(p̂) · · · ∂F̂1

∂xm
(p̂)

...
. . .

...
∂F̂n

∂x1
(p̂) · · · ∂F̂n

∂xm
(p̂)


n×m

.

3.3. Haz tangente en el 2-toro T2

Primeramente, podemos considerar el haz tangente de una 2-variedadM como la unión
disjunta

TM :=
⊔
p∈M

TpM.

De hecho, se tiene una definición más precisa que puede ser consultada en [Lee2013, pág.
81]. En efecto, la estructura que será más adelante útil en la definición de campo vectorial,
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es que TM puede ser dotado de una estructura diferenciable de clase Cr; comenzamos
por definir la función proyección canónica

Π : TM →M,Xp 7→ p,

donde Xp ∈ TpM, para cada p ∈ M. Para que exista un atlas en TM, se puede usar un
método de construcción dado en el siguiente resultado para el caso especial de 2-variedades,
ver lema 2 y cf. [Lee2013, lemma 4.1]:

Proposición 9. Para una 2-variedad M suave (de clase Cr) con atlas AM se tiene:

i) una topología natural TTM y

ii) un atlas ATM suave (de clase Cr),

tales que TM es una variedad diferenciable (o bien de clase Cr) 4-dimensional. Más aún,
con respecto a las estructuras ATM y AM , la proyección Π: TM → M es un mapeo
suave (de clase Cr).

Demostración. Daremos una idea de la demostración. El punto importante en esta prueba
es usar el lema 2 de construcción de variedades suaves (de clase Cr). El primer paso
es proponer los candidatos para ser las cartas coordenadas en ATM : dada (Uα, φα) ∈
AM = {(Uα, φα) : α ∈ Λ} , consideramos Ũα := Π−1(Uα) ⊂ TM. Por conveniencia,
sea φα(p) = (x, y), p ∈ Uα. Entonces, se define un mapeo

φ̃α : Ũα → R2 × R2,

tal que para cada vp = a(x, y) ∂
∂ x |p + b(x, y) ∂

∂ y |p, se tiene que

φ̃α (vp) := (x, y, a(x, y), b(x, y)).

Notamos que Im φ̃α = φα(Uα)× R2, el cual es un conjunto abierto de R2 × R2 = R4,
ya que φα es un difeomorfismo. Más aún, φ̃α es una biyección sobre su imagen, ya que su
inverso está dado por:

φα(Uα)× R2 ∋ (x, y, v, w) 7−→ φ̃−1
α (x, y, v, w) := v

∂

∂ x

∣∣∣
q
+ w

∂

∂ y

∣∣∣
q
, (2)

donde q = φ−1
α (x, y) ∈ Ũα = Π−1(Uα). Por lo tanto, se tiene la colección

{(
Ũα, φ̃α

)}
α∈Λ

que satisface las hipótesis en lema 2, y determina el atlas ATM . La topología que se men-
ciona en el inciso i), se consigue tomando como base de ella a la colección

{
Ũα

}
α∈Λ

.

Finalmente, se tiene que Π es suave ya que su representación coordenada

Π̂ = φβ ◦Π ◦ φ̃−1
α = φβ ◦ φ−1

α ,

pero φβ ◦ φ−1
α es un difeomorfismo, ya que las cartas (Uα, φα), (Uβ , φβ) ∈ AM son

cartas suavemente compatibles; en el particular φβ ◦ φ−1
α es suave (de clase Cr). Esto

completa la demostración.
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Por la proposición 9, dada una estructura suave (clase Cr) para M, con respecto a un
atlas AM , se tiene una estructura suave (clase Cr) para TM, dada por un atlas ATM . Con
respecto a dichos atlas AM y ATM , respectivamente, se tiene la siguiente definición.

Definición 14. Sea M una 2-variedad suave (de clase Cr). Un campo vectorial de clase
Cr enM es una sección de la proyección canónica Π : TM −→M , es decir, una función
X :M −→ TM suave (de clase Cr) tal que Π ◦X = IdM .

Nota 9. A la colección de campos vectoriales de clase Cr en una variedad suave M , se
le denotará por Xr(M). Cabe destacar que un campo vectorial se puede describir en
coordenadas locales: En efecto, dado p ∈M y Xp = X(p) ∈ TM, podemos considerar
cartas coordenadas1 (Uβ , φβ) y (Π−1(Uα), φ̃α) para M y TM, respectivamente, con
p ∈ Uβ y Xp ∈ Π−1(Uα). La representación coordenada de un campo vectorial X :

M → TM está dada de la siguiente manera:

X̂ = φ̃α ◦X ◦ φ−1
β .

Es decir, si (x, y) = φβ(q), q ∈ Uβ y

φ̃α (Xq) := (x, y, a(x, y), b(x, y)) ∈ R2 × R2, Xq ∈ Π−1(Uβ),

entonces

X̂ = φ̃α ◦X ◦ φ−1
β (x, y) = φ̃α (Xq) = (x, y, a(x, y), b(x, y)),

de donde, el vector de coordenadas lineales es [X] = [X̂] = (a(x, y), b(x, y)) ∈ R2. Otro
abuso en notación que se usa comúnmente es: En coordenadas locales, X = a ∂

∂x + b ∂
∂y ,

con a, b ∈ Cr(Uβ), lo que significa que si (Uβ , φβ) ∈ AT2 , y φβ(q) = (x, y) son las
coordenadas para cada q ∈ Uβ ⊂ T2, entonces:

X : q 7−→ Xq = a(x, y)
∂

∂x
+ b(x, y)

∂

∂y
. (3)

3.4. Noción de campo vectorial en T2

En este apartado, se definirá de forma explícita, el espacio tangente para cada punto en
el 2-toro: TpT2, p ∈ T2 y el haz tangente T (T2). Consideremos la notación y resultados
como antes, y el apéndice A.1.2. Sea M = T y sea p ∈ T. Entonces existe una carta
(Uα = U±

i ×U±
j , φα = φ±

i ×φ±
j ). Dado p = (p1, p2) ∈ U±

i ×U±
j , tenemos coordenadas

locales
φα(p) = (φ±

i (p1), φ
±
j (p2)) = (x(p1), y(p2)).

Sin perder generalidad, podemos usar la notación φα = (x, y).

1Ver (2) en la demostración de la proposición 9.
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Ahora bien, por la nota 8, tenemos que

∂

∂x

∣∣∣
p
:= (φ−1

α )∗,p

(
∂

∂x
|φα(p)

)
y
∂

∂y

∣∣∣
p
:= (φ−1

α )∗,p

(
∂

∂y

∣∣∣
φα(p)

)
.

Entonces

TpT2 := R
〈
∂

∂x

∣∣∣
p
,
∂

∂y

∣∣∣
p

〉
,

es decir, para todo υp ∈ TpT2, υp = a ∂
∂x

∣∣
p
+ b ∂

∂y

∣∣
p

con a, b ∈ R.

Notamos que de la proposición 4, dado p ∈ T2 con coordenadas (x, y), se tiene que
T(x,y)(R2) es un R-espacio vectorial. Más aún, se tiene que R2

(x,y)
∼= T(x,y)(R2) como

R-espacios vectoriales.

Por otra parte, dado que, para todo p ∈ T existe una carta coordenada suave (Wα, φα)

tal que p ∈Wα y φα(Wα) ≃ W̃α ⊂ R2, entonces por la demostración de proposición 7 y
la nota 9, se tienen isomorfismos canónicos dependientes de esta carta coordenada, tales
que:

Tp(T2) ≃ TpWα ≃ Tφ(p)W̃α ≃ Tφ(p)W̃α ≃ Tφ(p)R2 ≃ R2
φ(p).

Nota 10. Es importante establecer que en coordenadas locales, y como consecuencia de
lo realizado en la nota 9 en (3), los campos vectoriales suaves (o clase Cr) X ∈ Xr(T2),

son tales que todo valor que toma X en un punto p, Xp ∈ TpT2 se corresponde con
un elemento vϕ(p) ∈ Tϕ(p)R2 y, a su vez, Xϕ(p) se corresponde con un elemento en
coordenadas lineales [Xϕ(p)] = υ = (a, b) ∈ R2.

3.5. Caracterización de campos vectoriales en T2

Más adelante, vamos a dar ejemplos de campos vectoriales en el toro T2. Para esto,
son necesarios algunos resultados o hechos importantes que nos harán falta, en los que
hacemos uso del “push-forward”, y que pueden consultarse en [Pa-De M2012].

Sea φ : R2 → ST ∼ R2/Z2 ∼ T2 la parametrización como en el apéndice A.3.
Entonces, φ es un cubriente suave de tal forma que localmente, su derivada dφp es un
isomorfismo para cada p ∈ R2. Por lo tanto, se tiene el siguiente método para determinar
campos vectoriales en T2, y caracterizarlos en términos de campos vectoriales definidos
sobre el plano.

Proposición 10. Usando φ : R2 → T2 se tiene que:

i) Si X ∈ Xr(R2), entonces Y = φ∗X ∈ Xr(T2).

ii) Si Y ∈ Xr(T2), entonces X = φ∗Y ∈ Xr(R2). Aquí, φ∗Y es el campo vectorial
pull-back definido tal que

X = φ∗Y si y solo si Y (q) = (φ∗.q)
−1Xφ(q),∀q.

Más aún, podemos utilizar los resultados de la proposición 10 para establecer el
siguiente resultado–definición, el cual es práctico y elegante, y que podemos encontrar en
[Pa-De M2012] (cf. [Siegel1945, Sternberg1957]).
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Proposición 11. Un campo vectorial Y : R2 → T (R2) de clase Cr, determina un campo
vectorial en el toro2, X =: T2 −→ T (T2), X(p) = (p, [Y ]π−1(p)) si y solo si se satisface
que

Y (x+ k, y + l) = Y (x, y),

para cada (x, y) ∈ R2 y cada (k, l) ∈ Z2.

4. Sistemas dinámicos continuos no singulares

En esta sección, se presentan algunos conceptos y resultados básicos para compren-
der el flujo asociado a un campo vectorial en una 2-variedad suave (o de clase Cr), y
posteriormente su aplicación para campos vectoriales no singulares en T2.

4.1. Sistema de EDOs asociado a un campo vectorial

Para el material contenido en esta parte, usaremos los textos [Ta1992], [Bu-Gi2005] y
[Lee2013]. Vamos a comenzar definiendo conceptos básicos que generalizan los conocidos
para EDO en un espacio euclidiano. Nuestro interés es trabajar con el 2-toro, por lo que
nos restringiremos a 2-variedades suaves (o de clase Cr). Por lo tanto, en lo subsecuente,
a menos que se indique lo contrario, todas las variedades son dos dimensionales, solo se
especificará su clase Cr correspondiente.

Definición 15. Sea M una 2-variedad suave (o clase Cr). Un flujo en M, es una función
continua

ϕ : R×M →M,

que satisface las siguientes propiedades:

1. ϕ(0, p) = p, para cada p ∈M ;

2. ϕ(tq + t2, p) = ϕ(tq, ϕ(t2, p)), para cada tq, t2 ∈ R y cada p ∈M.

Un flujo en M define un sistema dinámico continuo (en el tiempo).

Nota 11 (Curvas en una 2-variedad). Un caso particular de mapeos suaves entre varieda-
des suaves es el caso de una curva. Para explicar esto, supongamos que γ : J ⊂ R →M

es una curva continua que envía un intervalo J en una 2-variedad suave (o de clase Cr). Si
γ es suave3 (o de clase Cr) entonces su derivada o push-forward está dado de la siguiente
manera (ver [Lee2013, pág. 75]): Dado t0 ∈ J,

γ∗,t0 : Tt0J // Tγ(t0)M, vt0 := d
dt

∣∣
t0

7−→ wγ(t0) := γ∗,t0(vt0),

donde dada una función suave f (o de clase Cr), se tiene que

wγ(t0)(f) =
d

dt

∣∣
t0
(f ◦ γ) = d(f ◦ γ)

dt
(t0).

2Aquí π es la proyección de R2 al toro visto como el espacio cociente R2/Z2.
3Aquí estamos suponiendo que J tiene la estructura suave heredada de R con la estructura estándar cuyas cartas
tienen coordenadas dadas por la identidad.



Lecturas Matemáticas, vol. 47 (1) (2026), pp. 31-74 45

La matriz de coordenadas4 con respecto a una carta suave (Uα, φα) ∈ AM de γ∗,t0 es

[γ∗,t0 ] = (γ′1(t0), γ
′
2(t0)),

es decir, [γ∗,t0 ] es la curva paramétrica en φα(Uα) ⊂ R2 dada por la representación
coordenada

γ̂ = (γ1, γ2) = φα ◦ γ ◦ Id−1
J = φα ◦ γ.

Abusando de la notación, decimos que en coordenadas locales γ = (γ1, γ2) y [wγ(t0)] =

γ′(t0).

A continuación, sea X un campo vectorial en una 2-variedad M. Dado p ∈ M

denotaremos por (ξ(x, y), η(x, y)) = [Xp], la x-componente y la y-componente de Xp,
respectivamente, de acuerdo con la nota 9.

Definición 16. Un campo vectorial X es no-singular si cada Xp es un vector distinto de
cero. Diremos que X es singular, si la imagen de X contiene al vector cero.

De la nota 9 y de (3) se tiene el siguiente resultado.

Proposición 12. Sea X un campo vectorial sobre U ⊂M , y ξ(x, y), η(x, y) las funciones
componentes de X . Entonces X es diferenciable de clase Cr en (x, y), si ξ(x, y) y η(x, y)
son diferenciables de clase Cr.

Esto significa, que todas las derivadas parciales, de orden menor a r, de ξ(x, y) y
η(x, y) existen y son continuas en (x, y) = φα(p).

De acuerdo con la nota 9, en el caso cuando U es un conjunto abierto y X es clase
Cr en cada punto de U , diremos que X es un campo vectorial Cr, r = 0, 1, 2, . . .∞.

Un campo vectorial de clase C0 tiene funciones componentes continuas ξ(x, y) y η(x, y).
Ahora, para un campo vectorial C∞ las r-ésimas derivadas parciales de ξ(x, y) y η(x, y)
existen para todo entero no negativo r.

En el caso de una curva γ como en la nota 11, cuando γ1 y γ2 son de clase Cr,
r = 0, 1, . . . ,∞, diremos que γ es una curva de clase Cr definida en el intervalo abierto
J . Aquí, con los ajustes técnicos adecuados, J puede ser de la forma: [α, β], [α, β), (α, β],
(α,∞), (−∞, β), (−∞, β].

Para tener una referencia más adelante, de la nota 11 también incluimos la siguiente
definición:

Definición 17. Sea φ una curva de clase Cr, r ≥ 1, en el intervalo (α, β). Usando coor-
denadas locales, el vector tangente a φ en φ(t) está definido como el vector geométrico
φ′(t) = (φ′

1(t), φ
′
2(t))φ(t) ∈ R2

φ(t), donde φ′
i(t) es la derivada de φi con respecto a t,

i = 1, 2.

4Ver [Lee2013].
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De la nota 11 se tiene la siguiente definición.

Definición 18. Sea A un subconjunto abierto en una 2-variedad M y sea X un campo
vectorial sobre A. Diremos que una curva γ de clase Cr+1 definida sobre un intervalo
(α, β) es una curva integral de X , si para todo α < t < β se satisface que:

i) γ(t) ∈ A.

ii) wγ(t) = Xγ(t), o bien, en coordenadas locales γ′(t) = [Xγ(t)].

4.2. Existencia de curvas integrales para un campo vectorial

En esta subsección mostraremos resultados de ecuaciones diferenciales definidas para
campos vectoriales en 2-variedades, para lo que usaremos [Ta1992].

Sea (M,A) una 2-variedad suave de clase Cr cerrada (es decir, una variedad dife-
renciable de clase Cr sin variedad frontera, ver [Ta1992, pág. 66]) y sea p un punto en
M .

Teorema 1 (Existencia y unicidad de curvas integrales). Sea X ∈ Xr(M) tal que 2 ≤
r + 1 ≤ s. Entonces,

i) Para todo p ∈M , existe una única curva integral ϕ(t, p) que pasa por p, ϕ(−, p) :
(−∞,∞) −→M de clase Cr+1.

ii) Para todo t ∈ R, definimos Ψt : M −→ M , Ψt(p) = ϕ(t, p). Entonces, Ψ0 es el
mapeo identidad y Ψt1 ◦Ψt2 = Ψt1+t2 .

iii) ϕ{ϕp(t2)}(t1) = ϕ{p}(t1 + t2), ϕ(t1, ϕ(t2, p)) = ϕ(t1 + t2, p).

iv) El mapeo Ψ : R×M −→M definido por

Ψ(t, p) = ϕ(t, p),

es diferenciable de clase Cr.

De forma alternativa y más elegante, podemos reformular el resultado anterior (válido
para n-variedades) de la siguiente manera. Para esto se puede consultar [Abraham et al. 2012,
pág. 220] y [Bu-Gi2005, Thm 2.3.3].

Teorema 2. Un campo vectorial de clase Cr en una n-variedad diferenciable compacta
es completo, es decir, sus curvas integrales están definidas en todo R.

De este teorema se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2. Las curvas integrales para un campo vectorial de clase Cr en T2 están
definidas en todo R.

Sea M una n-variedad de clase Cs y consideremos un campo vectorial sobre M dado
por X ∈ Xr(M), 1 ≤ r ≤ s − 1. Dicho campo vectorial se le conoce como un sistema
dinámico de clase Cr.
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5. Conjuntos ω-límite y α-límite en T2

Antes de dar las nociones de conjuntos límite en T2, recordamos del teorema 1 que las
curvas integrales de un campo vectorial en T2 están definidas en todo R.
Definición 19. Sea X un campo vectorial de clase Cr sobre T2 y sea ϕ(t, p) su curva
integral. Definamos la trayectoria de X a través de p como sigue:

C(p) := {ϕ(t, p) : −∞ < t <∞}.

Notemos que si p′ ∈ C(p), entonces C(p′) = C(p). Ahora bien, sea ϕ(−, p) :

(−∞,∞) −→ T2 una curva integral de X a través de p. Suponer que X(p) ̸= 0 y que
ϕ(t, p) = p para algún t > 0. Entonces, existe t0 = mı́n{t : ϕ(t, p) = p}. Por lo tanto,
ϕ(t0, p) = p y ϕ(t, p) ̸= p, ∀ : 0 < t < t0. Además diremos que:

1. Una curva integral ϕ(t, p) es llamada periódica si para algunos t1 y t2, t1 < t2,

ϕ(t1, p) = ϕ(t2, p),

pero ϕ(t, p) ̸= ϕ(t1, p) para todo t, con t1 < t < t2. En este caso diremos que la
trayectoria es periódica o cerrada.

2. Una trayectoria C(p) es ergódica sobre T2 si es densa en T2, es decir, C(p) = T2.

Ahora, dado un campo vectorial X de clase Cr(r ≥ 1) definido sobre el toro T2, con
curva integral ϕ(t, p) que pasa por p, definamos los siguientes dos conjuntos cerrados:

1. El conjunto ω-límite de la trayectoria C(p) que pasa por p, denotado por L+(p) es
definido por

L+(p) :=
⋂

0≤s<∞

Cs,

donde Cs = {ϕ(t, p) : s ≤ t <∞} ⊂ Imϕ(t, p).

2. El conjunto α-límite de la trayectoria C(p) que pasa por p, denotado por L−(p) es
definido por

L−(p) :=
⋂

−∞<s≤0

Ds,

donde Ds = {ϕ(t, p) : −∞ < t ≤ s}.

Lo siguiente que vamos a definir será el concepto de un conjunto invariante en T2.

Definición 20. Sea A un subconjunto de T2. Diremos que A es un conjunto invariante si
para cada punto p ∈ A la curva integral ϕ(t, p) está contenida en A, es decir,⋃

p∈A

{ϕ(t, p) : −∞ < t <∞} = A.

Proposición 13 ([Ta1992]). Los conjuntos L+(p) y L−(p) son invariantes.

Del teorema 1 y la proposición 13 se tiene el siguiente resultado, ver [Ta1992, pág.
68].

Proposición 14. Los conjuntos L+(p) y L−(p) son conexos.
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6. Ejemplos genéricos de campos vectoriales

En esta sección, se darán algunos ejemplos de campos vectoriales en el toro T2.

Nota 12. A lo largo de este manuscrito, se puede apreciar que los campos vectoriales
bajo estudio no poseen puntos de equilibrio, hipótesis que será de gran importancia para
dar una descripción cualitativa de las curvas integrales. Ahora bien, mencionaremos un
aspecto relevante cuando hay puntos de equilibrio, a decir, si p es un punto de equilibrio
para el campo vectorial suave X, entonces por definición, se tiene que Xp = 0. Por lo
tanto, la curva integral que pasa por p es constante, es decir, ϕ(t, p) = p, para cada t, lo
que implica que la trayectoria correspondiente es C(p) = {p}.

Daremos ejemplos de campos vectoriales con y sin puntos de equilibrio, y algunos
retratos de fase, para ello usaremos [Pa-De M2012], [Lee2013] y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 1 (Campos vectoriales F -relacionados, ver [Lee2013] pág. 87). Sean F :M →
N un mapeo suave entre 2-variedades suaves, y Y un campo vectorial en M. Suponer que
Z es un campo vectorial en N tal que

F∗,pYp = ZF (p), para cada p ∈M .

En este caso, decimos que Y y Z son F -relacionados. Veamos un ejemplo concreto:

Sea F : R → R2, F (t) = (cos(t), sin(t)). Entonces, el campo vectorial d
dt es F -

relacionado con el campo vectorial Z = −y ∂
∂x + x ∂

∂y . Efectivamente, sea f ∈ C∞(R2).

Por lo tanto, f ◦ F ∈ C∞(R) y así, se sigue que

F∗
d

dt
(f) =

d

dt
(f ◦ F ) (por la definición de pushforward.)

= ∇f(F (t)) · dF
dt

(t)

=

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

) ∣∣∣∣
(cos(t),sin(t))

· (− sin(t), cos(t))

= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y

∣∣∣∣
(cos(t),sin(t))

= ZF (t).

Para el siguiente ejemplo se puede consultar [Pa-De M2012] y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 2 (Campos vectoriales gradiente en T2). Consideremos la descripción del toro
T2 como se tiene en el apéndice A.3. Sea h : T2 → R una función suave. Consideremos el
pushforward

h∗,p : TpT2 → Th(p)R.

Ahora bien, sea (Uα, φα) ∈ AT2 (la estructura suave para T2 como en el apéndice
A.1.2). Por lo tanto, dado un punto p ∈ T2 con p̂ := φα(p), se tiene que en coordenadas
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lineales, por la proposición 8 la matriz asociada a h∗,p está dada por el gradiente de la
representación coordenada de h en la carta φα = (x, y) (ver subsección 3.4):

[h∗,p] = ∇(h ◦ φ−1
α )(p̂) =

(
∂(h ◦ φ−1

α )

∂x
(p̂),

∂(h ◦ φ−1
α )

∂y
(p̂)

)
∈ R2.

Finalmente, definimos el campo vectorial en coordenadas, dado por:

X : T2 → TT2, p 7→ vp,

donde

vp :=
∂(h ◦ φ−1

α )

∂x
(p̂)

∂

∂x

∣∣∣
p̂
+
∂(h ◦ φ−1

α )

∂y
(p̂)

∂

∂y

∣∣∣
p̂
∈ TpT2.

Este campo vectorial es llamado campo gradiente. Abusando de la notación, se escribe
como X = Grad(h). Observamos que X tiene puntos de equilibrio siempre que h tiene
puntos críticos. Luego, X es no singular si h no posee puntos críticos.

6.1. Ejemplos de campos vectoriales no constantes en T2

Consideramos los siguientes campos vectoriales suaves no singulares en R2:

(x, y) 7→ X(x,y) = sin(2πx)
∂

∂x

∣∣∣
(x,y)

+ 2
∂

∂y

∣∣∣
(x,y)

;

(x, y) 7→ Y(x,y) = 2
∂

∂x

∣∣∣
(x,y)

+ sin(2πx)
∂

∂y

∣∣∣
(x,y)

;

(x, y) 7→ Z(x,y) = cos(2π(x+ y))
∂

∂x

∣∣∣
(x,y)

+ sin(2π(x+ y))
∂

∂y

∣∣∣
(x,y)

.

De acuerdo con la proposición 11, tenemos que X , Y y Z determinan campos vectoriales
en T2, ya que ∀(x, y) ∈ R2, ∀(k, l) ∈ Z2

X(x,y) = X(x+k,y+l), Y(x+k,y+l) = Y(x,y), y Z(x+k,y+l) = Z(x,y).

Usando el software Mathematica, resolvemos los sistemas de EDO asociados en el plano.
Es decir, resolvemos el sistema diferencial

ẋ = a(x, y), x(0) = x0,

ẏ = b(x, y), y(0) = y0;

donde (a, b) son las coordenadas para cada campo, respectivamente:

(a, b) ∈
{
[X(x,y)], [Y(x,y)], [Z(x,y)]

}
.

Dada una condición inicial (x0, y0), la curva integral explícita

ϕ(x0,y0)(t) = (x(t), y(t))

para X está dada por:

x(t) =
tan−1

(
e2πt tan(πx0)

)
π

, y y(t) = 2t+ y0. (4)

En la Figura 1 se muestran las curvas integrales para X en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2.
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Figura 1. Curvas integrales para X en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2.

Ahora bien, para Y la curva integral explícita ϕ(x0,y0)(t) = (x(t), y(t)) está dada por:

x(t) = 2t+ x0, y

y(t) = y0 +
1

2π
sin(2πt) sin(2π(t+ x0)). (5)

En la Figura 2 se muestran las curvas integrales para Y en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2. Para el

Figura 2. Curvas integrales para Y en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2.

campo vectorial Z, se pueden ver en la figura 3 los retratos de fase en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂
R2.

Nota 13. En este caso, para obtener expresiones analíticas explícitas para las curvas
integrales, se considera el cambio de variables:

u = x+ y, v = x− y.

Notar que x = u+v
2 , y = u−v

2 . Por lo tanto, se considera el sistema de EDO

u̇ = A(u, v), u(0) = x0 + y0,

v̇ = B(u, v), v(0) = x0 + y0,
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dondeA(u, v) = cos(2πu)+sin(2πu) yB(u, v) = cos(2πu)−sin(2πu). Ahora, usando
Mathematica, resolver para (u(t), v(t)), de lo cual se pueden recuperar fórmulas explícitas
para las curvas integrales (x(t), y(t)). Las expresiones para u(t) son simples y cortas, sin
embargo, las de v(t) son extensas, y decidimos omitir ambas.

Figura 3. Curvas integrales para Z en [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2.

6.2. Trayectorias para campos Xa,b constantes

El siguiente resultado para campos vectoriales no singulares y constantes de clase
Cr en T2 tiene una demostración interesante5, como puede consultarse en [Ta1992].
Otra demostración alternativa que complementa la aquí presentada, puede consultarse en
[Pa-De M2012, Example 2, pág. 12].

Teorema 3. Sea X = Xa,b un campo vectorial constante6 sobre T2, tal que para cada
p ∈ T2 el vector de coordenadas es

[X(p)] := a(x, y)
∂

∂x

∣∣∣
p
+ b(x, y)

∂

∂y

∣∣∣
p
,

donde a(x, y) = a, b(x, y) = b son constantes con (a, b) ∈ R2 tales que (a, b) ̸= 0.
Entonces,

i) Toda trayectoria de Xa,b es periódica si y solo si a = 0 o b
a es un número racional.

ii) Toda trayectoria de Xa,b es ergódica si y solo si b
a es un número irracional.

Demostración. Comenzamos observando que, de acuerdo con la nota 10, en coordenadas
locales, Y := [Xa,b] = (a, b) ∈ R2. Por lo tanto, Y (x, y) = (a, b) = Y (x + k, y + l),

5Detalles precisos se pueden encontrar en la tesis de la primera autora del presente manuscrito, ver [MA2025].
6Para evitar confusión con la notación en este caso del campo constante, escribiremos el valor de X en p como
Xp := X(p) = Xa,b(p).
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para cada (x, y) ∈ R2 y cada (k, l) ∈ Z2. Por la Proposición 10 y proposición 11 , se tiene
que Xa,b está bien definido en el toro.

Ahora, notar que el campo vectorial Xa,b es no singular, ya que no contiene al vector
cero. Por otra parte, una curva integral en el toro tiene la siguiente forma: ϕ(t, (x, y)) =
[(x(t), y(t))]. En este caso, se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

ẋ = a, x(0) = x0 (6)

ẏ = b, y(0) = y0. (7)

Resolviendo las ecuaciones (6) y (7), se tiene que x(t) = at+ x0 y y(t) = bt+ y0. Por lo
tanto, se tiene una curva integral dada por:

[ϕ(x0,y0)(t)] = [(at+ x0, bt+ y0)] = [t(a, b) + (x0, y0)] ∈ T2.

Demostremos el inciso i): Sea p ∈ T2. Entonces, el punto p es de la forma p =

[(x + m, y + n)] para x, y ∈ [0, 1] × [0, 1], esto depende del representante. Cuando
ϕ(t, (x, y)) sea periódica, por la definición 19, existen t y t1 con t1 < t tales que

ϕ(t, (x, y)) = ϕ(t1, (x, y)) + (m,n), (m,n) ∈ Z2,

es decir,

t(a, b) + (x, y) = t1(a, b) + (x, y) + (m,n).

Entonces (t− t1)(a, b) = (m,n), y por tanto, (t− t1)a = m y (t− t1)b = n. Luego,

(t− t1)b

(t− t1)a
=

n

m
, a ̸= 0.

Por lo que b
a = n

m ∈ Q, a ̸= 0. Recíprocamente, en el caso que b
a ∈ Q, se debe cumplir

que existan m,n enteros y λ ∈ R tales que b = nλ y a = mλ, de modo que:

b

a
=

nλ

mλ
=

n

m
.

Notemos que t1 = 0 y t2 = 1
λ satisfacen

ϕ(t1, (x, y)) = ϕ(0, (x, y))

= [(x+ a(0), y + b(0))] = [(x, y)] = p.

Además,

ϕ(t2, (x, y)) = ϕ

(
1

λ
, (x, y)

)
=

[(
x+ a

(
1

λ

)
, y + b

(
1

λ

))]
= [(x+m, y + n)] = p.

Es decir, se cumple que t1 < t2 y

ϕ(t1, (x, y)) = ϕ(t2, (x, y)).

Por lo tanto, la trayectoria C(p) es periódica.
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Ahora, demostremos el inciso ii): Supongamos que b
a es irracional. Aquí ninguna

trayectoria es periódica. Ya se demostró que si existe una trayectoria periódica entonces
b
a es racional, por lo que sería una contradicción de nuestro supuesto. Por lo que basta
demostrar que C(p) = T2. Ahora bien, siempre se tiene que C(p) ⊂ T2. Luego, C(p) ⊂
T2 = T2. Ahora, probamos que T2 ⊂ C(p). Sea p′ ∈ T2, si p′ ∈ C(p), entonces
p′ ∈ C(p). Supongamos entonces que p′ /∈ C(p) y demostremos que p′ es punto límite.
En efecto, sea p′ = [(x′, y′)] ∈ T2. La curva integral ϕ(t, p) de Xa,b que comienza en p
pasa por Pn = [(x′, y′ +(y− y′)+ b

a (x
′ −x)+ b

an)]. Veamos que efectivamente la curva
integral ϕ(t, p) pasa por Pn. Se tiene que x+at = x′+n, es decir, t = x′−x+n

a . Entonces

ϕ(t, p) =

[
x+ a

(
x′ − x+ n

a

)
, y + b

(
x′ − x+ n

a

)]
=

[
x′ + n, y +

b

a
(x′ − x+ n)

]
=

[
x′ + n, y′ + (y − y′) +

b

a
(x′ − x) +

b

a
n

]
.

Para cada x ∈ R, consideramos el conjunto

ω(x) := {x+m : m ∈ Z}.

Se define ⟨x⟩ como el elemento del conjunto ω(x) con valor absoluto más pequeño:

⟨x⟩ := mı́n{|β| : β ∈ ω(x)} = mı́n{x− ⌊x⌋, x− ⌊x⌋ − 1} (ver la figura 4).

Figura 4. Función Piso.

Sea Pn = [(x′, y′ + (y − y′) + b
a (x

′ − x) + b
an)] := [(x′, y′ + Tn)].

Afirmación 2 ([Ta1992, Miller2002, Sós1958]). ⟨Tn(x, y)⟩ posee una subsucesión con-
vergente7 a 0.

7En el plano Tn converge a ∞ cuando n → ∞.
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Como

ρ̃(p′, Pn) = mı́n
Q∈[p′]=p′

Q′∈[Pn]=Pn

ρ(Q,Q′)

= mı́n
Q∈[(x′,y′)+(m1,m2)]

Q′∈[(x′+m3,y
′+Tn+m4)]=Pn

ρ(Q,Q′)

= mı́n
m1,m3,m2,m4∈Z

{|(m1 −m3,m2 −m4−Tn)|}

= mı́n
k∈Z

{|(0,−Tn + k)|}

= mı́n
k∈Z

{|−Tn + k|}

= mı́n
k∈Z

{|Tn − k|}

= mı́n
ℓ∈Z

{|Tn + ℓ|} (Para ℓ = −k usamos que −Z = Z.)

= ⟨Tn⟩, ∀n ∈ Z≥0.

Luego, por la afirmación 2 se tiene que

ρ̃(p′, Pnk
) = ⟨Tnk

⟩ → 0, k → ∞.

Por otra parte, como Xn := ⟨Tn(x, y)⟩ = Tn(x, y) + κ0(n), para un κ0(n) ∈ Z
fijo8, posee una subsucesión convergente a 0, digamos Xnk

= Tnk
+ κ0(nk), para cada

ϵ > 0 existe un punto Xnk1
, el cual a su vez nos da la existencia del punto Pnk1

=

[(x′, y′ +Xnk1
)] = [(x′, y′ + Tnk1

+ κ0(nk1
))] tal que ρ(p′, Pnk1

) < ϵ. Si consideramos
ahora ϵ2 < ϵ existe Pnk2

tal que ρ(p′, Pnk2
) < ϵ2 < ϵ.

Siguiendo con este proceso conseguimos una sucesión

Pnk1
, Pnk2

, Pnk3
, Pnk4

, . . . , Pnkl
, . . .

tal que ĺım
l→∞

Pnkl
= p′. Por lo tanto, p′ ∈ C(p), de lo cual se tiene que T2 = C(p).

Nota 14. Se tiene que las trayectorias de Xa,b tienen que ser o todas periódicas o bien,
todas ergódicas, dependiendo de la pendiente de la curva integral, b

a , de acuerdo con el
teorema 3. Sin embargo, este no es el caso para un campo vectorial no singular de clase
Cr en T2, lo que se verá de forma precisa más adelante en la formulación del célebre
Teorema de Denjoy–Siegel.

6.2.1. Algunas simulaciones numericas para curvas integrales en T2

A continuación, en las figuras 5–8 mostramos algunas simulaciones numéricas que
se hicieron en R2 y luego vistas en el toro T2.

A continuación, en la figura 9 muestra una simulación numérica donde vemos que la
trayectoria se hace densa en el toro, para el caso donde b

a es irracional.

8Por definición, se tiene que κ0(n) ∈ {−⌊Tn(x, y)⌋,−⌊Tn(x, y)⌋ − 1}.
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Figura 5. Parámetros donde b
a

es racional con a = 1 y b = 1.

Figura 6. Parámetros donde b
a

es racional con a = 1 y b = 5.

7. Teorema de Denjoy–Siegel

En esta sección se enunciará el Teorema de Denjoy–Siegel, que es bien conocido en
honor a los trabajos de Denjoy [Denjoy1932], sobre las condiciones que garantizan la
existencia de trayectorias periódicas o bien densas, para un campo vectorial no singular en
el toro T2; y paralela e independientemente, en honor a los trabajos de Siegel [Siegel1945].
Denjoy resolvió un problema propuesto por Poincaré usando la noción de número de
rotación y de fracciones continuas, mientras que Siegel dio otra prueba alternativa al
Teorema de Denjoy, sin usar el número de rotación, y lo generalizó.

Los resultados presentados en este apartado están basados principalmente en el texto
[Ta1992]; se consideran las referencias auxiliares [C-N2013, Lee2013, Pa-De M2012].

7.1. Formulación del Teorema de Denjoy–Siegel

Ahora se enuncia un teorema relevante, el cual es una evolución de los trabajos pioneros
arriba mencionados de Denjoy9 y posteriormente de Siegel10, ver [Ta1992, pág. 17, Thm. 1.6].

Teorema 4 (de Denjoy–Siegel). Sea X un campo vectorial no singular de clase Cr en el
toro T2. Si r ≥ 2, entonces se tiene una de las siguientes afirmaciones:

9En su trabajo, Denjoy consideró campos vectoriales de clase Cr, a diferencia de los trabajos de Poincaré, en los que
usaba campos vectoriales analíticos reales u holomorfos, ver [Sternberg1957] y cf. [Denjoy1932].

10Él mejora el trabajo de Denjoy, generalizando su principal teorema, lo que termina en el resultado de nuestro interés
que está descrito en notación contemporánea, ver [Ta1992, pág. 17, Thm. 1.6] y cf. [Siegel1945].
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Figura 7. Parámetros donde a = 0 y b = 1.

Figura 8. Parámetros donde b
a

es racional con a = 1 y b = 0.

a) X posee algunas trayectorias periódicas.

b) Cada trayectoria deX es densa (o bien, se dice que se tiene una trayectoria ergódica)
en el toro T2.

Ejemplo 3 (Ejemplo genérico inmediato del teorema 4). Es importante mencionar que en
el estudio de campos vectoriales constantes realizado de manera exhaustiva en la sección
6.2 y más específicamente, en el teorema 3, ya se tiene un ejemplo del teorema 4. En efecto,
dado Xa,b ∈ Xr(T2) constante, entonces:

1. Si a = 0 o bien b
a ∈ Q, entonces todas las curvas integrales son periódicas, y por lo

tanto, para Xa,b se cumple el teorema 4 a).

2. Si b
a ∈ R \Q, entonces todas las curvas integrales son ergódicas, y por lo tanto,

para Xa,b se cumple el teorema 4 b).

Ejemplo 4 (Ideas de cómo usar el Teorema de Denjoy–Siegel). Si consideramos los
campos vectoriales, dados en el ejemplo 2 y la subsección 6.1, se tienen campos vectoriales
no singulares. Para el primer ejemplo de campos gradiente, basta pedir que la función h

no tenga puntos críticos. En los otros casos ya tenemos campos no singulares. Entonces,
a “priori” por el teorema 4 se tiene que dichos campos poseen órbitas periódicas o todas
sus trayectorias son ergódicas. Pueden ser un punto de inicio, para obtener resultados
paralelos a los del campo constante, lo que complementaría el presente manuscrito y se
considerará para un trabajo futuro.
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Figura 9. Parámetros donde b
a

es irracional con a = 1 y b =
√
2.

8. Foliaciones vía el Teorema de Denjoy–Siegel

En esta sección se mostrarán ejemplos de foliaciones de codimensión 1, usando las
curvas integrales de campos vectoriales suaves (o de clase Cr). Para los contenidos
de este apartado, se consideró [Ta1992] así como las referencias [C-N2013, Lee2013,
Pa-De M2012].

8.1. Noción de foliación de codimensión 1

Se puede definir una foliación de dimensión k sobre una n-variedad suave o de clase
Cr, pero para nuestro trabajo, nos vamos a restringir a una foliación de dimensión 1
sobre una 2-variedad. Podemos decir que una foliación es una partición en subvariedades
diferenciables de una variedad diferenciable. En la última subsección se mostrará que dado
un campo vectorial X = Xa,b (no confundir esta notación con la evaluación de X en un
punto p) no singular en el toro T2, con coordenadas [Xa,b] = (a, b) constantes, se tiene
que la familia de curvas integrales Fa,b es un ejemplo de una 1-foliación.

A continuación, definamos lo que es una foliación en una variedad.

Definición 21. Una foliación de dimensión 1 sobre la 2-variedad (M,A), es una fami-
lia F = {Lα}α∈I de subconjuntos arcoconexos de M de dimensión 1 que cumple las
siguientes propiedades:

F1: para cada α, β ∈ I , con α ̸= β se tiene que Lα ∩ Lβ = ∅.
F2: M =

⋃
α∈I

Lα.

F3: Para cada punto p ∈ M existe una carta (Uλ, φλ) ∈ A de clase Cr de M la cual
cumple que p ∈ Uλ y cada componente conexa de φλ(Uλ ∩ Lα) es de la forma

{(x1, x2) ∈ φλ(Uλ) : x2 = c}

para cada Lα con Lα ∩ Uλ ̸= ∅.
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Nota 15.

i) Llamamos a Lα una hoja de la foliación F.

ii) Una foliación k-dimensional de clase Cr también se le conoce como foliación de
codimensión 2− k, k ∈ {0, 1, 2} de clase Cr.

A continuación, mostraremos un ejemplo de una foliación en R2 de codimensión
1. Este ejemplo y su descripción explícita, será útil como veremos más adelante, para
describir otros ejemplos de foliaciones.

Ejemplo 5. Supongamos que M = R2, y pensamos en el espacio euclidiano R2 como
R2 = Rk × R2−k, k ∈ {0, 1, 2}. Para cada punto p ∈ R2 se tiene la carta coordenada
(Uϵ(p) ⊂ R2, Id) con el atlas suave definido por

AR2 = {(p, Uϵ(p)) : p ∈ R2}.

Por lo que la estructura suave de R2 esta dada por

(M,A) = (R2,AR2).

Ahora, de acuerdo con la definición 21 se define la familia F = {Lα}α∈I de subconjuntos
arconexos de R2 de la siguiente forma:

F := {Lα}α∈I , I = {p : p ∈ R2},
Lα := Lp = l0 + p,

α = p,

donde, l0 es la recta que pasa por 0 con pendiente m = tan(θ). Consideramos los
siguientes casos, para k = 1, en los que variaremos m:

1) Sea k = 1, m = tan(θ) = tan 0 = sin(0)
cos(0) = 0. Entonces,

Lα = L0 + p = {(R× {0}) + p}
= {(x, 0) + (p1, p2) : x ∈ R}
= {(x+ p1, p2) : x ∈ R}.

Por lo tanto, Lα ∩ Lβ = ∅, siempre que α ̸= β. Luego, se satisface la propiedad
F1 de la definición 21. Asimismo, la propiedad F2 de la definición 21 se verifica, es
decir, ⊔Lα = R2 ya que ∀q ∈ R2, si β = q, entonces q ∈ Lβ = L0 + q.

Para la propiedad F3 de la definición 21, consideramos

A = {(Uϵ(p), IdUϵ(p))},
{(Uλ, φλ)}λ∈Λ = {(Uλ, φλ) : λ = p ∈ R2,Λ = R2},

{L}α∈I = {Lα := L0 + q|q ∈ R2}, α = q; I = R2.
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Así, se tiene que:

φλ(Uλ ∩ Lα) = Idp(Uϵ(p) ∩ (L0 + q))

= Uϵ(p) ∩ (L0 + q).

Por lo tanto, cada componente conexa de φλ(Uλ ∩ Lα) es de la forma

{(p1, p2) ∈ φλ ∈ (Uλ) : p2 = c}, ver la figura 10.

Figura 10. Componente conexa de φλ(Uλ ∩ Lα).

2) Sea k = 1 y m = tan(θ), 0 < θ < π
2 . Elegimos θ ∈ (0, π2 ) fijo. Procedemos en

forma análoga al caso anterior. Entonces, la familia F de subconjuntos son de la
forma:

F = {Lα}α∈I

= {Lθ + q : q = α; α ∈ R2}, ver la figura 11(a).

Ahora, notemos que:

φλ(Uλ ∩ Lα) = Idp(Uϵ(p) ∩ (Lθ + q))

= Uϵ(p) ∩ (Lθ + q), ver la figura 11(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definición 21
debemos aplicar una función rotación Rθ, es decir,

R−1
θ ◦ φλ(Uλ ∩ Lα) = R−1

θ (Idp(Uϵ(p) ∩ (Lθ + q)))

= R−1
θ (Uϵ(p) ∩ (Lθ + q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma: {(p1, p2) ∈ φλ ∈ (Uλ) : p2 =

c}, ver la figura 11(c).
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Figura 11. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(θ), 0 < θ < π
2

.

3) Sea k = 1 y m = tan(θ). Elegimos θ = π
2 . Procedemos en forma análoga al casos

anteriores. Aquí, la familia F de subconjuntos es:

F = {Lα}α∈I

= {Lπ
2
+ q}q∈R2 , ver la figura 12(a).

Asimismo,

φλ(Uλ ∩ Lα) = Idp(Uϵ(p) ∩ (Lπ
2
+ q))

= Uϵ(p) ∩ (Lπ
2
+ q), ver la figura 12(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definición 21
debemos aplicar una función rotación Rπ

2
:

R−1
π
2

◦ φλ(Uλ ∩ Lα) = R−1
π
2
(Idp(Uϵ(p) ∩ (Lπ

2
+ q)))

= R−1
π
2
(Uϵ(p) ∩ (Lπ

2
+ q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma:

{(p1, p2) ∈ φλ(Uλ) : p2 = c}, ver la figura 12(c).
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Figura 12. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(θ) = π
2

.

4) Sea k = 1 y m = tan(θ), 0 < θ < π. Elegimos θ ∈ (0, π) fijo. En este caso la
familia de subconjuntos F es :

F = {Lα}α∈I

= {Lθ + q}q∈R2 , ver la figura 13(a).

Ahora bien,

φλ(Uλ ∩ Lα) = Idp(Uϵ(p) ∩ (Lθ + q))

= Uϵ(p) ∩ (Lθ + q), ver la figura 13(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definición 21
aplicamos una rotación Rθ:

R−1
θ ◦ φλ(Uλ ∩ Lα) = R−1

θ (Idp(Uϵ(p) ∩ (Lθ + q)))

= R−1
θ (Uϵ(p) ∩ (Lθ + q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma: {(p1, p2) ∈ φλ(Uλ) : p2 = c},
ver la figura 13(c).

Así, R2 tiene una foliación de codimensión 1 de clase Cr.
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Figura 13. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(θ), 0 < θ < π.

8.2. Foliaciones para Xa,b en el toro T2

En este apartado, se utilizarán los resultados obtenidos sobre las expresiones explícitas
de las curvas integrales, dadas por rectas11 en R2 proyectadas a el toro T2, lo que se
puede apreciar en la demostración del teorema establecido para el caso especial de campos
vectoriales constantes Xa,b, con a, b ∈ R.

Proposición 15. Dado un campo vectorial constante Xa,b como en el teorema 3 en el toro
T2, se tiene la existencia de una foliación Fa,b de codimensión 1.

Demostración. Dado un punto p ∈ T2, consideramos su curva integral definida en todo
R (este hecho se obtiene de que T2 es una variedad compacta cerrada), C(p) = {ϕ(t, p) :
t ∈ R}.

De forma explícita, de la demostración del teorema 3 se tiene que si (Up, φp) (con
φp(•) = (x(•), y(•)) o bien, φp = (x, y)) son coordenadas locales cerca de p, y (x0, y0)

las correspondientes para p, entonces la curva integral que pasa por p está dada por:

ϕ(t, (x0, y0)) = [(at+ x0, bt+ y0)] = [t(a, b) + (x0, y0)] ∈ T2.

11Recordamos que se distinguieron dos casos: i) cuando la recta en cuestión tiene pendiente racional, lo que da
curvas integrales periódicas; y las rectas con pendiente irracional, lo que da órbitas densas en el toro.
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Para construir una foliación como se afirma, con respecto a estas coordenadas loca-
les cerca de p, notamos que dichas curvas integrales son llevadas al plano como rectas
paralelas12 en R2, a decir, todas tienen la misma pendiente o dirección v := (a,b)

||(a,b)|| ∈ S1.

Por lo tanto, definamos las hojas de la foliación que estamos buscando como:

El conjunto de índices es Λ := R2;

Haciendo α := p, las hojas las definimos tales que si

Lα = Lp := {(x, y) : (x, y) = t(a, b) + (x0, y0), para algún t ∈ R},

entonces Lα := φ(Lp) = C(p), donde φ es el cubriente suave dado en A.3.

Entonces con respecto al abierto Uα ∋ p, si γ̃p(•) := φβ(ϕ(•, p)) se tiene que φα es
un difeomorfismo que cumple:

φβ(
⊔

p∈Uβ

Uβ ∩ C(p)) =
⊔

φβ(p)∈φβ(Uβ)

ϕ(Uβ) ∩ γ̃p; γ̃p(t) = φβ(ϕ(t, p)).

Por lo tanto, la carta foliada (ver la figura 14) alrededor de p es de la forma

(Uβ , φλ(p) = Rθ1 ◦ φβ(p)),

donde θ1 es un ángulo de rotación, y que depende de la dirección de las rectas, para que
éstas tengan un “acomodo horizontal”, lo cual lo cual coincide con las interpretaciones
geométrica y analítico-topológica realizadas en el ejemplo 5.

Así, tomando p arbitrario, y repitiendo el método anterior, se tiene que Fa,b := {C(p) :
p ∈ T2} es una 1-foliación con respecto al atlas AT2 = {(Uβ , φλ(p))}. Esto completa la
demostración.

Figura 14. Carta foliada para un punto dado p ∈ T2.

12Lo que es consistente con proposición 10 y la proposición 11.
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8.3. 1-foliaciones en una 2-variedad suave

En la subsección 8.2 se mostró que las curvas integrales de un campo no singular
constante en el toro T2 determinan una foliación de codimensión 1.

Ahora bien, en este apartado describiremos un método13 que consiste en que dada
una 2-variedad diferenciable y un campo vectorial no-singular en ella, se puede dar la
construcción de una foliación de codimensión 1, la cual estará determinada por las curvas
integrales de un campo vectorial no-singular, ver [Ta1992, p. 83] y cf. [C-N2013, p. 28,
Example 4].

SeaX un campo vectorial no-singular de clase14 Cr, r ≥ 1, definido en una 2-variedad
diferenciable M .

Definimos

FX := {Lα : α ∈ Λ} , (8)

donde para cada p ∈M , C(p) es una trayectoria de X que pasa por p; además, Λ :=M,

así que Lα := C(p) y α = p para cada p ∈M.

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 16. La familia FX es una foliación de codimensión 1 en M .

Demostración. Describimos a continuación un proceso de 4 pasos que permite obtener la
demostración deseada:

Paso 1: Se satisfacen las propiedades F1 y F2 de la definición 21. En efecto, del teorema
1 (de existencia y unicidad de curvas integrales) y del corolario 2, se tiene que las
curvas integrales tienen dominio todo R. Por lo tanto, de la proposición 14 (sobre la
conexidad de los conjuntos α-límite y ω-límite) se tiene que los Lα, considerados en
la definición de FX cumplen las propiedades deseadas.

Paso 2: Se construye un encaje (o encajamiento) Cr (o bien C∞) del intervalo [−1, 1]

(que es una 1-variedad con frontera) con imagen dentro de M . En efecto, se tiene el
siguiente resultado para el cual se puede consultar [Ta1992, pág. 84]:

Lema 5. Sea p ∈M. Entonces existe un encaje (o encajamiento) suave15

g : [−1, 1] −→M,

tal que g(0) = p. Más aún, para cada q ∈ Im g = g([−1, 1]) se tiene que la curva
integral ϕ(t, q) que pasa por q interseca a Im g transversalmente, ver la figura 15.

Paso 3: Para 0 < ε < 1, sea I := (−ε, ε)× (−1, 1). Entonces se tiene un encaje clase Cr

inducido por g, que está definido por:

13Dicho método será parte de la demostración de la proposición 16.
14Se incluyen los casos analítico e infinito diferenciable.
15Es decir, una inmersión que también es un encaje topológico, ver [Lee2013].
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Figura 15. Carta foliada (Uλ, ϕλ): n = 2, Mn = M, D = [−1− 1].

g̃ : I // M,

(t, x) � / g̃(t, x) := ϕ(t, g(x)).

(9)

Paso 4: Se verifica que la propiedad F3 en la definición 21 se cumple: es decir, vamos
a demostrar la existencia de un “atlas foliado”. En efecto, bajo las hipótesis de los
Pasos 1-3, tenemos que una carta foliada (Uλ, φλ) asociada al punto p está definida
de la siguiente manera: Definir Λ :=M, λ := p, y Uλ := g̃(I). Entonces,

φλ : Uλ → R× R, g̃(t, x) 7→ (t, x).

Por lo tanto, el atlas foliado que obtenemos es AM = {(Uλ, φλ) : λ ∈ λ}.

Nota 16. Consideremos a X un campo vectorial no-singular como antes. La información
relevante en la demostración anterior, es la que se obtiene de la compresión del push-
forward del encaje suave g : [−1, 1] −→ M. En efecto, dado un punto x0 ∈ [−1, 1], se
tiene que existe un abierto coordenado Jx0

⊂ [−1, 1] y Ug(x0) ⊂M que contienen a x0 y
g(x0) ∈M, respectivamente. Por otro lado, se tiene un mapeo G que relaciona los haces
tangentes correspondientes, lo cual se muestra en el siguiente diagrama:

Jx0

A(x0)
d
dx

∣∣
x0

��

g // Ug(x0)

X

��
T [−1, 1]

G // TM

;
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y más específicamente, en espacios tangentes:

{x0}

A(x0)
d
dx

∣∣
x0

��

g // {g(x0)}

Y

��
X

��

Tx0
Jx0

≃ (ιJx0
)∗

��

g∗,x0

// Tg(x0)Ug(x0)

≃
(
ιUg(x0)

)
∗

��
Tx0 [−1, 1]

g∗,x0

// Tg(x0)M
=

IdTg(x0)M

// Tg(x0)M

donde ιJx0
y ιUg(x0)

son las inclusiones correspondientes16. También Rang(g∗,x0) = 1, es
decir, g∗,x0

es un mapeo lineal inyectivo, de lo cual se tiene que Im g∗,x0
es un subespacio

vectorial de Tg(x0)Ug(x0) ≃ Tg(x0)M de dimensión 1.

Sea υg(x0) := g∗,x0(A(x0)
d
dx

∣∣
x0
) ∈ Tg(x0)M. Entonces, en la figura 16, se muestra la

curva integral ϕt(g(x0)) que pasa por g(x0) ∈M con vector tangenteXg(x0) ∈ Tg(x0)M.

Entonces, como Im g tiene intersección transversal con ϕt(g(x0)), se sigue que estos
vectores tangentes son linealmente independientes y por tanto forman una base para el
espacio tangente, es decir, Tg(x0)M = R⟨υg(x0), Xg(x0)⟩.

Figura 16. Xp transverso a Img en p = g(x) con x = x0.

8.4. Foliaciones en T2 vía el Teorema de Denjoy–Siegel

Los siguientes resultados son aplicaciones directas de la proposición 16 para M = T2.

16Los push-forwards correspondientes son isomorfismos lineales, de acuerdo con la proposición 6.
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Corolario 3. Suponer que X es un campo vectorial no-singular de clase Cr, r ≥ 1 en T2.
Entonces, la familia

F = {Trayectorias de X} = {C(p) : p ∈ T2} = {Lα : α ∈ Λ},

es una foliación de codimensión 1.

En el siguiente resultado, al campo vectorial se le impone una condición más fuerte
que antes, el ser de clase Cr, r ≥ 2. Notar en el corolario 3, que r puede ser 1, lo que dará
pauta a proporcionar un campo vectorial para el que no hay ni órbitas periódicas ni densas,
pero sin embargo si tiene una foliación asociada de dimensión 1, y será precisamente
usando el campo de Denjoy XD, como veremos en breve.

Corolario 4. Dado X como el Teorema 4 (de Denjoy–Siegel) (i.e. no singular y de clase
Cr, r ≥ 2), se tiene que

F = {C(p) : p ∈ T2}

define una foliación de codimensión 1 en T2.

9. Conclusiones

En este artículo, se estudió y analizó la dinámica de flujos para campos vectoriales
en un 2-toro. La teoría de 2-variedades diferenciables, permitió estudiar la noción y
caracterización de campos vectoriales no singulares, es decir, aquellos que no tienen
puntos de equilibrio, hipótesis importante para establecer los resultados principales, ver las
subsecciones 3.4 y 3.5.

El teorema 1 sobre la existencia y unicidad de curvas integrales definidas en todo R,
es decir, las trayectorias asociadas a un campo vectorial en una 2-variedad diferenciable
cerrada, lo cual, vía el teorema 2 y el corolario 2, se particularizó para campos vectoriales
no singulares en T2. Se mostraron algunos ejemplos, ver subsección 3.4; mas aún, en la
subsección 6.2, se analizaron campos vectoriales no singulares constantes, Xa,b, cuyas
curvas integrales son las proyecciones de rectas paralelas, con pendiente obtenida de
las componentes del campo Xa,b: el teorema 3, determina que son dos tipos de curvas
integrales, o bien puras órbitas periódicas, o bien, se tienen solamente órbitas densas en
T2. El teorema 4 es parte central de este trabajo en el que se muestran las condiciones
para garantizar una generalización del teorema 3 para campos vectoriales no singulares no
constantes y clase al menos C2 en T2.

Estos teoremas que describen las curvas integrales de los campos vectoriales no
singulares, permitieron formular resultados sobre la temática de foliaciones por curvas,
que se pueden apreciar tanto en las proposiciones 15 y 16, como en los Corolarios 4 y 3.

Como parte de la contribución en este trabajo, se tiene que las demostraciones y
conceptos sobre 2-variedades suaves, se ejemplificaron de forma concreta, realizando los
detalles puntualmente en cada demostración, haciéndolas lo más precisas posibles para el
caso del toro 2-dimensional.
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En general, muchas afirmaciones y conceptos no están en una sola referencia, ni en una
misma notación, lo que hace que nuestra tarea haya sido trabajar el material, de tal forma
que el desarrollo de los temas fuera paulatino, usando variadas referencias y poniendo
los resultados y definiciones en un mismo tenor. Es en este sentido que este artículo
se considera como una fuente de información de buen nivel y no trivial, para que los
lectores interesados en estas temáticas tengan acceso tangible a través de la presentación
comprensiva que se ha hecho.

Cabe destacar, que existen teorías más elaboradas y avanzadas, como se puede ver en
[C-N2013, Miller2002, Niv2001] sobre foliaciones en superficies, y que no necesariamente
provienen de campos vectoriales.
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A. Diferentes estructuras del 2-Toro

A.1. Estructura de 2-variedad

En este apartado se colectan algunos resultados conocidos sobre S1 y el toro 2-
dimensional, seguimos las ideas en [Lee2013].

A.1.1. S1 como una 1-variedad suave

En esta sección veamos que S1 es una 1-variedad topológica. Primero, observemos que
S1 es un espacio topológico con la topología relativa heredada de R2, esto es,

Trel
S1 = {B ∩ S1 : B ∈ TR2}.

Además, S1 es:

i) Hausdorff y segundo contable, ya que R2 es un espacio Hausdorff y segundo contable.

ii) Localmente euclidiano: Sean U±
i , i = 1, 2, los subconjuntos de S1 (ver la figura

A1), definidos como:

U+
i = {(x1, x2) ∈ S1 : xi > 0}, i = 1, 2,

U−
i = {(x1, x2) ∈ S1 : xi < 0}, i = 1, 2.

Notemos que
S1 = U+

1 ∪ U−
1 ∪ U+

2 ∪ U−
2 .
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Se tienen las funciones φ±
i , i = 1, 2, ver la figura A1, que son homeomorfismos:

φ±
1 : U±

1 −→ (−1, 1) ⊂ R, φ±
1 (x1, x2) = x2,

φ±
2 : U±

2 −→ (−1, 1) ⊂ R, φ±
2 (x1, x2) = x1.

Cuyas inversas son:(
φ±
1

)−1
: (−1, 1) −→ U±

1 ,
(
φ±
1

)−1
(y) =

(
±
√

1− |y|2, y
)
,(

φ±
2

)−1
: (−1, 1) −→ U±

2 ,
(
φ±
2

)−1
(y) =

(
y,±

√
1− |y|2

)
.

Figura A1. Cartas de S1.

Tenemos que AS1 = {(U±
i , φ

±
i ) : i = 1, 2} es un atlas para S1.

A.1.2. T2 = S1 × S1 como 2-variedad

La definición de una 2-variedad suave, es análoga a la definición 2.

En la subsección A.1.1 le dimos la topología relativa a S1, a decir Trel
S1 = {B ∩ S1 :

B ∈ TR2}. Por lo cual, la topología con la que consideramos al toro (T2) es la topología
producto, es decir,

TT2 = {B1 ×B2 : B1, B2 ∈ Trel
S1 }.

Por la proposición 1, dado que S1 es una 1-variedad suave, tenemos que T2 = S1 × S1 es
una 2-variedad suave.

Sea

Λ := {(+,−, i, j), (+,+, i, j), (−,+, i, j), (−,−, i, j) : i, j = 1, 2}.

Para α = (+,−, i, j) ∈ Λ, definimos:

Uα = U+
i × V −

j y φα := φ+
i × ψ−

j .

Análogamente definimos Uβ y φβ , para toda β ∈ Λ. Así, por la proposición 1, un atlas
suave de T2 está dado por: AT2 = {(Uα, φα) : α ∈ Λ}.
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A.2. T2 como espacio cociente y métrico

Usando [Ta1992], en este apartado definiremos una métrica en T2. Primeramente,
se tiene la relación de equivalencia definida como sigue: dados P = (x, y) y P ′ =

(x′, y′) dos puntos en el plano, decimos que P está relacionado con P ′, P ∼ P ′, si
(x− x′, y − y′) ∈ Z× Z.

Dado que ∼ es una relación de equivalencia, para un punto P , denotamos su clase por

[P ] := {P ′ ∈ R2 : P ′ ∼ P}, ∀P ∈ R2,

es decir, una clase [P ] = [(x, y)] es el conjunto de puntos en el plano de la forma
(x+m, y + n), con m,n ∈ Z.

Los puntos en el plano se descomponen en clases de equivalencias. En la figura A2 se
muestran las clases17 de [P (0, 0)], [Q(x, 0)], [R(0, y)] y [S(x, y)].

Figura A2. Clases del cero y otros puntos genéricos.

Definición A.1. El conjunto cociente del plano por la relación de equivalencia ∼ es un
toro, denotado por T := R2/ ∼, ver la figura A3.

Ahora bien, podemos considerar el siguiente cuadrado ABCD con vértices en A(0, 1),
B(0, 0), C(1, 0) y D(1, 1). Para un punto arbitrario P = (x, y) en el plano elegimos
números enteros m,n tal que 0 ≤ x−m ≤ 1, 0 ≤ y − n ≤ 1, (x−m, y − n) está en el
cuadrado ABCD y satisface que

P = (x, y) ∼ Q = (x−m, y − n).

17En este apartado, usaremos la notación no estándar P (x, y) para referirnos al punto P con coordenadas (x, y),
lo que permitirá mejorar la comprensión de las ideas mostradas en las imágenes.
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Figura A3. Toro T2 = S1 × S1 ∼= R2/ ∼.

Por lo tanto, si pegamos el lado AB con el lado DC y el lado AD con el lado BC, de
acuerdo con la relación de equivalencia el resultado nos dará un toro. Uno puede pensar en
el toro como el resultado de identificar los círculos finales del cilindro, ver la figura A4.

Figura A4. El toro como espacio cociente topológico.

Definición A.2. Sean p = [P ] y p′ = [P ′]. Definimos la distancia de P a P ′ como18

ρ̃(p, p′) = mı́n
Q∈[P ]=p

Q′∈[P ′]=p′

ρ(Q,Q′).

Con la distancia ρ̃, el toro T resulta ser un espacio métrico.

18Aquí ρ(Q,Q′) denota la distancias euclidiana en el plano.
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A.3. Superficie parametrizada por un cubriente suave

En este apartado haciendo uso de [Pa-De M2012, pág. 12, Example 2] y [Bu-Gi2005,
pág. 13, Example 1.3.3], describimos al toro como una superficie parametrizada ST , la
cual es la imagen del mapeo

φ : R2 −→ ST ⊂ R3

definido por

φ(u, v) = ((2 + cos(2πv)) cos(2πu), (2 + cos(2πv)) sin(2πu), sin(2πv)).

Se tiene que φ es un difeomorfismo local (de hecho es un cubriente suave).

Observamos que φ(u, v) = φ(u1, v1) si y solo si (u, v) − (u1, v1) = (u − u1, v −
v1) ∈ Z2. Por lo tanto, si tomamos [(u, v)] ∈ [0,1]×[0,1]

Z2 = R2/Z2 = R2/ ∼, tal que
[(0, 0)] ̸= [(u, v)]. Entonces existe un único (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] tal que

π((x, y)) = [(u, v)],

donde π es el mapeo cociente π : R2 → R2/Z2 = R2/ ∼ . Esto permite definir una
aplicación (de conjuntos)

Φ : R2/Z2 → ST , Φ([(u, v)]) := φ(x, y).

Lema A.1. Φ([u, v]) = Φ([(u1, v1)]) si [(u, v)] = [(u1, v1)].

A.4. Estructura diferencial en ST vía φ

Usando el hecho de que φ es un cubriente suave, definiremos en ST un atlas de la
siguiente manera.

Sea J = [0, 1]. Se tiene que φ : J × J −→ ST se convierte en una parametrización
de ST . Entonces, dado Q ∈ ST , existe un abierto VQ ⊂ ST tal que el mapeo restricción
φVQ

: W := φ(VQ) → VQ, es un difeomorfismo. Entonces, variando el punto Q en ST
como conjunto de índices, se tiene el siguiente atlas

AST
= {(VQ, ψQ) : Q ∈ ST } ,

donde los mapeos de coordenadas son ψQ := (φQ)
−1
, los cuales denotaremos simple-

mente como (u, v) = ψQ.

Lema A.2. Como variedades suaves ST y T2 son difeomorfos.

Usando Φ se puede dar a R2/Z2 = R2/ ∼ la estructura de variedad suave, usando la
de S1 × S1 o equivalentemente la de ST .
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