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RESUMEN. En este manuscrito expositivo, se estudia la teoria bdsica de 2-variedades
suaves y su aplicacion para comprender el Teorema de Denjoy—Siegel en el toro 2-
dimensional T?. Este resultado establece que las curvas integrales asociadas a un campo
vectorial no-singular X de clase C", r > 2, pueden ser algunas periddicas o bien
todas ergddicas. Asimismo, se aborda la teorfa bdsica de foliaciones por curvas, y
derivado del andlisis de dicho teorema, se obtiene un ejemplo del concepto de foliacién
de codimension 1, donde las hojas son dadas por las curvas integrales correspondientes
al campo X.
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corresponding to X.
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1. Introduccion

El estudio de sistemas dindmicos continuos asociados con las soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO), usa un enfoque geométrico y provee métodos matematicos
analiticos que facilitan la descripcion cualitativa de soluciones a sistemas de EDO que
modelan problemas de interés en variadas dreas de la ciencia como son la ecologia, la
biologia y la fisica, por mencionar algunas, ver [Kul998].

Ahora bien, para fortalecer estas aplicaciones en las que los métodos matemadticos son
mds factibles, es importante analizar enfoques puramente abstractos, cuya comprension esta
basada en nociones geométricas que involucran topologia diferencial y sistemas dindmicos
continuos, con un enfoque moderno, dado por flujos asociados a campos vectoriales suaves
que estin definidos sobre variedades diferenciables, ver [Bu-Gi2005]. En este sentido, se
pueden estudiar ciertos teoremas importantes que yacen en el corazén de teorias unificadas
muy elaboradas, cuya comprension requiere de madurez matematica para abordarlas. Tal
es el caso de la teorfa de foliaciones y su relacién con sistemas dindmicos en variedades,
ver por ejemplo [Ta1992], [C-N2013] y [Niv2001].

Por otra parte, foliar un espacio es uno de los conceptos primordiales en geometria
moderna y topologia, y que se enmarca en el contexto de la teoria de foliaciones. El origen
de esta teoria se atribuye a Ch. Ehresmann y G. Reeb motivados por H. Poincaré, A. M.
Lyapunov y G. D. Birkhoff, quienes promovian un enfoque geométrico para el andlisis de
ecuaciones diferenciales.

El desarrollo contemporaneo de esta teoria es atribuido a muchos matematicos destaca-
dos y permite un enfoque tratable que consiste en precisar dicha teoria en superficies, lo
que es de interés para expertos y principiantes en diferentes dreas de la mateméatica, como
son: geometria y topologia; teoria ergédica; sistemas dindmicos; y geometria-topologia
con un enfoque diferencial, ver [Niv2001]. Ahora bien, P. Painlevé propicio el enfoque de
la teorfa geométrica de foliaciones con el fin de comprender problemas relacionados con
el estudio de soluciones a ecuaciones diferenciales holomorfas en el plano complejo, ver
[C-N2013].

Motivados por estos trabajos y su vasta literatura, en el presente manuscrito se abordara
un problema sobre el estudio de flujos asociados a campos vectoriales suaves no singulares
que estdn definidos en un dos toro como superficie diferenciable, y se analizara su relacién
con la nocién de foliacién por curvas. Concretamente, usando esencialmente el texto
[Ta1992] se estudiard el Teorema de Denjoy—Siegel. Es importante mencionar que a través
de las curvas integrales de un campo vectorial no-singular X, se puede construir una
1-foliacién en T2, lo cual es uno de los objetivos principales de este trabajo. Finalmente,
hacemos notar que el presente manuscrito estd basado en el trabajo de tesis, de la primera
autora, de Maestria en Ciencias Matematicas en la DACB-UJAT, ver [MA2025].

2. Preliminares

En esta seccidn se establecerdn algunos conceptos y resultados bdsicos de la teoria
de variedades diferenciables que se requieren para este trabajo, para lo que se usaran los
textos [Pa-De M2012, Bu-Gi2005, Lee2013].
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2.1. Estructura diferenciable en variedades

En este apartado se define la estructura de variedad suave para un espacio topoldgico M,
para lo cual partiremos de la hipétesis de que M es una variedad topoldgica de dimensién
n. En efecto, comenzamos con la siguiente definicion.

Definicion 1. Sea M un espacio topoldgico. Diremos que M es una variedad topolégica
de dimensién n o (n-variedad topoldgica), si cumple las siguientes propiedades:

1. M es un espacio Hausdorff: es decir, para cada par de puntos p,q € M, existen
subconjuntos abiertos disjuntos U,V C M talquep € Uyq e V.
2. M es segundo contable: existe una base contable para la topologia de M.

3. M es localmente euclidiana de dimension n: para cada punto de p € M, existen
abiertos U C M,V C R", y un homeomorfismo o : U — V, conp € U.

Nos vamos a referir a los homeomorfismos ¢ : U — V como cartas coordenadas o
simplemente cartas, lo que denotamos por (U, ¢).

Nota 1.

e Sip(p) =0 € R", diremos que (U, @) es una carta centrada en p.
o U representa el abierto coordenado o entorno coordenado.

o o esllamada funcion de coordenadas:p € U C M — ¢(p) = (z1(p), ..., zn(p)) €
V' C R™. Es decir, omitiendo el punto p, p = (x1,...,%y).

A un conjunto de cartas coordenadas {(Uy, ¥0)tacr en M, tal que M = |J U, le
acl
Ilamaremos un atlas de M y se denotara por A ;.
Ahora bien, sea M una n-variedad topoldgica. Si (U, ¢), (V1) son dos cartas tales
que U NV # (), entonces la funcién composicién ¢ o =1 : o(UNV) = p(UNV)es
llamada funcion transicion de ¢ a 1.

Definicion 2. 1. Dos cartas (U, @) y (V,1)) de M son suavemente compatibles, si
UNV =0, o bien, la funcién transicion 1 o o~ es un difeomorfismo.
2. Un atlas Ay es suave, si todas las cartas de Ay son suavemente compatibles entre
A
3. Un atlas A ; es maximal, si no estd contenido estrictamente en ningiin otro atlas
suave A’y ;.

4. Una estructura suave en M es un atlas suave maximal.

5. M es una variedad suave si tiene una estructura suave.

Nota 2. De aqui en adelante, pondremos “suave”, sin perder generalidad, ya que los
resultados que veremos mds adelante son vdlidos para el caso de funciones o mapeos de
clase C", lo que incluye el caso analitico e infinito diferenciable, es decir, clase C* y C*°,
respectivamente; ver [Tal992]. Por esta razon, de aqui en adelante, solo definiremos y
enunciaremos los resultados en términos de la palabra “suave”, y cuando sea necesario
aclararemos el valor explicito de r.
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Por lo tanto, un par (M, A) (o también se puede usar el simbolo A ;) es una estructura
suave en M, si M es una n-variedad topoldgica y A es una estructura suave en M.

Lema 1. Sea M una variedad topologica:

1. Cada atlas suave para M estd contenido en un vnico atlas suave maximal.

2. Dos atlas suaves para M determinan el mismo atlas suave maximal si y solo si su
union disjunta es un atlas suave.

A continuacién, enunciaremos el siguiente resultado que establece un procedimiento
para construir una variedad suave, el cual puede ser consultado en [Lee2013].

Lema 2 (Construccion de variedades suaves). Sea M un conjunto y supongamos que
se tiene una coleccion {Uy, } oy de subconjuntos de M, junto con una funcion inyectiva
Yo : Uy — R" para cada o en el conjunto de indices J, tal que se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. Para cada a, p,(Uy) es subconjunto abierto de R™.

2. Paracada 'y B, po(Us NUB) y wa(Us NUg) son abiertos en R™.
3. 8SiUy, NUg # 0, entonces se tiene que

Pa © @El 1 p(Ua NUg) — pa(Ua NUp),

es difeomorfismo.
4. Una cantidad numerable de conjuntos U,, cubren a M.
5. Siempre que p y q son puntos distintos en M se tiene que:

® 0 bien, existe Uy, tal que p,q € Uy,
e 0 bien, existen U,, Ug, disjuntos conp € Uy y q € Ug.

Entonces M tiene una tinica estructura suave tal que cada par (Uy, @) es una carta
suave.

Proposicion 1 ([Lee2013], pag. 20). Sean M una m-variedad suave y N una n-variedad
suave. Entonces, el producto cartesiano M x N es una (m + n)-variedad suave, con
cartas coordenadas suaves dadas por:

(U xV,ox1),

donde (U, p) es cartade M y (V, 1) es carta de N.

2.2. Funciones y mapeos suaves

Usando una estructura suave en una variedad M, definiremos la nocién de funcién y
mapeo suave, las cuales dependerdn de las estructuras suaves de los dominios y rangos
correspondientes.
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Definicién 3. Sea M una n-variedad suave, una funcion f : M —s RF es llamada suave
si para cada p € M existe una carta (U, ) para M cuyo dominio contiene a py tal que la
funcién composicion f = f o1 es suave sobre el subconjunto abierto V= p(U) C R".

Nota 3. f denota la representacion coordenada de f en U.

La definicién de funciones suaves claramente se generaliza para mapeos entre varieda-
des suaves.

Definicion 4. Sean M, N variedades suavesy F' : M — N cualquier mapeo. Diremos
que F' es un mapeo suave, si para cada p € M existen cartas suaves (U, ) que contiene
apy (V,¢) que contiene a F(p) tales que F(U) C V y el mapeo de composicion
F=v¢oFo o~ 1 es suave.

Nota 4. La definicion anterior expresa que F es diferenciable en p, siy solo si Floesen
©(p), para cada par de cartas suaves (U, @) y (V,4), de M y N, respectivamente, tales
quepe Uy F(p) eV.

Lema 3. Cada funcion suave entre variedades suaves es continua.

2.2.1. Nocion de cubriente suave

En este apartado vamos a definir lo que es un cubriente suave, asi como también
mostraremos un resultado de sus propiedades, lo cual puede ser consultado en [Lee2013].

Definicion 5. Un difeomorfismo F : M — N es una funcion diferenciable entre
variedades suaves y biyectiva con inversa suave.

Afirmacién 1. Dada una carta suave (U, ¢), el mapeo de coordenadas ¢ : U — p(U)
es un difeomorfismo entre variedades suaves.

Definicion 6. Sea F': M — N un mapeo suave entre variedades suaves. Decimos que
F' es difeomorfismo local, si para cada punto p € M, existe un abierto U C M con
p € U, tal que F(U) es un conjunto abierto y la restriccion

es un difeomorfismo.

Definicion 7. Sea 7w : E — B un mapeo continuo y sobreyectivo entre variedades suaves.
Decimos que 7 es un cubriente (o aplicacion recubridora) suave, si para cada p € B
existe V. C B abierto, con p € V, tal que:

7T_1(V) = U Ve,

a€A

donde para cada o € A, V,, es un conjunto abierto y la restriccion w|y,, : Vo, — V es
un difeomorfismo.

Definicion 8. Sean 7w : M — M un cubriente suave y M variedad suave. Diremos que:
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1. Una seccién p : M — M es un mapeo continuo tal que 7 o ju = Id .

2. Una seccién local i : U —s M sobre U, es un mapeo continuo definido sobre algiin
conjunto abierto U C M tal que o p = Idy.

Proposicion 2 (Propiedades de cubrientes suaves).
1. Cualquier cubriente suave es un difeomorfismo local y un mapeo abierto.

2. Un mapeo cubriente suave inyectivo es un difeomorfismo.

3. Un mapeo cubriente topolégico es un cubriente suave si'y solo si es un difeomorfismo
local.

2.3. Vectores tangentes geométricos en R"

Definicion 9. Sea p € R"™. Definamos el espacio tangente geométrico en el punto p € R™,
de la siguiente manera: R}, = {p} x R™. Los elementos de R} los denotaremos por: vy,

(p,v) 0 v|p.
Por definicién, se puede probar directamente el siguiente resultado.
Proposicion 3. EI conjunto R} es un R-espacio vectorial bajo las siguientes operaciones:
i) vp+ v, = (V)
ii) av, = (av),.
iti) La transformacion lineal T': Rj) — R™, v, = v es un isomorfismo.

Nota 5. Dado que R" es un espacio vectorial de dimension finita con base candnica
{e;:i=1,...,n}, T~ esisomorfismo y T~'(e;) = (p, e;), entonces una base para Ry
es entonces Ry} es un espacio vectorial que tiene como base:

{(p,61),(p,62),--.,(p,en)}-

Por otro lado,

R"xR"= | | {p} xR" = | | R}.
peR” peR”

Supongamos que p # p', entonces (p,v) # (p',v), para todo v € R™. Por lo tanto,
Ry NR7, = 0, siempre que p # p'.
A continuacién, usamos la nocién de derivada direccional de funciones para determi-

nar una clase especial de derivaciones en R™ .

Definicién 10. Sea D, |, : C*°(R") — R el mapeo que toma la derivada direccional en
la direccion de v en p:

Dylpf = Duf(p) = (V(p),v).

De esta definicion, se tiene directamente el siguiente lema.
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Lema 4. Se tiene que D,,|, : C*°(R™) — R es lineal y cumple con la regla del producto:
Dolp(fg) = f(P)Dulp(9) + 9(p) Dulp(f)-

Ahora, definamos una derivacién en un punto p.

Definicion 11. 1. Sea p € R", un mapeo lineal X := D,|, : C*(R") — Res
llamado una derivacion en p si satisface la regla del producto:

X(fg) = f(p)Xg+gp)X/.
2. El tangente de R™ en p, denotado por T,(R™), se define como el conjunto
T,(R™) = {X|X es una derivacién en p}.
Nota 6. (T,,(R™),+,-) es un espacio vectorial, con respecto a las operaciones:
o(X+Y):C®[R") - R
[ X)) +Y ()
o(c: X):C*[R") - R
feX(f).

Proposicién 4. Para cualquier punto p € R™, el mapeo v, — D, es un isomorfismo de
R} sobre T, (R™).

Corolario 1. Para cualquier p € R™, el conjunto {8%1

.,%‘p}, donde

P
9 of

| - O®(R™ R M
8$j P ¢ ( ) - f ~ ﬁxj (p)7

es una R-base para T,(R™) como espacio vectorial.

Notamos que como R-espacio vectorial, T,R™ tiene dimension n. Mds adelante se
usard este hecho para inducir una descripcion en coordenadas del espacio tangente a una
variedad abstracta M (ver la subseccion 3.1).

2.4. Derivadas de mapeos suaves entre variedades

A continuacién, definimos de forma abstracta la nocién de vector tangente en el sentido
de derivaciones.

Definicion 12. Sea M una variedad diferenciable (de clase C")y p € M. Un vector
tangente X,, en p es un mapeo lineal X,, : C" (M) — R que satisface ser una derivacion,
es decir, cumple la regla del producto: X,,(fg) = f(p)X,(9) + 9(p) X, (f), para cada
f,g€e C™(M).

Nota 7. El conjunto de vectores tangentes X,, serd denotado por T, M.
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Una vez que ya hemos precisado la nocién de variedades suaves, y vectores tangentes
de forma abstracta, veremos algunos resultados sobre la nocién de derivada (“pushforward”
en inglés) de un mapeo suave (o de clase C").

Definicion 13. Sean M, N variedades suaves y F' : M — N un mapeo suave. Para
cada p € M definamos el mapeo Fyp : TyM — Tp,) N, llamado el pushforward
asociado con F mediante

(FepX)(f) =Y (f) = X(fo F).

Se puede demostrar que efectivamente Y € T'r(,) N.

Proposicion 5 (Propiedades del pushforward). Sean F : M — NyG : N — P
mapeos suaves y sea p € M

a) Fi: TyM — Tp,) N es lineal.

b) (GoF),=G.oF,:T,M — Tgpp) P

¢) (Idar)s = Idg s : Ty M — T, M.

d) Si F es un difeomorfismo, entonces Fy : TyM — Tr,)N es un isomorfismo.

Proposicion 6. Sean M una variedad suave, U C M un abierto e i : U — M la funcion
inclusion. Para cualquier p € U, i, : T,U — T, M es un isomorfismo lineal.

3. Nocién de campos vectoriales en el 2-toro T2

En este apartado, se define un campo vectorial como una seccion del haz tangente a
una variedad. Se precisara este material usando [Lee2013].

3.1. Descripcién de una base para 7, M/

Describiremos una base de 7}, M, usando los resultados y notacién presentados pre-
viamente (ver el corolario 1), a través de la base dada para los espacios tangentes
T.R", x € R™. De forma precisa, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 7 (Base para los espacios tangentes a una variedad). Sea M una n-variedad
variedad suave (de clase C") con una estructura suave dada por el atlas A ;. Entonces:

» Para cada p € M, se tiene que el R-espacio vectorial de derivaciones T, M es de
dimension finita n.

» Mds aiin, por cada carta suave (U, ¢o) € A, se tiene una base vilp, ..., vnlp
para T, M, la cual depende de dicha carta.

Demostracion. La idea central estd en el uso adecuado de la estructura suave que se esté
considerando. Veamos, sea M una n-variedad suave (de clase C") con una estructura
suave dada por el atlas A ;. Entonces, dado p € M, existe una carta (U,, 9o ) € Aps con
p € U, y donde por definicién, ¢, : Uy C M — V C R"™ es un difeomorfismo entre
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variedades suaves, ya que U es un subconjunto abierto de A/ y V' un subconjunto abierto
de R™. Sea ! el difeomorfismo inverso de ,, € i, €l mapeo inclusién de U, en M. Sea
(21,...,%n) = pq las coordenadas alrededor de p. Entonces, cada z;: U, — R es una
funcidn suave (de clase C™). Ahora bien, sean p := ¢, (p), y consideramos la composicién
de mapeos:

oot

V —>U, —>> M.
Por lo tanto, de los incisos a) y b) de la proposicion 5, se tiene una composicion (a nivel de
pushforward) de transformaciones lineales:

Ly: T,V —2> T U, —225 T, M,

donde L = ((p;l) Ly = (Za)* y L3 =LsolL;.

)

Por el inciso d) de la proposicién 6, se sigue que L; es un isomorfismo lineal, y por
incisos b) y ¢), aplicados a ¢, y su inversa, se tiene que L; = (ap;l)* = ((pa)s) L.
Similarmente, por la proposicion 6 se sigue que Lo es un isomorfismo lineal. Entonces, se
sigue que L3 es un isomorfismo lineal de espacios vectoriales. Asimismo, de la proposicién
6, se tiene que, por la inclusién iy : V' — R"™, existe un isomorfismo lineal Ly :=
(zv) : TpR™ ~ T V. Por lo tanto, definimos el isomorfismo lineal L := L3 o L4, de tal
forma que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

.V —2 T,
L4 L2
L

T,R" — X > T M

Entonces, definimos v;|, = L(i’ﬁ), donde cada % ; son los elementos de una
‘] . J .

base dada como en el corolario 1. Como L es un isomorfismo lineal, esto completa la

demostracion. O

Nota 8. De acuerdo con la demostracion de la proposicion 7, el mapeo L = (i)« ©
((p(;l) . o (iy); ! es obtenido de mapeos inclusion, y por tanto podemos hacer una con-
vencion, al introducir el siguiente abuso en notacion:

0

0 1
N o= - — ,=1,2,...,n.
UJ|P ox; ‘p (QOO/ )*717 (axl wa(p)> ) L sy 4y y

Es decir, identificamos el espacio tangente con el espacio R-generado linealmente por los
vectores coordenados:
e=1,... 7n> .

0
Ox; lp

ToM = ]R<
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3.2. Representacion coordenada de push-forwards

La nota 8 nos ayuda a dar un resultado practico para comprender, en términos matricia-
les, el push-forward de un mapeo suave entre variedades suaves.

En efecto, sean F' : M — N un mapeo suave entre variedades suaves (clase C"),
p € My F(p) € N. Consideramos dos cartas suaves (U, ) en M y (V,1)) en N tales
que (p, F'(p)) € U x V. Por lo tanto, se tiene la representacion coordenada:

ﬁ::@/;oFocpfls@(UﬂF*l(V))Hw(V)' (1)

De lo cual se tiene que F, = ¥, o F, o ;1 donde por proposicién 6 y el inciso d) en la
proposicion 5 se tiene que 1, y ¢, 1 son isomorfismos lineales.

Por lo tanto, denotamos por ¢ = (z1,...,%m) Y ¥ = (Y1,-..,Yn), las coordenadas
locales en M y N; aqui, m = dim M y n = dim NV, son las dimensiones como variedades
suaves, de M y N, respectivamente. Entonces, usando la nota 8, consideramos las bases
correspondientes para los espacios tangentes:

0 0
T,.M =R i=1,... T M=R({— 9 =1,... .
p <8I1 » ? ) 7m> y F(p) <ayj F(p) J ) ,TL>
Definimos
0 0
By = i=1,... By =1 — j=1,... .
M {81‘1 » 1 5 am} Yy ON {8y] Fp) ] ) ,TL}

Finalmente, es asi que tenemos el siguiente resultado cuyos detalles de la demostracién
pueden ser consultados en [Lee2013, pag. 71].

Proposicion 8 (Representacion coordenada del pushforward). Dado un vector tangente
X, € T,M, suimagen bajo £ := F, , estd dada por:

[L(Xp)]BN = A([XplB )

Aqui, la matriz A es

OF) [ OF) (=
@) - (D)

A= :
Bﬁl pon aﬁn o
aTl(p) m(P) nxm

3.3. Haz tangente en el 2-toro T?

Primeramente, podemos considerar el haz tangente de una 2-variedad M como la unién
disjunta
T™ = | | T,M.
peM
De hecho, se tiene una definiciéon mds precisa que puede ser consultada en [Lee2013, pag.
81]. En efecto, la estructura que serd mds adelante Titil en la definicién de campo vectorial,
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es que 1T'M puede ser dotado de una estructura diferenciable de clase C"'; comenzamos
por definir la funcién proyeccién canénica

II:TM — M, X, — p,

donde X, € T,,M, para cada p € M. Para que exista un atlas en 7'M, se puede usar un
método de construccién dado en el siguiente resultado para el caso especial de 2-variedades,
ver lema 2 y cf. [Lee2013, lemma 4.1]:

Proposicion 9. Para una 2-variedad M suave (de clase C") con atlas Ay se tiene:

i) una topologia natural Ty y

ii) un atlas Aryr suave (de clase C"),

tales que T'M es una variedad diferenciable (o bien de clase C") 4-dimensional. Mds aiin,
con respecto a las estructuras Aryr y A, la proyeccion I1: TM — M es un mapeo
suave (de clase C").

Demostracion. Daremos una idea de la demostracion. El punto importante en esta prueba
es usar el lema 2 de construccion de variedades suaves (de clase C"). El primer paso
es proponer los candidatos para ser las cartas coordenadas en Apy : dada (U,, ¢s) €
At = {(Ua,pa) : @ € A}, consideramos U, := II"*(U,) C TM. Por conveniencia,
sea ¢, (p) = (z,y), p € U,. Entonces, se define un mapeo

Bo: Uy — R? x R,
tal que para cada v, = a(z, y){%|p + b(z, y)aiyh,, se tiene que

Pa (vp) = (2,9, alx, y), b(x, y))-

Notamos que Im @, = ¢, (Uy) % R?, €l cual es un conjunto abierto de R? x R? = R*,
ya que ¢, es un difeomorfismo. Mds atin, ¢, es una biyeccidn sobre su imagen, ya que su
inverso estd dado por:

0
+w—

- 0
va(Us) X R? > (x,y,v,w) — @El(x,ym,w) = v— 3
q Yy

o 2

’
q

donde ¢ = ¢3! (z,y) € Uy = II"'(U,,). Por lo tanto, se tiene la coleccion { (Us, ) Foca
que satisface las hipétesis en lema 2, y determina el atlas Arj;. La topologia que se men-
ciona en el inciso i), se consigue tomando como base de ella a la coleccion {ﬁa }a A
Finalmente, se tiene que II es suave ya que su representacion coordenada

II=pgollog,' =ppop,’,

pero g o ¢, ! es un difeomorfismo, ya que las cartas (Us, o), (Up, p5) € Anr son
cartas suavemente compatibles; en el particular g o ¢! es suave (de clase C). Esto
completa la demostracion. O
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Por la proposicion 9, dada una estructura suave (clase C") para M, con respecto a un
atlas Ay, se tiene una estructura suave (clase C") para T'M, dada por un atlas A p,. Con
respecto a dichos atlas Ay y Arar, respectivamente, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 14. Sea M una 2-variedad suave (de clase C"). Un campo vectorial de clase
C" en M es una seccion de la proyeccion canonica Il : TM — M, es decir, una funcion
X : M — TM suave (de clase C") tal que I1 o X = Id .

Nota 9. A la coleccion de campos vectoriales de clase C" en una variedad suave M, se
le denotard por X" (M). Cabe destacar que un campo vectorial se puede describir en
coordenadas locales: En efecto, dadop € M y X, = X(p) € TM, podemos considerar
cartas coordenadas' (Ug,pp) y I7Y(Uy,), po) para M y T M, respectivamente, con
p € Ugy X, € I7Y(U,). La representacion coordenada de un campo vectorial X :
M — TM estd dada de la siguiente manera:

X =FaoXopsl.
Es decir, si (x,y) = vp(q), ¢ € Uy
Pa (Xg) = (x,y,a(z,y),b(z,y)) € R? x R?, X, € II"(Up),
entonces
X =@aoXops (z,y) = Ba (Xy) = (x,y,a(x,9), b(,7)),

de donde, el vector de coordenadas lineales es [ X] = [X] = (a(z,y), b(z,y)) € R%. Otro
abuso en notacion que se usa comiinmente es: En coordenadas locales, X = aa% + ba%,
con a,b € C"(Upg), lo que significa que si (Ug,pp) € Arz2,y pa(q) = (x,y) son las

coordenadas para cada q € U C T?, entonces:

0 0
X: Q'—>Xq = O/(.’E,y)i +b($,y)

Oz Ay’ )

3.4. Nocién de campo vectorial en T?

En este apartado, se definird de forma explicita, el espacio tangente para cada punto en
el 2-toro: T, T2, p € T? y el haz tangente 7'(T?). Consideremos la notacion y resultados
como antes, y el apéndice A.1.2. Sea M = T y sea p € T. Entonces existe una carta
(Us = Uii X Uji, Do = gaii X goji) Dado p = (p1,p2) € U x Uji, tenemos coordenadas
locales

va(p) = (¢ (P1): 27 (p2)) = (@(p1), y(p2)).

Sin perder generalidad, podemos usar la notacién ¢, = (z,y).

Ver (2) en la demostracién de la proposicién 9.
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Ahora bien, por la nota 8, tenemos que

91 _ (-1 9 o1 _ 1 9
22 l, = (o )ep (ax“"“@)) y ay‘p = (g )xp <ay

Entonces P 5
LT =R{ | , 2| },
P <5£C p Oy p>

: 2 _ 9 )
es decir, para todo v, € T, T*, v, = a%|p + baT/ ,cona, beR.

Pa (p)> '

Notamos que de la proposicién 4, dado p € T? con coordenadas (z, %), se tiene que
T2,y (R?) es un R-espacio vectorial. Mds atin, se tiene que RY, = T(, ,)(R?) como

z,y) z,y)
R-espacios vectoriales.

Por otra parte, dado que, para todo p € T existe una carta coordenada suave (W, ¢, )
tal que p € Wy y 0o (Wy) =~ W, C R?, entonces por la demostracién de proposicién 7 y
la nota 9, se tienen isomorfismos canénicos dependientes de esta carta coordenada, tales
que:

2 F = 2 2
Tp(T?) = TyWeo = Ty Wa = TppyWa = Ty R ~ Rso(p)'

Nota 10. Es importante establecer que en coordenadas locales, y como consecuencia de
lo realizado en la nota 9 en (3), los campos vectoriales suaves (o clase C") X € X"(T?),
son tales que todo valor que toma X en un punto p, X,, € T,T? se corresponde con
un elemento vy, € T¢(p)R2 Y, a su vez, Xy, se corresponde con un elemento en
coordenadas lineales [X y(,)] = v = (a,b) € R?.

3.5. Caracterizacién de campos vectoriales en T?

Mis adelante, vamos a dar ejemplos de campos vectoriales en el toro T2. Para esto,
son necesarios algunos resultados o hechos importantes que nos harén falta, en los que
hacemos uso del “push-forward”, y que pueden consultarse en [Pa-De M2012].

Sea ¢ : R? — 87 ~ R%/Z? ~ T? la parametrizacién como en el apéndice A.3.
Entonces, ¢ es un cubriente suave de tal forma que localmente, su derivada dy, es un
isomorfismo para cada p € R2. Por lo tanto, se tiene el siguiente método para determinar
campos vectoriales en T?, y caracterizarlos en términos de campos vectoriales definidos
sobre el plano.

Proposicién 10. Usando ¢ : R? — T? se tiene que:

i) Si X € X"(R?), entonces Y = p. X € X"(T?).

ii) SiY € X"(T?), entonces X = p*Y € X"(R?). Aqui, p*Y es el campo vectorial
pull-back definido tal que

X =@"Y siysolosi Y(q) = (¢s.q)” Xp(q), V.
Mais atin, podemos utilizar los resultados de la proposicién 10 para establecer el

siguiente resultado—definicion, el cual es préctico y elegante, y que podemos encontrar en
[Pa-De M2012] (cf. [Siegel1945, Sternberg1957]).
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Proposicion 11. Un campo vectorial Y : R? — T(R?) de clase C", determina un campo
vectorial en el toro*, X =: T? — T(T?), X (p) = (p, [Y]x-1(p)) si y solo si se satisface
que

Y+ ky+1)=Y(x,y),

para cada (x,y) € R? y cada (k,l) € Z*.

4. Sistemas dinamicos continuos no singulares

En esta seccién, se presentan algunos conceptos y resultados bdsicos para compren-
der el flujo asociado a un campo vectorial en una 2-variedad suave (o de clase C"), y
posteriormente su aplicacién para campos vectoriales no singulares en T?2.

4.1. Sistema de EDOs asociado a un campo vectorial

Para el material contenido en esta parte, usaremos los textos [Ta1992], [Bu-Gi2005] y
[Lee2013]. Vamos a comenzar definiendo conceptos bdsicos que generalizan los conocidos
para EDO en un espacio euclidiano. Nuestro interés es trabajar con el 2-toro, por lo que
nos restringiremos a 2-variedades suaves (o de clase C"). Por lo tanto, en lo subsecuente,
a menos que se indique lo contrario, todas las variedades son dos dimensionales, solo se
especificard su clase C" correspondiente.

Definicion 15. Sea M una 2-variedad suave (o clase C” ). Un flujo en M, es una funcion

continua
¢: Rx M — M,

que satisface las siguientes propiedades:

1. ¢(0,p) = p, para cada p € M,
2. ¢(ty +t2,p) = ¢(tq, &(t2,p)), para cadaty, ts € Ry cadap € M.

Un flujo en M define un sistema dindmico continuo (en el tiempo).

Nota 11 (Curvas en una 2-variedad). Un caso particular de mapeos suaves entre varieda-
des suaves es el caso de una curva. Para explicar esto, supongamos que v: J CR — M
es una curva continua que envia un intervalo J en una 2-variedad suave (o de clase C"). Si
7 es suave’ (o de clase C") entonces su derivada o push-forward estd dado de la siguiente
manera (ver [Lee2013, pdg. 75]): Dado ty € J,

Vaoto Tto‘] T’Y(tU)M’ Uty = %‘to = Wry (1) *= Vx,to (Uto)a

donde dada una funcion suave f (o de clase C"), se tiene que

= L) o= A2

dt
2Aqui 7 es la proyeccién de R2 al toro visto como el espacio cociente R? /72,
3 Aqui estamos suponiendo que J tiene la estructura suave heredada de R con la estructura estandar cuyas cartas
tienen coordenadas dadas por la identidad.

Wry(tg) (f)
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La matriz de coordenadas* con respecto a una carta suave (Uy, o) € Apr de iy, €5

[Veto] = (71 (t0), 72 (t0)),

es decir; [Ys.1,] es la curva paramétrica en p,(U,) C R? dada por la representacion
coordenada

Y= (71,7%2) =paovold; = ps07.

Abusando de la notacion, decimos que en coordenadas locales v = (71,72) ¥ [Wy(ty)] =
7 (to)-

A continuacién, sea X un campo vectorial en una 2-variedad M. Dado p € M
denotaremos por ({(x,y), n(x,y)) = [X,], la z-componente y la y-componente de X,
respectivamente, de acuerdo con la nota 9.

Definicion 16. Un campo vectorial X es no-singular si cada X, es un vector distinto de
cero. Diremos que X es singular, si la imagen de X contiene al vector cero.

De la nota 9 y de (3) se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 12. Sea X un campo vectorial sobre U C M, y &(x,y), n(x,y) las funciones
componentes de X. Entonces X es diferenciable de clase C" en (x,y), si £(z,y) y n(x,y)
son diferenciables de clase C".

Esto significa, que todas las derivadas parciales, de orden menor a r, de £(z,y) y
n(x,y) existen y son continuas en (z,y) = ©q(p).

De acuerdo con la nota 9, en el caso cuando U es un conjunto abierto y X es clase
C" en cada punto de U, diremos que X es un campo vectorial C", r = 0,1,2,...00.
Un campo vectorial de clase C tiene funciones componentes continuas &(x,y) y n(z, y).
Ahora, para un campo vectorial C° las r-ésimas derivadas parciales de £(z,y) y n(z,y)
existen para todo entero no negativo r.

En el caso de una curva v como en la nota 11, cuando 7; y 2 son de clase C”,
r=0,1,...,00, diremos que 7y es una curva de clase C" definida en el intervalo abierto
J. Aqui, con los ajustes técnicos adecuados, J puede ser de la forma: [a, £], [, 8), (o, B],

(047 OO>’ (—OO, 6>’ (—OO, 6]

Para tener una referencia mas adelante, de la nota 11 también incluimos la siguiente
definicion:

Definicion 17. Sea ¢ una curva de clase C", r > 1, en el intervalo («, ). Usando coor-
denadas locales, el vector tangente a ¢ en (t) estd definido como el vector geométrico
©'(t) = (p1(t), 5 (1)) € Ri(t), donde ¢ (t) es la derivada de y; con respecto a t,
i=1,2.

4Ver [Lee2013].
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De lanota 11 se tiene la siguiente definicién.

Definicion 18. Sea A un subconjunto abierto en una 2-variedad M y sea X un campo
vectorial sobre A. Diremos que una curva vy de clase C™ definida sobre un intervalo
(r, B) es una curva integral de X, si para todo o < t < 3 se satisface que:

i) v(t) € A.

ii) wy ) = Xy, 0 bien, en coordenadas locales ' (t) = [X(1)]-

4.2. Existencia de curvas integrales para un campo vectorial

En esta subseccién mostraremos resultados de ecuaciones diferenciales definidas para
campos vectoriales en 2-variedades, para lo que usaremos [Ta1992].

Sea (M, A) una 2-variedad suave de clase C” cerrada (es decir, una variedad dife-
renciable de clase C” sin variedad frontera, ver [Tal1992, pag. 66]) y sea p un punto en
M.

Teorema 1 (Existencia y unicidad de curvas integrales). Sea X € X" (M) tal que 2 <
r + 1 < s. Entonces,

i) Paratodo p € M, existe una vinica curva integral ¢(t, p) que pasa por p, ¢(—,p) :
(—00,00) — M de clase C™*1.

ii) Para todo t € R, definimos Uy, : M — M, W,(p) = ¢(t, p). Entonces, ¥ es el
mapeo identidad'y Uy, o Uy, = Wy 4y,

iii) o, (ta)}(t1) = py(t1 +t2), ¢(t1, ¢(t2,p)) = ¢(t1 + t2,p).
iv) El mapeo ¥ : R x M — M definido por
U(t,p) = ¢(t,p),

es diferenciable de clase C".

De forma alternativa y mds elegante, podemos reformular el resultado anterior (valido
para n-variedades) de la siguiente manera. Para esto se puede consultar [Abraham et al. 2012,
pdg. 220] y [Bu-Gi2005, Thm 2.3.3].

Teorema 2. Un campo vectorial de clase C” en una n-variedad diferenciable compacta
es completo, es decir, sus curvas integrales estdn definidas en todo R.

De este teorema se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2. Las curvas integrales para un campo vectorial de clase C" en T? estdn
definidas en todo R.

Sea M una n-variedad de clase C'® y consideremos un campo vectorial sobre M dado
por X € X"(M), 1 < r < s — 1. Dicho campo vectorial se le conoce como un sistema
dindmico de clase C".
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5. Conjuntos w-limite y o-limite en T2
Antes de dar las nociones de conjuntos limite en T?, recordamos del teorema 1 que las
curvas integrales de un campo vectorial en T? estdn definidas en todo R.

Definicién 19. Sea X un campo vectorial de clase C" sobre T? y sea ¢(t,p) su curva
integral. Definamos la trayectoria de X a través de p como sigue:

C(p) :=A{o(t,p) : —o0 < t < oo}.

Notemos que si p’ € C(p), entonces C(p') = C(p). Ahora bien, sea ¢(—,p) :
(—00,00) — T? una curva integral de X a través de p. Suponer que X (p) # 0y que
¢(t,p) = p para algdn ¢ > 0. Entonces, existe typ = min{¢ : ¢(¢,p) = p}. Por lo tanto,
o(to,p) =py o(t,p) #p,V:0 <t < ty. Ademds diremos que:

1. Una curva integral ¢ (¢, p) es llamada periddica si para algunos t; y ts, t1 < ta,

¢(t1’p) = ¢(t27p)a

pero ¢(t,p) # ¢(t1,p) paratodo ¢, con t; < t < to. En este caso diremos que la
trayectoria es periddica o cerrada.

2. Una trayectoria C(p) es ergédica sobre T? si es densa en T?, es decir, C(p) = T2.

Ahora, dado un campo vectorial X de clase C"(r > 1) definido sobre el toro T2, con
curva integral ¢(t, p) que pasa por p, definamos los siguientes dos conjuntos cerrados:

1. El conjunto w-limite de la trayectoria C(p) que pasa por p, denotado por L' (p) es
definido por

0<s<00
donde Cs = {¢(t,p) : s <t < oo} CImae(t,p).
2. El conjunto o-limite de la trayectoria C'(p) que pasa por p, denotado por L~ (p) es
definido por

donde D, = {¢(t,p) : —oc0 <t < s}.

Lo siguiente que vamos a definir ser el concepto de un conjunto invariante en T2.

Definicion 20. Sea A un subconjunto de T?2. Diremos que A es un conjunto invariante si
para cada punto p € A la curva integral $(t, p) estd contenida en A, es decir,

J{s(t.p): —00 <t<oo}=A
pEA
Proposicién 13 ([Ta1992]). Los conjuntos L™ (p) y L™ (p) son invariantes.
Del teorema 1 y la proposicién 13 se tiene el siguiente resultado, ver [Tal1992, pag.
68].

Proposicion 14. Los conjuntos L™ (p) y L™ (p) son conexos.
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6. Ejemplos genéricos de campos vectoriales

En esta seccion, se dardn algunos ejemplos de campos vectoriales en el toro T2.

Nota 12. A lo largo de este manuscrito, se puede apreciar que los campos vectoriales
bajo estudio no poseen puntos de equilibrio, hipdtesis que serd de gran importancia para
dar una descripcion cualitativa de las curvas integrales. Ahora bien, mencionaremos un
aspecto relevante cuando hay puntos de equilibrio, a decir, si p es un punto de equilibrio
para el campo vectorial suave X, entonces por definicion, se tiene que X, = 0. Por lo
tanto, la curva integral que pasa por p es constante, es decir, ¢(t,p) = p, para cada t, lo
que implica que la trayectoria correspondiente es C(p) = {p}.

Daremos ejemplos de campos vectoriales con y sin puntos de equilibrio, y algunos
retratos de fase, para ello usaremos [Pa-De M2012], [Lee2013] y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 1 (Campos vectoriales F'-relacionados, ver [Lee2013] pag. 87). Sean F' : M —
N un mapeo suave entre 2-variedades suaves, y Y un campo vectorial en M. Suponer que
Z es un campo vectorial en N tal que

F.pY, = Zpyy, paracadap € M.

En este caso, decimos que Y y Z son F-relacionados. Veamos un ejemplo concreto:

Sea F : R — R?, F(t) = (cos(t),sin(t)). Entonces, el campo vectorial % es -
relacionado con el campo vectorial Z = —y(% + xaiy. Efectivamente, sea f € C*°(R?).
Por lo tanto, f o F € C*™(R) y asi, se sigue que

F*%(f) = %(f o F) (por la definicion de pushforward.)

= V(@) - 0

_(of of
~(5)

—y% +l‘ay

- (—sin(t), cos(t))
(cos(t),sin(t))

(cos(t),sin(t))
= ZF(t) .

Para el siguiente ejemplo se puede consultar [Pa-De M2012] y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 2 (Campos vectoriales gradiente en T?). Consideremos la descripcion del toro
T? como se tiene en el apéndice A.3. Sea h : T? — R una funcion suave. Consideremos el
pushforward

h,, : T,T? = TR

Ahora bien, sea (Uy,0s) € At (la estructura suave para T? como en el apéndice
A.1.2). Por lo tanto, dado un punto p € T? con p := p,(p), se tiene que en coordenadas
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lineales, por la proposicion 8 la matriz asociada a h, j, estd dada por el gradiente de la
representacion coordenada de h en la carta o, = (x,y) (ver subseccion 3.4):

hey] = Vo) = (205 Ee) ), 252 ) ) ) e e,

Finalmente, definimos el campo vectorial en coordenadas, dado por:

X :T? - TT?, pes vy,

donde O(h b 0] O(h b 0

0¥y ) . 0¥y ) . 2
——=—(p)=— ——=—(p)=—| €T,T".
Este campo vectorial es llamado campo gradiente. Abusando de la notacion, se escribe
como X = Grad(h). Observamos que X tiene puntos de equilibrio siempre que h tiene

Up =

puntos criticos. Luego, X es no singular si h no posee puntos criticos.

6.1. Ejemplos de campos vectoriales no constantes en T2

Consideramos los siguientes campos vectoriales suaves no singulares en R?:

0
2, Y) = X(zq) = sin(2wx +2— ;
@) (@) ( )33” (z,y) 0y l(zy)
0 0
z,Y) = Yig,) =2— + sin(2mx) — ;
(@) (@.9) 0x l(z,y) ( )39 (z,y)

) 0
2,y) > Zipany = cos(2m(x + — + sin(27w(x + — .
(@) = Zay) = cos@n(z+y)g | +sm@rlz+y)g |

De acuerdo con la proposicién 11, tenemos que X, Y y Z determinan campos vectoriales
en T?, ya que V(z,y) € R?, V(k,1) € Z>

Xay) = Xatkyt+) Yathyt) = Yy Y Lathy+l) = L(ay):-

Usando el software Mathematica, resolvemos los sistemas de EDO asociados en el plano.
Es decir, resolvemos el sistema diferencial

& =a(x,y), x(0) =z,
y=0b(z,y), y(0) = wo;

donde (a, b) son las coordenadas para cada campo, respectivamente:

(a,0) € {[X (2], Wia) (2]} -

Dada una condicién inicial (xg, yo), la curva integral explicita

Do) () = (£(t), y(t))
para X estd dada por:

tan~! (e*™ tan(mx0))

x(t) = - , yy(t) =2t + yo. “4)

En la Figura 1 se muestran las curvas integrales para X en [—1,1] x [—1,1] C R2.



50 M. G. Morales-Alvarez y M. A. Dela-Rosa. Andlisis dinamico de campos...

|y
RN
o f //\\\ / //‘T\‘ \

NN

T
X

[
f/l //“\\

/

=

i
=

-

7

\
\

p—— e

-1.0

[

Figura 1. Curvas integrales para X en [—1,1] x [-1,1] C R?.

Ahora bien, para Y’ la curva integral explicita ¢, ) (t) = (x(t), y(t)) estd dada por:
I(t) =2t +xo, y
1 . .
y(t) =yo + Py sin(27t) sin(27 (¢ + xo)). %)

En la Figura 2 se muestran las curvas integrales para Y en

—1,1] x [-1,1] C R?. Parael

: /y*\-j ,
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Figura 2. Curvas integrales para Y en [—1,1] x [-1,1] C R%
campo vectorial Z, se pueden ver en la figura 3 los retratos de fase en [—1,1] x [—1,1] C
R?.

Nota 13. En este caso, para obtener expresiones analiticas explicitas para las curvas
integrales, se considera el cambio de variables:

U= +Yv=x—1Y.

Notar que x = “JQ”’, y = “57. Por lo tanto, se considera el sistema de EDO

U= A(ua ’U), u(()) = o + Yo,
v = B(u,v), v(0)=xq+ yo,
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donde A(u,v) = cos(2mu)+sin(27u) y B(u, v) = cos(2mu) —sin(27u). Ahora, usando
Mathematica, resolver para (u(t),v(t)), de lo cual se pueden recuperar férmulas explicitas
para las curvas integrales (x(t), y(t)). Las expresiones para u(t) son simples y cortas, sin
embargo, las de v(t) son extensas, y decidimos omitir ambas.

- . :’" _(’J . ";
\ T \ /
\ N \ 1/

% ) — J‘ | -
/ AN
ol ) v _ 4 ~Td
0 s ) 0s 10
Figura 3. Curvas integrales para Z en [—1,1] x [—1,1] C R%

6.2. Trayectorias para campos X, ; constantes

El siguiente resultado para campos vectoriales no singulares y constantes de clase
C™ en T? tiene una demostracién interesante®, como puede consultarse en [Tal1992].
Otra demostracion alternativa que complementa la aqui presentada, puede consultarse en
[Pa-De M2012, Example 2, pag. 12].

Teorema 3. Sea X = X, ;, un campo vectorial constante® sobre T?, tal que para cada
p € T2 el vector de coordenadas es

p

X = alen)y| +bwng ]

donde a(z,y) = a,b(z,y) = b son constantes con (a,b) € R? tales que (a,b) # 0.
Entonces,

i) Toda trayectoria de X, 3 es periddica si'y solo sia =0 o0 % es un nimero racional.

ii) Toda trayectoria de X, es ergddica si 'y solo si g es un nimero irracional.

Demostracion. Comenzamos observando que, de acuerdo con la nota 10, en coordenadas
locales, Y := [X, ] = (a,b) € R2. Por lo tanto, Y (z,y) = (a,b) = Y(x + k,y + 1),

SDetalles precisos se pueden encontrar en la tesis de la primera autora del presente manuscrito, ver [MA2025].
%Para evitar confusion con la notacién en este caso del campo constante, escribiremos el valor de X en p como

Xp = X(p) = Xap(p).
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para cada (x,7y) € R? y cada (k,[) € Z2. Por la Proposicién 10 y proposicién 11, se tiene
que X, ; estd bien definido en el toro.

Ahora, notar que el campo vectorial X, ; es no singular, ya que no contiene al vector
cero. Por otra parte, una curva integral en el toro tiene la siguiente forma: ¢(¢, (z,y)) =
[(x(t),y(t))]. En este caso, se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

t=a, z(0)=uxzg (6)
y=>b, y(0)=yo. )

Resolviendo las ecuaciones (6) y (7), se tiene que z(t) = at + o y y(t) = bt + yo. Por lo
tanto, se tiene una curva integral dada por:

(6 (0,0 ()] = [(at + 20,0t +y0)] = [t(a, ) + (x0,30)] € T*.

Demostremos el inciso i): Sea p € T2. Entonces, el punto p es de la forma p =
[(z + m,y + n)] para z,y € [0,1] x [0, 1], esto depende del representante. Cuando
o(t, (x,y)) sea periddica, por la definicion 19, existen ¢ y t1 con ¢ < t tales que

o(t, (z,y)) = ¢(t1, (z,y)) + (m,n), (m,n) € Z?

es decir,

t(CL, b) + (l‘, y) - tl(aa b) + ( ) (m7 n)
Entonces (t — t1)(a,b) = (m,n), y por tanto, (t — t1)a = my (t — t1)b = n. Luego,
(t—t1)b
(t — tl)CL
Por lo que g = - €Q, a# 0. Reciprocamente, en el caso que g € Q, se debe cumplir
que existan m, n enteros y A € R tales que b = n\y a = mA\, de modo que:
b nA n

:2, a #0.
m

a mA m

Notemos que t; =0y ty = % satisfacen

¢(t1a (Ivy)) (Ov (:E?y))
= [(z +a(0),y + b(0))] = [(z,y)] = p.

Ademas,

otz o) =0 (5 (20 )

_ Km—ka(i) y+b<i)>] = [(@+m,y+n)] =p.

Es decir, se cumple que t; < ta 'y

¢(t17 ({177 y)) = ¢(t27 ((E, y))

Por lo tanto, la trayectoria C(p) es periddica.
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Ahora, demostremos el inciso ii): Supongamos que g es irracional. Aqui ninguna

trayectoria es periddica. Ya se demostrd que si existe una trayectoria peridédica entonces
g es racional, por lo que seria una contradiccién de nuestro supuesto. Por lo que basta
demostrar que C(p) = T?2. Ahora bien, siempre se tiene que C'(p) C T?. Luego, C(p) C
T2 = T2. Ahora, probamos que T2 C C(p). Sea p’ € T2, si p’ € C(p), entonces
p’ € C(p). Supongamos entonces que p’ ¢ C(p) y demostremos que p’ es punto limite.
En efecto, sea p’ = [(2/,y')] € T?. La curva integral ¢(¢, p) de X, ;, que comienza en p

pasa por P, = [(2/,y' 4+ (y —y') + 2(2' — 2) + 2n)]. Veamos que efectivamente la curva

integral ¢(t, p) pasa por P,. Se tiene que z + at = x’ 4+ n, es decir, t = “l%ﬂ‘ Entonces

o(tp) = 'Ha(w’—wl),ﬁb(mﬂ
L a a

b
= x'+n,y+(x’—x+n)]
a

I b b
= x’+n7y'+(yy’)+a(x'I)+an}

Para cada x € R, consideramos el conjunto
w(z):={x+m:m ez}
Se define (x) como el elemento del conjunto w(x) con valor absoluto més pequefio:

(x) :=min{|B| : B € w(x)} =min{z — |z],z — |z] — 1} (ver la figura 4).

z—|z/]-1 0 z—|z] 1 Lx] x L:pj—.i—l R
Figura 4. Funcién Piso.
Sea P, = [(,y + (y — /) + 2 (2’ —a) + 2n)] = [(2', ¢/ + Tn)].

Afirmacion 2 ([Ta1992, Miller2002, S6s19581). (T5,(x,y)) posee una subsucesion con-
vergente” a 0.

TEn el plano T, converge a oo cuando n — co.
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Como
A, P)= min  pQ.Q)
Qelp']=p
Q' €[Pn]=Pn

= , in p(Q,Q")
QE[(z' ¥ )+(m1,m2)]
Q'€l(z'+ms,y +Tn+ma)]=Pn

= min {|(m1 — ms3, Mo —m4—Tn)|}
mi,ms,ma,M4EL

= i —T
min{|(0, =T, + k)[}

= min{|-T,, + k[}

= min{|T,, — k[}

= Ieni%ﬂTn + 4|} (Para ¢ = —k usamos que —7Z = 7Z.)
€

e <Tn>, Vn € ZZO.

Luego, por la afirmacidn 2 se tiene que

p(p', Pn) = (Tn,) — 0, k— occ.

Por otra parte, como X,, := (T,,(z,y)) = Tn(x,y) + ko(n), para un ko(n) € Z
fijo%, posee una subsucesién convergente a 0, digamos X,,, = T},, + ko(ns), para cada
€ > 0 existe un punto X,,, , el cual a su vez nos da la existencia del punto P,, =
(2", 9" + X, )] = [(2",y + Ty, + Ko(n,))] tal que p(p, Py, ) < €. Si consideramos
ahora €2 < € existe P, tal que p(p', PnkZ) <€y <€

Siguiendo con este proceso conseguimos una sucesion

P,

’I’Lkl b)

P, .P, P Py

’I’Lk27 nk37 nk47--

tal que lh’m Py, = p'. Porlo tanto, p’ € C(p), de lo cual se tiene que T =C(p). O
—00

Nota 14. Se tiene que las trayectorias de X, ;, tienen que ser o todas periddicas o bien,
todas ergodicas, dependiendo de la pendiente de la curva integral, g, de acuerdo con el
teorema 3. Sin embargo, este no es el caso para un campo vectorial no singular de clase
C™ en T?, lo que se verd de forma precisa mds adelante en la formulacion del célebre
Teorema de Denjoy—Siegel.

6.2.1. Algunas simulaciones numericas para curvas integrales en T2
= A continuacion, en las figuras 5-8 mostramos algunas simulaciones numéricas que
se hicieron en R? y luego vistas en el toro T?.

= A continuacion, en la figura 9 muestra una simulacién numérica donde vemos que la
trayectoria se hace densa en el toro, para el caso donde 3 es irracional.

8Por definicion, se tiene que ro(n) € {—|Tn(z,y)], —|Tn(z,y)] — 1}.
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Figura 6. Pardmetros donde g esracionalcona =1y b= 5.

7. Teorema de Denjoy—Siegel

En esta seccion se enunciard el Teorema de Denjoy—Siegel, que es bien conocido en
honor a los trabajos de Denjoy [Denjoy1932], sobre las condiciones que garantizan la
existencia de trayectorias periddicas o bien densas, para un campo vectorial no singular en
el toro T?; y paralela e independientemente, en honor a los trabajos de Siegel [Siegel1945].
Denjoy resolvié un problema propuesto por Poincaré usando la nocién de nimero de
rotacién y de fracciones continuas, mientras que Siegel dio otra prueba alternativa al
Teorema de Denjoy, sin usar el niimero de rotacién, y lo generalizé.

Los resultados presentados en este apartado estdn basados principalmente en el texto
[Ta1992]; se consideran las referencias auxiliares [C-N2013, Lee2013, Pa-De M2012].

7.1. Formulacion del Teorema de Denjoy-Siegel

Ahora se enuncia un teorema relevante, el cual es una evolucion de los trabajos pioneros
arriba mencionados de Denjoy® y posteriormente de Siegel'”, ver [Ta1992, p4g. 17, Thm. 1.6].

Teorema 4 (de Denjoy—Siegel). Sea X un campo vectorial no singular de clase C” en el
toro T2. Sir > 2, entonces se tiene una de las siguientes afirmaciones:

“En su trabajo, Denjoy consideré campos vectoriales de clase O™, a diferencia de los trabajos de Poincaré, en los que
usaba campos vectoriales analiticos reales u holomorfos, ver [Sternberg1957] y cf. [Denjoy1932].

10F] mejora el trabajo de Denjoy, generalizando su principal teorema, lo que termina en el resultado de nuestro interés
que estd descrito en notacién contemporanea, ver [Tal992, pag. 17, Thm. 1.6] y cf. [Siegel1945].



56 M. G. Morales-Alvarez y M. A. Dela-Rosa. Andlisis dinamico de campos...

H 3 ' 10
LE1 .
oot
05
10y

q = (z0,%0)

(1.0) ' b | 7-2

P

| (0,0)

Figura 7. Pardmetros dondea =0y b = 1.
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Figura 8. Parametros donde g esracionalcona =1y b =0.

a) X posee algunas trayectorias periodicas.

b) Cada trayectoria de X es densa (o bien, se dice que se tiene una trayectoria ergédica)
en el toro T?.

Ejemplo 3 (Ejemplo genérico inmediato del teorema 4). Es importante mencionar que en
el estudio de campos vectoriales constantes realizado de manera exhaustiva en la seccion
6.2 y mds especificamente, en el teorema 3, ya se tiene un ejemplo del teorema 4. En efecto,
dado X, 5, € X" (T?) constante, entonces:

1. Sia = 0o bien g € Q, entonces todas las curvas integrales son periddicas, y por lo
tanto, para X, se cumple el teorema 4 a).

2. Si g € R\ Q, entonces todas las curvas integrales son ergddicas, y por lo tanto,
para X, p, se cumple el teorema 4 b).

Ejemplo 4 (Ideas de como usar el Teorema de Denjoy-Siegel). Si consideramos los
campos vectoriales, dados en el ejemplo 2 y la subseccion 6.1, se tienen campos vectoriales
no singulares. Para el primer ejemplo de campos gradiente, basta pedir que la funcion h
no tenga puntos criticos. En los otros casos ya tenemos campos no singulares. Entonces,
a “priori” por el teorema 4 se tiene que dichos campos poseen orbitas periodicas o todas
sus trayectorias son ergodicas. Pueden ser un punto de inicio, para obtener resultados
paralelos a los del campo constante, lo que complementaria el presente manuscrito y se
considerard para un trabajo futuro.
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Figura 9. Parametros donde g es irracional cona = 1y b = /2.

8. Foliaciones via el Teorema de Denjoy-Siegel

En esta seccién se mostraran ejemplos de foliaciones de codimensién 1, usando las
curvas integrales de campos vectoriales suaves (o de clase C"). Para los contenidos
de este apartado, se considerd [Tal992] asi como las referencias [C-N2013, Lee2013,
Pa-De M2012].

8.1. Nocion de foliacion de codimension 1

Se puede definir una foliacién de dimensién k sobre una n-variedad suave o de clase
C", pero para nuestro trabajo, nos vamos a restringir a una foliacién de dimensién 1
sobre una 2-variedad. Podemos decir que una foliacion es una particién en subvariedades
diferenciables de una variedad diferenciable. En la dltima subseccién se mostrard que dado
un campo vectorial X = X ;, (no confundir esta notacién con la evaluacién de X en un
punto p) no singular en el toro T2, con coordenadas [X, »] = (a, b) constantes, se tiene
que la familia de curvas integrales J, ; es un ejemplo de una 1-foliacién.

A continuacién, definamos lo que es una foliacién en una variedad.
Definicion 21. Una foliacion de dimension 1 sobre la 2-variedad (M, A), es una fami-
lia F = {La}acr de subconjuntos arcoconexos de M de dimension 1 que cumple las
siguientes propiedades:
Fy: para cada o, B € I, con o # 3 se tiene que Lo, N L = 0.

Fg.‘ M = U La.
acl

F5: Para cada punto p € M existe una carta (Uy, ¢y) € A de clase C" de M la cual
cumple que p € Uy, y cada componente conexa de (U N L) es de la forma

{(z1,22) € pa(Ux) s 2 = ¢}

para cada L, con Lo MUy # 0.
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Nota 15.

i) Llamamos a L, una hoja de la foliacion F.

ii) Una foliacion k-dimensional de clase C" también se le conoce como foliacion de
codimension 2 — k, k € {0,1,2} de clase C".

A continuacién, mostraremos un ejemplo de una foliacién en R? de codimensién
1. Este ejemplo y su descripcién explicita, serd util como veremos mas adelante, para
describir otros ejemplos de foliaciones.

Ejemplo 5. Supongamos que M = R?, y pensamos en el espacio euclidiano R* como
R? = R¥ x R?27% k € {0,1,2}. Para cada punto p € R? se tiene la carta coordenada
(U(p) € R?,1d) con el atlas suave definido por

Agz = {(p,Uc(p)) : p € R?}.
Por lo que la estructura suave de R? esta dada por
(Ma‘A) = <R27'A1R2)'

Ahora, de acuerdo con la definicion 21 se define la familia F = {L 4, }oc1 de subconjuntos
arconexos de R? de la siguiente forma:

F:= {La}aelvjz{p:peR2}a
Lo Z:Lp:lo+p,

a=Dp,

donde, ly es la recta que pasa por 0 con pendiente m = tan(6). Consideramos los
siguientes casos, para k = 1, en los que variaremos m:

1) Seak =1, m = tan(f) = tan0 = Zg;((g% = 0. Entonces,

Lo=Lo+p={Rx{0})+p}
= {(2,0) + (p1,p2) : v € R}
={(z +p1,p2) 1z € R}.

Por lo tanto, Lo, N Lg = (), siempre que o # . Luego, se satisface la propiedad
F1 de la definicion 21. Asimismo, la propiedad F> de la definicion 21 se verifica, es
decir, UL, = R? ya que Vq € R?, 5i 3 = q, entonces ¢ € L5 = Lo + q.

Para la propiedad F3s de la definicion 21, consideramos

A= {(Us(p)aIdUe(p))}a
{(UX7S0)\)}A€A = {(U)\N)O)\) tA= pe ]R27A = R2}7
{L}aer ={La =Lo+4qlg e R’} a=q;I =R
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Asi, se tiene que:

ex(UxNLy) = 1d,(Ue(p) N (Lo + q))
=Uec(p) N (Lo + q)-

Por lo tanto, cada componente conexa de ¢ x(Ux N L) es de la forma

{(p1,p2) € pa € (Uy) : p2 = ¢}, verla figura 10.

U.(p)
ST T T~ ~
s ~
il >\ Idy(Udp) N Lo)
M N Tdy(Ud(p) N £y)
! \
P2 ! i 1dp(Ue(p) N La)
\ p K
\ o 7
\ ’
\ /
\\ ,
S o - <
P Lo

Figura 10. Componente conexa de ¢ (Ux N Lq).

2) Seak =1ym = tan(f), 0 < 6 < T. Elegimos 0 < (0, %) fijo. Procedemos en
forma andloga al caso anterior. Entonces, la familia & de subconjuntos son de la
forma:

F= {La}ael
={Lp+q:q=0; a € ]RQ}, ver la figura 11(a).

Ahora, notemos que:

eA(UxNLa) =1dp(Ue(p) N (Lo + q))
=U(p) N (Lg + q), verla figura 11(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definicion 21
debemos aplicar una funcion rotacion Ry, es decir,

Ry o oA (U L) =Ry (Idp(Ue(p) N (Lo + q)))
= Ry ' (Ue(p) N (Lo + q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma: {(p1,p2) € ox € (Uy) : p2 =
c}, ver la figura 11(c).
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Ue(P) o\(U.p)n L)

- e Up) N L)
/ @x(Udp) N La)
/ A (Udp) N £0)

Ry o pp(UaN La)

U(p)

Ly

(¢)

Figura 11. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(6), 0 < 6 < .

3) Sea k =1ym = tan(0). Elegimos 0 = 7. Procedemos en forma andloga al casos

anteriores. Aqui, la familia F de subconjuntos es:

F= {La}aEI
={Lz + q}qere, verla figura 12(a).

Asimismo,

eA(UxN L) =1dp(Ue(p) N (Lz +q))
=Uec(p) N (Lz + q), ver la figura 12(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definicion 21
debemos aplicar una funcién rotacion Rz :

R3' o oa(Ux NLe) = Ry (1dy(Ue(p) N (L5 + )
=Rz (Uc(p) N (L5 +q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma:

{(p1,p2) € wx(Uy) : p2 = ¢}, ver la figura 12(c).
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Uc(p)

(Ulp) N L)
P oA Ue(p) N L£a)
ex(Uefp) N L)

Pra(Uc(p) N Lg)

p2

Ue
‘ (p) Pr= IdlU((p)

LQ LO

R;l o p\([UNNLy)

.l.]i (p)

Lo

(C) Y4t

Figura 12. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(f) =

Wl

4) Seak = 1ym = tan(#), 0 < 0 < m. Elegimos 6 € (0,) fijo. En este caso la
Sfamilia de subconjuntos F es :

F= {'C’a}ozel
= {L¢ + q}qer2, verlafigura 13(a).

Ahora bien,

ea(UxN La) = 1dy(Ue(p) N (Lo + q))
=U.(p) N (Lo + q), ver la figura 13(b).

Para que cada componente conexa tenga la forma presentada en la definicion 21
aplicamos una rotacion Ry:

(1 (Ue(p) N (Lo + q)))

fRe_l o (p)\(U)\ ﬂLa) =R
=R, (Uc(p) N (Lo + q))-

0
0

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma: {(p1,p2) € ©x(Uy) : p2 = ¢},
ver la figura 13(c).

Asi, R? tiene una foliacion de codimension 1 de clase C".
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U(p)

Pr= IdlUE(p) #A(Ue(p)

/
Zo\Up) N La)
~ eUmNnL) L

R;I 0 p\(UxN La)

U(p)

Lo

(C) p1

Figura 13. Carta foliada caso k = 1 y m = tan(#), 0 < 0 < 7.

8.2. Foliaciones para X, ; en el toro T2

En este apartado, se utilizardn los resultados obtenidos sobre las expresiones explicitas
de las curvas integrales, dadas por rectas'' en R? proyectadas a el toro T2, lo que se
puede apreciar en la demostracién del teorema establecido para el caso especial de campos
vectoriales constantes X, p, con a,b € R.

Proposicion 15. Dado un campo vectorial constante X, como en el teorema 3 en el toro
T2, se tiene la existencia de una foliacion Fab de codimension 1.

Demostracién. Dado un punto p € T2, consideramos su curva integral definida en todo
R (este hecho se obtiene de que T? es una variedad compacta cerrada), C(p) = {¢(t,p) :
t € R}

De forma explicita, de la demostracién del teorema 3 se tiene que si (U, ¢,) (con
vp(e) = (x(e),y(e)) o bien, ¢, = (x,y)) son coordenadas locales cerca de p, y (xo, yo)
las correspondientes para p, entonces la curva integral que pasa por p estd dada por:

o(t, (x0,y0)) = [(at + zo, bt + yo)] = [t(a,b) + (w0, y0)] € T

IRecordamos que se distinguieron dos casos: i) cuando la recta en cuestién tiene pendiente racional, lo que da
curvas integrales periédicas; y las rectas con pendiente irracional, lo que da drbitas densas en el toro.
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Para construir una foliacién como se afirma, con respecto a estas coordenadas loca-
les cerca de p, notamos que dichas curvas integrales son llevadas al plano como rectas
paralelas'? en R2, a decir, todas tienen la misma pendiente o direccién v : II(a b)” e st

Por lo tanto, definamos las hojas de la foliacidon que estamos buscando como:

= EI conjunto de indices es A := R?;

= Haciendo « := p, las hojas las definimos tales que si
Lo =Ly = {(x.y) : (2,y) = t(a,b) + (20, y0), para algiin ¢ € R},
entonces L, := ¢(L,) = C(p), donde ¢ es el cubriente suave dado en A.3.

Entonces con respecto al abierto Uy, 3 p, si 7,(e) := @g(¢p(e,p)) se tiene que ¢, es
un difeomorfismo que cumple:

(L Jusncm) = L] o) N3 lt) = es(e(t,p)).
peUs pp(p)EPs(Up)

Por lo tanto, la carta foliada (ver la figura 14) alrededor de p es de la forma

(Ug, Prp) = Ry, o ‘Pﬁ(p))’

donde 6, es un angulo de rotacion, y que depende de la direccion de las rectas, para que
éstas tengan un “acomodo horizontal”, lo cual lo cual coincide con las interpretaciones
geométrica y analitico-topoldgica realizadas en el ejemplo 5.

Asi, tomando p arbitrario, y repitiendo el método anterior, se tiene que F, ; := {C(p) :
p € T?} es una 1-foliacién con respecto al atlas Ap2 = {(Ug, px(p))}- Esto completa la
demostracion.

Figura 14. Carta foliada para un punto dado p € T2.

1210 que es consistente con proposicién 10 y la proposicién 11.
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8.3. 1-foliaciones en una 2-variedad suave

En la subseccion 8.2 se mostré que las curvas integrales de un campo no singular
constante en el toro T? determinan una foliacién de codimensién 1.

Ahora bien, en este apartado describiremos un método'?® que consiste en que dada
una 2-variedad diferenciable y un campo vectorial no-singular en ella, se puede dar la
construccién de una foliacién de codimensién 1, la cual estarda determinada por las curvas
integrales de un campo vectorial no-singular, ver [Ta1992, p. 83] y cf. [C-N2013, p. 28,
Example 4].

Sea X un campo vectorial no-singular de clase'* C”, r > 1, definido en una 2-variedad
diferenciable M.

Definimos
Fx ={Las:a €A}, 3)

donde para cada p € M, C(p) es una trayectoria de X que pasa por p; ademds, A := M,
asique L, := C(p)y a = pparacadap € M.

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 16. La familia F x es una foliacion de codimension 1 en M.

Demostracion. Describimos a continuacién un proceso de 4 pasos que permite obtener la
demostracién deseada:

Paso 1: Se satisfacen las propiedades F; y F5 de la definicién 21. En efecto, del teorema
1 (de existencia y unicidad de curvas integrales) y del corolario 2, se tiene que las
curvas integrales tienen dominio todo R. Por lo tanto, de la proposicién 14 (sobre la
conexidad de los conjuntos a-limite y w-1imite) se tiene que los £, considerados en
la definicién de F x cumplen las propiedades deseadas.

Paso 2: Se construye un encaje (0 encajamiento) C” (o bien C'*°) del intervalo [—1, 1]
(que es una 1-variedad con frontera) con imagen dentro de M. En efecto, se tiene el
siguiente resultado para el cual se puede consultar [Ta1992, pag. 84]:
Lema 5. Sea p € M. Entonces existe un encaje (o encajamiento) suave'

g:[-1,1] — M,

tal que g(0) = p. Mds aiin, para cada q € Im g = g([—1, 1) se tiene que la curva
integral ¢(t, q) que pasa por q interseca a Im g transversalmente, ver la figura 15.

Paso 3: Para0 < ¢ < 1,seal := (—¢,¢) x (—1, 1). Entonces se tiene un encaje clase C"
inducido por g, que estd definido por:

3Dicho método sera parte de la demostracién de la proposicion 16.
14Se incluyen los casos analitico e infinito diferenciable.
I5Es decir, una inmersién que también es un encaje topoldgico, ver [Lee2013].
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Figura 15. Carta foliada (Ux, ¢r):n =2, M" =M, D =[-1—1].

g l————M, ®

(t, ) = g(t, ) := o(t, g(x)).

Paso 4: Se verifica que la propiedad F3 en la definicién 21 se cumple: es decir, vamos
a demostrar la existencia de un “atlas foliado”. En efecto, bajo las hipétesis de los
Pasos 1-3, tenemos que una carta foliada (U}, ¢, ) asociada al punto p esté definida
de la siguiente manera: Definir A := M, X := p, y U, := g(I). Entonces,

ox: Uy = RxR, g(t,x) — (¢, ).
Por lo tanto, el atlas foliado que obtenemos es Ay = {(Ux, pa) : A € A}

O

Nota 16. Consideremos a X un campo vectorial no-singular como antes. La informacion
relevante en la demostracion anterior, es la que se obtiene de la compresion del push-
forward del encaje suave g : [—1,1] — M. En efecto, dado un punto xy € [—1,1], se
tiene que existe un abierto coordenado Jy, C [—1,1]y Ugz,) C M que contienen a xq y
g(zo) € M, respectivamente. Por otro lado, se tiene un mapeo G que relaciona los haces
tangentes correspondientes, lo cual se muestra en el siguiente diagrama:

g
JIO - Ug(ﬁb‘o) ;

o

T-1,1] —— > TM



66 M. G. Morales-Alvarez y M. A. Dela-Rosa. Andlisis dinamico de campos...

y mds especificamente, en espacios tangentes:

{zo} ——— {g(x0)}

Tl’o JIO Tg(ﬂfo)Ug(ﬂﬁo)

9x,zq

= (LJEO)* = (LUg(Io))*

T [-1,1] 9*4@0) 9($0)M ﬁ) Ty

(wo) M

donde vy, 'y LUy (g SON las inclusiones correspondientes'®. También Rang(g.,z,) = 1, es
decir, gz, es un mapeo lineal inyectivo, de lo cual se tiene que Im g, ,, es un subespacio

vectorial de Tg(x0)Ug(zy) = Ty(x0)M de dimension 1.

Sea Vg(z) = Gu,zo (A(mo)% |w0) € Ty(z9)M. Entonces, en la figura 16, se muestra la
curva integral ¢;(g(xo)) que pasa por g(xo) € M con vector tangente X g5,y € Tg(zy) M.
Entonces, como Im g tiene interseccion transversal con ¢1(g(xo)), se sigue que estos
vectores tangentes son linealmente independientes y por tanto forman una base para el
espacio tangente, es decir, Tg 5\ M = R(Vg(z0), X g(0))-

0 __//.g_\\
—1 e

Img

Figura 16. X, transverso a Img en p = g(z) con x = xo.

8.4. Foliaciones en T? via el Teorema de Denjoy-Siegel

Los siguientes resultados son aplicaciones directas de la proposicién 16 para M = T?2.

16 os push-forwards correspondientes son isomorfismos lineales, de acuerdo con la proposicién 6.
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Corolario 3. Suponer que X es un campo vectorial no-singular de clase C",r > 1 en T2
Entonces, la familia

F = {Trayectorias de X} = {C(p) : p € T?} = {Lo : a € A},

es una foliacion de codimension 1.

En el siguiente resultado, al campo vectorial se le impone una condicién mads fuerte
que antes, el ser de clase C", r > 2. Notar en el corolario 3, que  puede ser 1, lo que dara
pauta a proporcionar un campo vectorial para el que no hay ni érbitas periédicas ni densas,
pero sin embargo si tiene una foliacién asociada de dimensién 1, y serd precisamente
usando el campo de Denjoy X p, como veremos en breve.

Corolario 4. Dado X como el Teorema 4 (de Denjoy-Siegel) (i.e. no singular y de clase
C",r > 2), se tiene que
F={C(p):pe T

define una foliacién de codimension I en T?.

9. Conclusiones

En este articulo, se estudid y analiz6 la dindmica de flujos para campos vectoriales
en un 2-toro. La teoria de 2-variedades diferenciables, permiti6 estudiar la nocién y
caracterizacion de campos vectoriales no singulares, es decir, aquellos que no tienen
puntos de equilibrio, hipdtesis importante para establecer los resultados principales, ver las
subsecciones 3.4 y 3.5.

El teorema 1 sobre la existencia y unicidad de curvas integrales definidas en todo R,
es decir, las trayectorias asociadas a un campo vectorial en una 2-variedad diferenciable
cerrada, lo cual, via el teorema 2 y el corolario 2, se particularizé para campos vectoriales
no singulares en T2. Se mostraron algunos ejemplos, ver subseccién 3.4; mas atn, en la
subseccion 6.2, se analizaron campos vectoriales no singulares constantes, X, ;, cuyas
curvas integrales son las proyecciones de rectas paralelas, con pendiente obtenida de
las componentes del campo X, j: el teorema 3, determina que son dos tipos de curvas
integrales, o bien puras 6rbitas periddicas, o bien, se tienen solamente 6rbitas densas en
T?2. El teorema 4 es parte central de este trabajo en el que se muestran las condiciones
para garantizar una generalizacion del teorema 3 para campos vectoriales no singulares no
constantes y clase al menos C? en T?.

Estos teoremas que describen las curvas integrales de los campos vectoriales no
singulares, permitieron formular resultados sobre la temdtica de foliaciones por curvas,
que se pueden apreciar tanto en las proposiciones 15y 16, como en los Corolarios 4 y 3.

Como parte de la contribucién en este trabajo, se tiene que las demostraciones y
conceptos sobre 2-variedades suaves, se ejemplificaron de forma concreta, realizando los
detalles puntualmente en cada demostracion, haciéndolas lo més precisas posibles para el
caso del toro 2-dimensional.
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En general, muchas afirmaciones y conceptos no estdn en una sola referencia, ni en una
misma notacién, lo que hace que nuestra tarea haya sido trabajar el material, de tal forma
que el desarrollo de los temas fuera paulatino, usando variadas referencias y poniendo
los resultados y definiciones en un mismo tenor. Es en este sentido que este articulo
se considera como una fuente de informacién de buen nivel y no trivial, para que los
lectores interesados en estas temadticas tengan acceso tangible a través de la presentacién
comprensiva que se ha hecho.

Cabe destacar, que existen teorias mds elaboradas y avanzadas, como se puede ver en
[C-N2013, Miller2002, Niv2001] sobre foliaciones en superficies, y que no necesariamente
provienen de campos vectoriales.
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A. Diferentes estructuras del 2-Toro
A.1. Estructura de 2-variedad

En este apartado se colectan algunos resultados conocidos sobre S! y el toro 2-
dimensional, seguimos las ideas en [Lee2013].

A.1.1. S'como una 1-variedad suave

En esta seccién veamos que S! es una 1-variedad topolégica. Primero, observemos que
St es un espacio topolégico con la topologia relativa heredada de R?, esto es,

Tl = {BNS!: B € Tpa}.
Ademds, S! es:

i) Hausdorff y segundo contable, ya que R? es un espacio Hausdorff y segundo contable.
ii) Localmente euclidiano: Sean Uii7 i = 1,2, los subconjuntos de S' (ver la figura
A1), definidos como:

(]+ :{<.’171,$2) 681 1 X >O}7 i:172’

?

U~ ={(z1,20) €S* 1 2; <0}, i=1,2.

(3

Notemos que
St=UfuU; uUS UU; .
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Se tienen las funciones goii, 1 =1,2, ver la figura A1, que son homeomorfismos:
¢r U — (-1,1) CR, ¢y (z1,72) = 2o,
¢y Uy — (=1,1) CR, @ (21,22) = 21.

Cuyas inversas son:

-1

(¢8) " (L) = UE, (68) 7 W) = (FVI-TPy),
(¢5) " (L) — UF (68) 7 W) = (5 EVI-TP).
R R

%
=4+
I‘()

Figura Al. Cartas de S*.
Tenemos que Agi = {(UE, o) : i = 1,2} es un atlas para S'.

A1.2. T2 =S' x S! como 2-variedad
La definicién de una 2-variedad suave, es andloga a la definicién 2.

En la subseccién A.1.1 le dimos la topologia relativa a S, a decir ‘Igfl ={BnN St
B € Tg2}. Por lo cual, la topologfa con la que consideramos al toro (T?) es la topologia
producto, es decir,
T2 = {By x By : By, By € T},

Por la proposicién 1, dado que S* es una 1-variedad suave, tenemos que T? = S* x S! es
una 2-variedad suave.

Sea
A = {(+7_aiaj)? (+,+aiaj)’ (_?+7iaj)a (_7_7i ]) : Z)J = 172}
Para o = (+, —,4,j) € A, definimos:
Ua =U" XV y 9o =0 x5

Anélogamente definimos Ug y ¢g, para toda 3 € A. Asi, por la proposicién 1, un atlas
suave de T? estd dado por: Apz = {(Uy, 9a) : « € A}.
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A.2. T2 como espacio cociente y métrico

Usando [Tal1992], en este apartado definiremos una métrica en T2. Primeramente,
se tiene la relacién de equivalencia definida como sigue: dados P = (z,y) y P’ =
(2’,y’) dos puntos en el plano, decimos que P estd relacionado con P/, P ~ P, si
(x—2,y—y)€eZxLZ.

Dado que ~ es una relacién de equivalencia, para un punto P, denotamos su clase por
[P]:={P' €R?*: P ~ P}, VP cR?
es decir, una clase [P] = [(z,y)] es el conjunto de puntos en el plano de la forma
(x 4+ m,y+n),conm,n € Z.

Los puntos en el plano se descomponen en clases de equivalencias. En la figura A2 se
muestran las clases!” de [P(0,0)], [Q(z,0)], [R(0,y)] y [S(x, y)]-

[ ] ] [ ] [ ] < [ ] [ ] [ [ ]
P(~2,2)
] 5] ] ] ¢ ] [ (] ]
R(2y+)  S(r—2.9+1)

[o] = [P(0,0)]

[ ] [} [ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ]
vy Py (o] = [Q(,0)]

o (¢} (<) (<) = ?

R0,0)] o) e o o [o] = [R(0, )]
[o] = [S(z,y)]

* ® ¢ ° P(0,0) Q( r‘.[]} ® ® *

] ° (4] (4] ¢ 5} e &) e

[ ] [ [ ] [ ] L [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura A2. Clases del cero y otros puntos genéricos.

Definicion A.1. El conjunto cociente del plano por la relacion de equivalencia ~ es un
toro, denotado por T := R?/ ~, ver la figura A3.

Ahora bien, podemos considerar el siguiente cuadrado ABC' D con vértices en A(0, 1),
B(0,0), C(1,0) y D(1,1). Para un punto arbitrario P = (z,y) en el plano elegimos
nimeros enteros m,ntalque 0 <z —m <1, 0<y—n<1,(x —m,y —n)estienel
cuadrado ABC D y satisface que

PZ(x,y)NQ:(x—m,y—n)

17En este apartado, usaremos la notacién no estindar P(x,y) para referirnos al punto P con coordenadas (z, ),
lo que permitird mejorar la comprensién de las ideas mostradas en las imdgenes.
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Sl
Figura A3. Toro T? = S' x S' 2 R?/ ~.
Por lo tanto, si pegamos el lado AB con el lado DC'y el lado AD con el lado BC, de

acuerdo con la relacién de equivalencia el resultado nos dard un toro. Uno puede pensar en
el toro como el resultado de identificar los circulos finales del cilindro, ver la figura A4.

AB | cD

=
o=
=
o
=

A B/C D

B(0,0) cho)

Figura A4. El toro como espacio cociente topolégico.

Definicién A.2. Sean p = [P]y p’ = [P']. Definimos la distancia de P a P' como"8

~ A . /
pp,p') = ol p(Q, Q).
Q'elP)=p'

Con la distancia p, el toro 7" resulta ser un espacio métrico.

BAqui p(Q, Q') denota la distancias euclidiana en el plano.
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A.3. Superficie parametrizada por un cubriente suave

En este apartado haciendo uso de [Pa-De M2012, pag. 12, Example 2] y [Bu-Gi2005,
pag. 13, Example 1.3.3], describimos al toro como una superficie parametrizada S, la
cual es la imagen del mapeo

¢:R* — 8 CR?

definido por

o(u,v) = ((2 + cos(2mv)) cos(2mu), (2 4 cos(27v)) sin(27u), sin(27v)).

Se tiene que ¢ es un difeomorfismo local (de hecho es un cubriente suave).
Observamos que ¢(u,v) = p(u1,v1) siy solo si (u,v) — (ug,v1) = (u — u1,v —

v1) € Z2. Por lo tanto, si tomamos [(u,v)] € [O’Uzw = R?/7% = R?/ ~, tal que

[(0,0)] # [(u,v)]. Entonces existe un tnico (z,y) € [0,1] x [0,1] tal que

m((2,y)) = [(u,v)],

donde 7 es el mapeo cociente 7 : R? — R?/Z? = R?/ ~ . Esto permite definir una
aplicacidén (de conjuntos)

®:R?/Z* — 81, ®([(u,v)]) := p(z,y).

Lema A.1. ®([u,v]) = ®([(u1,v1)]) si [(u,v)] = [(u1,v1)]-

A4. Estructura diferencial en S via ¢

Usando el hecho de que ¢ es un cubriente suave, definiremos en S un atlas de la
siguiente manera.

Sea J = [0, 1]. Se tiene que ¢: J x J — 87 se convierte en una parametrizacion
de 87. Entonces, dado ) € S, existe un abierto Vg C 8¢ tal que el mapeo restriccion
v, : W= ¢(Vg) — Vg, es un difeomorfismo. Entonces, variando el punto Q en 87
como conjunto de indices, se tiene el siguiente atlas

Asr ={(Vg,v¥q) : Q € 87},

donde los mapeos de coordenadas son g := (<,0Q)_1 , los cuales denotaremos simple-
mente como (u, v) = ¢q.

Lema A.2. Como variedades suaves St y T? son difeomorfos.

Usando ® se puede dar a R? /Z? = R?/ ~ la estructura de variedad suave, usando la
de S' x S' o equivalentemente la de S7-.
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