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RESUMEN. En este articulo definimos un espacio modular de matrices llamado domi-
nio fundamental y lo empleamos para estudiar la equivalencia entre la forma canénica
de Jordan y la descomposicidn en valores singulares. En la seccién 2 resolveremos esta
cuestion algebraicamente para dimensién 2, en la seccién 3 lo haremos de forma geo-
métrica en un caso mds general. Por tltimo ilustramos esta equivalencia en el caso de

5[(2,R) en la seccién 4.
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ABSTRACT. In this article, we define a modular space of matrices called the funda-
mental domain and use it to study the equivalence between Jordan’s canonical form
and the singular value decomposition. In Section 2, we solve this mater in algebraic
terms for dimension 2. In Section 3, we give a geometrical way in a more general case,
at the end we illustrate these equivalence cases of s(2, R) in Section 4.
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1. Introduccion

Pese a que una matriz cuadrada no siempre es diagonalizable, si admite ser represen-
tada mediante la forma canénica de Jordan y, también, admite una descomposicién en
valores singulares (ver [1] capitulos 7 y 8, también [5] secciones 6.7 y 7.1). Cada una de
estas representaciones tiene sus ventajas, por ejemplo, para calcular potencias de matrices
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en el caso de Jordan o para evitar el uso de nimeros complejos al representar una matriz
real en el otro. Mas atin, cada una tiene un claro significado geométrico.

Al contar con ambas representaciones para cualquier matriz cuadrada (real o comple-
ja), podemos compararlas, considerando que ambas nos dan descripciones geométricas
diferentes (por lo general) de la misma transformacién. Solo en el caso de las matrices
simétricas semidefinidas positivas es posible hacer que ambas representaciones coincidan.
En el caso general, veremos cémo y en qué medida se puede explicar la equivalencia entre
ambas representaciones tanto algebraica como geométricamente.

En este trabajo se propone el concepto de dominio fundamental, como un conjunto de
pardmetros para describir espacios matriciales, lo cual corresponde con la nocién de un
espacio modular, en donde los puntos representan objetos matematicos o clases de equiva-
lencia de dichos objetos. Son ejemplos de espacios modulares el Grassmaniano Gr(k, V')
de un espacio vectorial V, la variedad de Chow y el esquema de Hilbert. El dominio
fundamental propuesto aqui describe las clases equivalentes de matrices ortogonalmente
similares.

En la siguiente seccién, ademds de definir el dominio fundamental para matrices 2 x 2,
este se estudia en detalle mediante pardmetros fundamentales. En particular, se estudian
las propiedades espectrales y descomposiciones en términos de estos pardmetros. En la
tercera seccidn se estudia el dominio fundamental para el caso de matrices cuadradas
de cualquier dimensién, contexto en el cual la imposibilidad de factorizar el polinomio
caracteristico hace necesario abordar el problema desde un punto de vista geométrico.

Finalmente, en la dltima seccién, se considera el caso de un grupo de Lie matricial y
se describe la descomposicién fundamental para las matrices de SI(2,R). En el contexto
de la teoria de Lie la forma candnica de Jordan se generaliza mediante la de Jordan-
Chevalley (ver [2]) mientras la descomposicion en valores singulares corresponde con la
descomposiciéon de Iwasawa (ver [6]).

Los resultados de este articulo, en general, en particular los teoremas y sus corolarios,
asi como la mayor parte de los lemas y definiciones, son originales del autor. Los resul-
tados importantes que no son originales del autor se encuentran citados, bien sea en el
enunciado o en la demostracion.

2. Dominio fundamental
Recordemos que una matriz simétrica M con entradas reales es llamada semidefinida
positivasi z7 - M - & > 0, VZ € R".
Lema 1. Sea M una matriz real simétrica. Entonces:
a) Es ortogonalmente diagonalizable con valores propios reales y dicha forma diago-
nal corresponde con la forma candnica de Jordan.

b) Si M es semidefinida positiva, esta forma coincide también con la descomposicion
en valores singulares.
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¢) Si M tiene algiin valor propio negativo, es posible transferir ese menos a la corres-
pondiente fila de la matriz de cambio de base a la derecha (o la columna correspon-
diente de la matriz de la izquierda) para convertir los valores propios en singulares
y asi recuperar la descomposicion en valores singulares.

Demostracion. Se sigue de [5], pdgina 374, teorema 6.17 (ver también [1]). O

Definicion 1. Sea M’ una matriz 2 x 2 con entradas reales, llamaremos a M’ sesqui-
simétrica si puede expresarse como la suma de una matriz antisimétrica y una matriz
escalar.

En particular, si consideramos una matriz normal, vemos que la forma candnica de Jor-
dan es diagonal pero puede incluir valores propios complejos y matrices unitarias. Ana-
lizdndolo por bloques, vemos que podemos obtener una matriz sesquisimétrica a partir
de una matriz unitaria, su adjunta y una matriz diagonal de vectores propios conjugados,
obteniendo el siguiente resultado:

Lema 2. Sea N una matriz normal (i.e. NTN = NNT) con entradas reales 2 x 2 que

no es simétrica. Entonces N tiene una descomposicion en valores singulares de la forma

a b}_@,[\/aQ—i—bQ 0 ]
- b

b a 0 va? +b? M

donde ©' denota una matriz ortogonal. Ademds, su descomposicion en bloques de Jordan
(diagonal en este caso) estd dada por

B I R | v i

|

Demostracion. La primera identidad se sigue al considerar:

o — 1 a b
S Vartpr| b oa ]’

y observar que es ortogonal. La segunda se sigue directamente, al efectuar el producto
matricial de las tres matrices al lado derecho. El hecho de que toda matriz normal 2 x 2
que no sea simétrica sea sesquisimétrica es algo que se evidenciard mds adelante. O

Observacion 1. Si N’ es una matriz normal 2 X 2 con entradas reales y determinante
negativo, entonces es ortogonalmente diagonalizable, por lo tanto N’ es una matriz simé-
trica. Esto puede evidenciarse ya que un determinante negativo no puede corresponder
con el producto de dos valores propios complejos conjugados.

Antes de abordar una perspectiva general, conviene considerar otros dos casos parti-
culares. Por un lado podemos considerar una matriz ortogonalmente similar a un bloque
de Jordan y por otra parte, tenemos que ocuparnos de las matrices cuyos espacios propios
no son ortogonales entre si.
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Ejemplo 1. Consideremos ahora el caso de matrices cuyos espacios propios no son or-
togonales entre si. En particular, si My es una matriz de la forma:

3)

M, — [ sinf cosf } ’

0 1

sus valores propios son 1y sin 0, sus vectores propios, (1,0) y (cos@,1 — sin ) no son
ortogonales, salvo que 0 sea /2 6 3w /2. En este caso, los valores singulares de My son
o = /1 £ cosb, asuvez, los vectores propios de M9TM9 que se utilizan en la descompo-
sicion en valores singulares, en este caso son de la forma v = (cos @ F 1, —sin6) que ya

siendo ortogonales solo falta normalizarlos. Ast, la descomposicion en valores singulares
es:

-1 1 —sinf 1 —cosf
M — V2 V2 V1 —cosf 0 v/2(1 — cos 0) 2 @)
o 11 0 V1+ cosf sin 0 1+cosf |~
V2 V2

v/2(1 + cos0) 2

Por otra parte, la descomposicion en bloques de Jordan (diagonal en este caso) estd dada
por:

1 cos
_ | sin@ cos® | | 1  cosf sinf 0 sinf —1
M@"[ 0 1 }"[0 1—sm9} { 0 1} i T R
1—sind
Ejemplo 2. Sea
a 1
=l ]

entonces sus valores singulares estdn dados por:

o= \/a2—|—1/2:|:\/a2—|—1/4.

A su vez, la base ortogonal de vectores propios de MI M, que se emplea en la descom-
posicion en valores singulares, en este caso viene dada por los vectores:

v:<y2ivﬂffﬁl—@

que ya siendo ortogonales falta normalizarlos.

Demostracion. Vemos que:

2
T a a
Mo Ma = [ a a’+1 ]’
de modo que los valores singulares de M, son justamente las raices cuadradas de las
raices del polinomio caracteristico |Mg My, — A1 | = A2 — (2a® + 1)A + a*, lo cual
permite verificar la primera parte del teorema. El resto se sigue al reemplazar los valores
de ) y resolver el sistema homogéneo asociado a la matriz M M, — 1. O
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2.1. Dominio fundamental en dimension dos

Ahora veremos que es mas conveniente describir los valores propios a partir de los
singulares y no al revés, empleando la forma polar:

Proposicion 1. Toda matriz real 2 X 2 con determinante no negativo es ortogonalmente
similar a una matriz de la forma:

(6)

M’:@E:{COS& —Sing][m 0 }:[alcosﬁ —0ogsinf

sinf cos# 0 o9 o18inf o5 cosf

donde o1 y o4 son los valores singulares de M’.

Demostracion. Por la descomposicion en valores singulares, sean O y O matrices orto-
gonales tales que M’ = OX0 = OT(0O0)XO0, ya que M’ y ¥ tienen determinante no
negativo, podemos asumir que © = OO es una rotacion. O

Proposicion 2. Sea M una matriz 2 X 2 con entradas reales. Por la proposicion 1 M
puede descomponerse como:

B cosf) —sind rilr] O 1
M_(I)[sine cos 0 ][O 3 e )

donde ® es una matriz ortogonal con determinante positivo.

Demostracion. Como en la proposicion 1, podemos usar la descomposicion en valores
singulares y sin pérdida de generalidad asumir ® con determinante positivo. Si el deter-
minante de M fuese negativo © resultaria ser una inversion, en tal caso, al multiplicar
tanto > como O por la matriz diagonal autoinversa con coeficientes —1 y 1 obtenemos la
descomposicién deseada. O

Definicion 2. A la expresion (7) la llamamos descomposicion fundamental de M. Lla-
mamos valores fundamentales a los pardmetros r; € R (donde r? = ; son los valores
singulares de M)y a 0 lo llamamos dngulo fundamental. Estos tres son los pardmetros
fundamentales y pertenecen al dominio:

D:{(Tl,T2,9)| T22|7"1|, 96(*7T,7T]}C]R2XSI, (8)
el cual recibird el nombre de dominio fundamental.

Observacion 2. Las matrices reales 2 x 2 que son ortogonalmente similares poseen los
mismos parametros fundamentales, salvo tal vez por el signo del dngulo fundamental, el
cual se invierte 0 — —6 cuando el determinante de la matriz de conjugacion ® es menos
uno.

Observacion 3. Conjugar la representacion fundamental con ® igual a la rotacion inver-
sa (con dngulo —0), equivale a intercambiar el orden de la matriz diagonal y la rotacion,
sin perdida de generalidad conservamos la rotacion a la izquierda.
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Observacion 4. Transponer una matriz también cambia el orden de la matriz diagonal y
la rotacion, pero al mismo tiempo invierte el signo del dngulo fundamental 0 — —6 salvo
que 0 = 7 (0 si escogiéramos otro dominio). En particular, cuando 6 es igual a cero o a
m, M = MT. Para invertir una matriz en términos del domino fundamental tenemos que
transponerla y luego invertir los valores propios A; — 1/\;.

Por iultimo, al multiplicar una matriz por su transpuesta el dngulo fundamental se
vuelve cero, los valores fundamentales quedan elevados al cuadrado y la matriz ® de
conjugacion, dependiendo del orden de los factores, o bien permanece idéntica, o se
modifica multiplicando por derecha la matriz de rotacion del dngulo fundamental.

Calculamos los valores propios a partir del dominio fundamental para establecer las
relaciones que buscamos. Es clave resaltar que las caracteristicas geométricas de una trans-
formacion lineal en las que estamos interesados, tales como los valores propios, los valo-
res singulares y las bases implicadas, al igual que las relaciones entre ellas, son invariantes
para transformaciones ortogonalmente similares. Los valores propios \; de M son:

|M — M| = X2 — (01 + 02)cosO\ + o107 ©)

1
=\ = 5 |:(01 + 02)6059 + \/(01 + 0'2)200820 — 40’102:| . (10)
Esta formula puede reescribirse en términos de los pardmetros fundamentales:

Theorem 1. Los valores propios de una matriz real M de tamario 2 X 2 pueden obtenerse
a partir de los pardmetros fundamentales mediante la formula:

1
A\ = 5 [(7“1 |r1] +73) cos @ + \/(rl 71| +73)2 cos? 0 — 4rq || r%} : (11)

Interpretando el resultado anterior, es posible identificar de inmediato las regiones
del espacio (r1,72,6) que corresponden con ciertos tipos de matrices, por ejemplo las
matrices singulares corresponden con las superficies 11 = 0y ro = 0.

Observacion 5. En el espacio (r1,r2,0) las matrices simétricas corresponden con las
superficies 0 = nmw conn € Zy con la superficie 11 = —rsy, mientras las demds matri-
ces normales estdn representadas en la superficie r1 = ro. Las matrices antisimétricas
corresponden con las rectas r1 = ro cuando 6 = (n+1/2)w con n € Z. Las matri-
ces ortogonales se identifican con las rectas ro = 1 = *r1 y las matrices escalares se
encuentran en las rectas 11 = ro para 0 = nmw con n € Z. Observemos que cuando
r1 = 1o = /0 la férmula para los valores propios se convierte en A = o cos 0 + io sin 6.

Mas importante serd la ubicacion de las matrices tipo Jordan, que podemos hallar
mediante el discriminante del polinomio caracteristico (o1 + 02)? cos? § — 4o109. El
siguiente corolario justifica la escogencia de los nuevos pardmetros r; en lugar de o;.

Corolario 1. Dentro del dominio fundamental, para un valor fijo del pardmetro 0, las
matrices tipo Jordan corresponden con rectas en el plano (r1,r2). De este modo, las
matrices tipo Jordan corresponden con una superficie reglada dentro del dominio funda-
mental (ver figura 1).
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Demostracion. Si el discriminante es cero los dos valores propios son iguales a:

A= (01 + 03)cosb,

DN | =

y por lo tanto, si la matriz no es escalar no puede diagonalizarse, pues si fuera diagonal
seria escalar e invariante por conjugacion. En este caso, las matrices tipo Jordan pueden
ser vistas como la frontera entre las matrices de valores propios reales y las de valores
propios complejos. Es crucial determinar bien esta frontera, donde la condicion A\; = A
implica (o1 + 02)? cos? § = 4o109 y por lo tanto:

2/3153
cosf = + V192 (12)

o1+ 02
Sea gy =12, 09 = 3,71 = T CcOSQ y 3 = 7 sin a, entonces:

2T1T2

cosf = +— 5 = T sin2aq,
ri+r3
por lo cual:
1 1
a=g sin ! (4 cos0) = 3 [g + 9} . (13)

Fijando 0<6<mn/2
o =n/4+0/2
cra =mn/4 - 6/2

- Valores propios reales.

~_ Valores propios complejos.
@B Bloques de Jordan.
\ a : @ Mairices normales.

Figura 1

Lo tnico que falta considerar para aclarar por completo la escogencia del dominio
fundamental, es la manera mds apropiada de restringir los pardmetros de tal forma que po-
damos representar todas las clases de matrices de forma inyectiva, tanto como sea posible,
pues hay ciertas singularidades, por ejemplo cuando r; = r2 = 0 el dngulo fundamental
puede tomar cualquier valor y la matriz en cuestién seguird siendo la misma.

Primero, respecto a 71 y 7o, hay que notar que intercambiar los valores singulares
corresponde con cierto tipo de conjugacién ortogonal (rotar 7 /2), por lo tanto sélo nos
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vamos a interesar en el semiplano r, > r1. Ademas multiplicar una matriz por menos uno
es equivalente a remplazar 6 — 6 + 7, en este caso podriamos restringir el pardmetro 6 al
dominio [0, ), pero en cambio preferimos restringir mas r; mediante |r1| < 75 y tomar
0 € (—m,m].

Por supuesto que hay muchas otras formas de definir este dominio que funcionan
igual de bien. Escogimos esta por consideraciones e interpretaciones de tipo geométrico
que se dardn a conocer al momento de emplear un cuarto pardmetro ¢ para identificar las
distintas matrices que se producen por conjugacién dentro de cada clase de equivalencia.

Note que al restringir § = 0, toda pareja (1, 72) en el dominio fundamental correspon-
de con una matriz que se diagonaliza con valores propios reales, iguales a r; |r;|. Mientras
que cuando restringimos § = +7/2, por el contrario, sélo es posible diagonalizar con
reales en los casos donde r; < 0, ya que en otro caso A = =+iriry, a su vez, en este
caso las matrices tipo Jordan se hallan sobre el eje 7; = 0 y corresponden con todas las
matrices nilpotentes. Debido a la simetria del coseno al cuadrado, lo que ocurre con el
discriminante entre § = w/2y 8 = w y el resto del intervalo, es un reflejo de lo que
ocurre entre § =0y 6 = 7/2.

Observacion 6. Toda matriz 2 x 2 de entradas reales con determinante negativo es dia-
gonalizable. En efecto, vemos que si r1 < 0 el discriminante es siempre positivo.

Observemos primero como expresar los vectores propios en términos de los valores
singulares asumiendo que la matriz tiene determinante positivo. En realidad aparecen dos
férmulas, una asociada a cada fila de la matriz singular M — AI y se obtienen rotando los
vectores fila /2, veamos una de ellas. Las coordenadas de los vectores propios en esta
seccion se dan siempre en términos de la base ortonormal dada por las columnas de ®:

— 1
U= <02 sin 6, % cosf F 5\/(01 + 09)?cos? 6 — 40202> . (14)

Aqui aparece el seno del angulo fundamental, de modo que no en vano incluimos los valo-
res § € (—m,0) en el dominio fundamental, como hubiéramos podido pensar observando
los valores propios, que s6lo dependen del coseno.

Theorem 2. Es posible describir los vectores propios de una matriz real 2 X 2 a partir
de los parametros fundamentales mediante la formula:

r1lri| =73

1
7= <r§ sin 6, cosf F 5\/(7’1 71| +7r2)2 cos? 0 — 4ry || r§> . (15

Veamos algunos casos particulares:

Observe que cuando r; = 0:
1-1
U= T‘% <Sin€7 % cos 9> . (16)

A suvez § = /2 implica:

U= <7‘§,IFT2\/—T1 \7’1\> . a7



Lecturas Matematicas, vol. 46 (2) (2025), pp. 81-101 89

Y sir; = ro = r tenemos:
7 =1r%(sinf, Fisinh). (18)

Para las matrices tipo Jordan:
v = <Ugsin9,01;02cosﬁ>. (19)

En breve realizaremos los calculos para hallar el vector propio generalizado. Otro caso
particular que es facil de observar es # = 0. En estos ejemplos podriamos obtener vectores
nulos o paralelos. Como se mencioné antes existe otra férmula, la cual debemos usar en
tal caso:

L rifn| =13 1 ) > .
7= fcosﬁig\/(rl|r1|+r2)2cos29—4r1|r1|r2,r1\r1|sm9 . (20)

Abhora, resolviendo el sistema (M — A )@ = ¥

Corolario 2. Es posible asociar a todas las matrices tipo Jordan en el dominio funda-
mental un mismo vector propio generalizado W = (0, —1).

Demostracion. Asumiendo que el discriminante del valor propio es igual a cero, que ¥ es
un vector propio, A el valor propio, que o7 # 02 y que M viene dada en términos de sus
valores fundamentales, segun las férmulas que hemos obtenido, tenemos que:

01— 02
2
o1 sin@

cos) —oysinf z
92 =01 { Yy }

o9 sin 6
o1 — 02 . 5 (21)
——=sinf

cos 0 9

donde @/ = (z, y). Es posible verificar que la matriz en efecto es singular y que el sistema
es consistente, obteniendo:

(”12”2 cos 9) x4 (—oasinf)y = oo sin, 22)
y en conclusién, @ = (0, —1). O
En el caso de las matrices tipo Jordan, la férmula obtenida para el valor propio en

términos de los valores singulares es inversa a las obtenidas anteriormente (ver lema 2).

Corolario 3. La traza y el determinante de una matriz M € Msy2(R) a partir de los
pardmetros fundamentales, estdn dadas por tr(M) = (rq |r1| + r2)cos@ y det(M) =
ry || 73

2.2. Dominio fundamental expandido

Ahora definimos un cuarto pardmetro ¢ para distinguir todas las matrices y no sélo
las clases de equivalencia, expandiendo asi el dominio fundamental. En el contexto de
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la descomposicion fundamental, consideremos las siguientes cuatro posibilidades para
definir la matriz de conjugacién :

cos ¢ —sind)} [cosd) sin ¢ } {—cos¢ —sinqb} {—cosqﬁ sin ¢

sing cos ¢ sing —cos¢ —sing cos¢ —sing —cos¢ |’

Estas cuatro matrices pueden obtenerse unas a partir de las otras multiplicindoles a la
derecha matrices diagonales y ortogonales (es decir con unos y menos unos en la diago-
nal), las cuales son sus propias inversas y conmutan con cualquier otra matriz diagonal,
en particular, con la matriz diagonal de la descomposicién fundamental. Si el 4ngulo fun-
damental no es cero y ® tiene determinante negativo, es necesario multiplicar el dngulo
fundamental por —1 si queremos conmutar la matriz de rotacién fundamental con alguna
matriz diagonal y ortogonal con determinante negativo.

Lema 3. Si el dngulo fundamental es cero, las cuatro posibles matrices ® recién mencio-
nadas producen exactamente el mismo efecto al conjugar. Si el dngulo fundamental no es
cero, las dos matrices de determinante negativo solo le cambian el signo respecto a las
otras.

Como ya dijimos que ¢ debe tener determinante positivo, escojemos trabajar siempre
con la primera matriz, y gratuitamente obtenemos el dominio del nuevo pardmetro ¢ €
[0, 7). Esto significa que en el dominio fundamental el signo del determinante depende
solo de 7.

Como los elementos en la regién r; = ro del dominio fundamental, son los Unicos in-
variantes ante este tipo de conjugaciones (ortogonales), tiene perfecto sentido geométrico
colapsar el eje 6 en el dominio fundamental e imaginar que el cuadrante |r1| < ry gira en
torno a la semirrecta r; = 75 al variar el nuevo pardmetro ¢, hasta caer en el cuadrante
opuesto, al pasar de ¢ = 0 a ¢ = /2. Lo anterior es consistente con el hecho de que
la conjugacién que corresponde al dngulo ¢ = 7/2, equivale a intercambiar los valores
fundamentales.

Mientras intercambiar los valores fundamentales es equivalente a reflejar sobre la se-
mirrecta r; = ro, multiplicarlos ambos por menos uno en principio significa rotar un
angulo m, pero debido a la identificacion de los dos semiplanos mediante ¢, al ignorar
este pardmetro vemos que multiplicar por —1 a la larga puede entenderse como reflejar
sobre la semirrecta 11 = —ry, desde el punto de vista de las clases de equivalencia. Lo
anterior nos lleva a contemplar un hecho muy particular.

La conjugacion deja quietos a los elementos en las clases donde 7; = 75. Si en cambio
ignoramos el pardmetro ¢ y variamos 6 (desde cero), podemos imaginarnos que estamos
rotando el cuadrante |r1| < ry sobre la semirrecta r; = —rs (cuando llegamos a 7 el
cuadrante se halla reflejado en el cuadrante opuesto), pues las clases en dicha semirrecta
no estdn cambiando al variar 6, ya que no dependen de 6, los elementos dentro de las
clases sin embargo, si se estdn reordenando entre tanto, a diferencia del caso anterior,
como lo ilustra el siguiente lema.
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Lema 4. Para las matrices cuyos valores fundamentales satisfacen r1 = —rs, multiplicar
a izquierda por © es equivalente a conjugar con ®, de la siguiente forma:
cosf —sinf -0 0| —o 0 1
[sin& cos @ }{0 0]@{0 0]¢‘ ’ 23)
donde d =0/2y
| cos(8/2) —sin(0/2)
¢ = { sin(0/2) cos(0/2) |- 24

Demostracion. Para conmutar el producto de la matriz diagonal con la matriz ®~1, se
debe multiplicar por —1 la ¢-esima fila y columna, por las propiedades de simetria y
antisimetria del coseno y del seno, esto es equivalente a invertir la matriz ® ! al momento
de pasar la matriz diagonal al lado derecho, de modo que © = 2. O

En este sentido, notamos que las clases de equivalencia en el dominio fundamental no
siempre estdn representadas de manera dnica aun tras colapsar el eje 6.

Segtn lo que hemos visto, existen muchas posibilidades para definir el domino fun-
damental expandido, restringiendo en mayor o menor medida los dngulos y en forma
contraria los valores fundamentales. Por ejemplo podemos restringir al maximo los angu-
los y no restringir los valores fundamentales en lo absoluto, asi el dominio fundamental
expandido seria:

E = {(7‘1,7"2,9,(,25) ‘ 0 € [77T/277T/2)v (rb € [077(/2)3 (7”1,7”2) € RZ} (25)

En cambio, resulta conveniente definir el dominio fundamental expandido restringiendo
al maximo los valores fundamentales, al restringir los dngulos lo menos posible:

E= {(Tlar2707¢) ‘ 0 S (771'377]3 QS € [Oaﬂ)7 |T1| S TQ}- (26)

El segundo dominio parece mas apropiado para ser interpretado geométricamente.

Para tratar de entender la geometria del dominio fundamental expandido empezamos
considerando el cuadrante |r1| < ro del plano § = ¢ = 0, imaginemos entonces que al
variar ¢ desde cero hasta 7 estamos rotando dicho cuadrante alrededor de la semirrecta
r1 = 7o hasta que regresa a su sitio, asi describe una figura {2 que corresponde con la
mitad de R? limitada por el plano r; = —ry donde 6 = 0.

Ahora consideremos esta figura {2 como la mitad de un subespacio tridimensional
inmerso en R*, variar § puede verse entonces como una doble rotacién, que deja invariante
el plano {r; = —re} C 2 mientras lo rota un dngulo —6; entre tanto {2 hace un barrido
dentro de la cuarta dimensién, de modo que cuando 6 = 7, 2 se ha convertido en el medio
subespacio opuesto (la mitad opuesta de (2).

Esto luce un poco como las coordenadas esféricas en el espacio tridimensional, pero
al fijar los dngulos, en lugar de obtener semirrectas obtenemos cuadrantes, por lo cual es-
tamos parametrizando a R* y no a R3. Esta interpretacion sobre la geometria del dominio
esta contenida en el siguiente teorema.
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Theorem 3. El dominio fundamental expandido:
E= {(T15T2797¢) ‘ 9 S (_ﬂ-aﬂ-] 9 ¢ € [Oaﬂ-> ) |7nl| S 7’2}7 (27)

puede identificarse con una parametrizacion de R*, donde al fijar un dngulo y variar el
otro, variar ¢ fija el plano {ry = ro} C E mientras hace invariante al plano {r; =
—ro} C E, por otra parte variar 0 también hace invariantes a los planos {ry = £ra} C
FE pero no fija a ninguno de ellos.

Demostracion. Es ficil notar que las matrices cuyos valores fundamentales son iguales,
son invariantes por conjugacién, de modo que ¢ fija el plano {r; = ro} C E. Aplicando

el lema 4 vemos a la vez que ¢ y # hacen invariante al plano {r; = —ry} C E. Por tltimo,
como ¢ fija el plano {r; = ro} C FE, los tnicos grados de libertad que quedan son r; y 6,
de modo que la accién de 8 también hace invariante a este plano. U

El nuevo pardmetro podria llamarse dngulo de conjugacion o dngulo de base, ya que
es el unico que depende por completo de la escogencia de los ejes de coordenadas (con la
condicién de que sean perpendiculares entre si y con una escala fija) y en este sentido es
relativo al punto de vista del observador.

3. Descomposiciéon Fundamental para matrices en dimensién n

Evidentemente el método anterior no puede generalizarse demasiado, ya que los po-
linomios de grado cinco o mayor no pueden resolverse por radicales (ver [4], seccién
56, capitulo 10) y esto implica que, en dimensiones superiores, nunca vamos a tener for-
mulas explicitas para factorizar el polinomio caracteristico. Es posible definir el dominio
fundamental, pero en general, resultard imposible dar férmulas para los valores propios
directamente a partir de los parametros fundamentales.

Tal vez sea posible, sin embargo, obtener férmulas explicitas en R3 y R%, no obstante,
podemos resolver el problema de forma mdas general (mas no de forma explicita) desde
un punto de vista geométrico. El niimero de valores y dngulos fundamentales puede cal-
cularse facilmente. Es claro que una matriz n X n debe tener n valores fundamentales,
uno por cada valor singular. La matriz depende de n? pardmetros, y ya tenemos n; de los
n(n — 1) pardmetros restantes sélo la mitad corresponde con rotaciones fundamentales,
pues la otra mitad son para definir la matriz de conjugacioén.

Podemos definir la descomposicién fundamental para una matriz real M de tamafio
n X n mediante la férmula:

M = 20xe7, (28)
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donde ¢ y O son matrices ortogonales con determinante positivo y 3 es la matriz diago-
nal:

rilma] 0 0 ... 0
0 s 0 .. 0

> = 0 0 7’% .. 0 , (29)
0 0 0 .. r?

definiendo los valores fundamentales r; a partir de los valores singulares o; mediante

r? = 0,y con la condicién |ry| < ry <rg < ... <1y
Un toro maximal en un grupo de Lie compacto es un subgrupo de Lie conexo, com-
pacto y abeliano maximal (ver [3], pagina 152). En el caso de las matrices ortogonales de

dimensién par, el toro maximal corresponde (o es isomorfo) con las matrices de la forma:

Ry, 0O 0 .. 0
0 Ry, O .. 0
0 0 Rg, ... O , (30)
0 0 0 Ry,
donde
Ro, = cosf; —sinb; 31)

sinf; cosb;

En el caso de las matrices ortogonales de dimensién impar, las matrices del toro maximal
son practicamente iguales:

"Ry, 0 0 .. 0 0]
0 Rey, O .. 0 0
0 0 R, 0 0
. (32)
0o 0 0 Ry,
L0 0 0 0o 1]

No es dificil notar que toda matriz ortogonal con determinante positivo es ortogonalmente
similar a una matriz del toro maximal, dnica si ordenamos los dngulos de menor a mayor.
De este modo podemos definir n/2 dngulos fundamentales en el caso pary (n — 1)/2 en
el caso impar. Como sabemos que O depende de n(n — 1)/2 pardmetros, los pardmetros
restantes, servirdn para definir un espacio invariante de dimensién n — 2 asociado a cada
angulo fundamental.

A continuacién se presenta un enfoque donde no serd necesario definir la matriz de
rotacién fundamental explicitamente a partir de pardmetros. Lo que haremos es volver a
darle un vistazo a los resultados anteriores y profundizar en el andlisis.
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Ejemplo 3. Consideremos la descomposicion fundamental cuya matriz diagonal es:

, [1 0
E—{og]' (33)

Ahora queremos entender como la matriz ' intercambia entre si los subespacios de di-
mension uno, es decir que en general, queremos estudiar la accion de las matrices diago-
nales n. X n reales sobre el espacio proyectivo P, (R). Supongamos ademds que o > 1.
Consideremos el subespacio unidimensional definido a partir de un pardmetrot € Ry un
pardmetro fijo o > o como {(at,t) (es decir, conformado por los puntos (x,y) = {(at,t)).

En este caso estamos suponiendo que r; = 1. El caso general se reduce a este me-
diante 0 = o9/(r1 |r1]|), cambiando de igual forma la escala de los valores propios y
singulares pero no las caracteristicas geométricas de los espacios propios en el escenario
de la descomposicién fundamental.

Lema 5. En el ejemplo anterior, el dngulo entre las rectas (at,t) y {(at, ot) coincide con
el dngulo entre (at,at) y (t, at), pues cada pareja es el reflejo de la otra sobre la recta
(t,t). Esto a su vez implica que la accién inducida por ¥ preserva el dngulo entre {at,t)
y (ot, at), pues es igual al dngulo entre sus imdgenes {at,ot) y (t,at) (ver figura 2).

Demostracion. Al aplicar la accién inducida por ¥’ a la recta («t, t), esta se convierte en
(at, ot), si reflejamos esta imagen sobre la recta parametrizada por (t,t) obtenemos la
recta (ot, at). Si ahora aplicamos la accién inducida por Y/ a la recta (ot, ot) obtenemos
la recta (t, at) y si la reflejamos sobre la recta (t,t) volvemos a obtener el subespacio
original («t, t). O

(t,at)

(at,ot)

(at,t)

Figura 2

Esto revela claramente la naturaleza de la correspondencia que existe entre la descom-
posicién en valores singulares y la forma candnica de Jordan a un nivel muy general.
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Theorem 4. Sea > una matriz diagonal con determinante positivo de tamario n X n.
Consideremos todas la tuplas maximales de subespacios unidimensionales linealmente
independientes, tales que los dngulos entre ellos permanezcan invariantes mediante la
accion inducida por X:

a) Para cada una de estas tuplas, existe al menos una rotacion fundamental © que
lleva a las imdgenes mediante 3. de estos espacios de regreso a sus preimdgenes,
convirtiéndolos, mediante la descomposicion fundamental, en espacios propios.

b) El niimero de rotaciones fundamentales asociadas a una tupla es finito cuando esta
tiene al menos n — 1 elementos.

¢) Todas las tuplas con menos de n elementos corresponden, mediante la descomposi-
cion fundamental, con matrices que no se pueden diagonalizar, ya que tienen aso-
ciados bloques de Jordan no triviales.

d) Por otra parte, las rotaciones fundamentales que no corresponden de manera pre-
cisa con alguna tupla, definen matrices con valores propios complejos, mediante la
descomposicion fundamental.

Demostracion. (a) Para cada tupla, como ¥ preserva los dngulos entre los subespacios
y la orientacion, es posible rotarlos de vuelta a su lugar y sin duda esto los convierte en
espacios propios.

(b) Ahora consideremos una tupla con n — 1 elementos. Sea (2 el subespacio de di-
mension n — 1 que contiene a todos los elementos de la tupla, y sea I' el subespacio de
dimensién n — 1 que contiene a todas las imdgenes mediante > de los elementos de la
tupla. Cualquier rotaciéon fundamental asociada a dicha tupla tiene que mandar a I' en
Q ala vez que lleva las imagenes mediante > de los elementos de la tupla de regreso a
sus preimdgenes, por ello, si los signos de los valores propios estuvieran predeterminados
(por ejemplo si tuvieran que ser todos positivos) no podria existir mds de una rotacién
fundamental correspondiente. En efecto, supongamos que los signos de los valores pro-
pios estdn predeterminados, consideremos una base ortonormal para I' e incluyamos, de
dltimo, un elemento mds para convertirla en una base ortonormal de todo el espacio.

En tal caso, como la matriz de rotacién fundamental siempre tiene determinante positi-
vo, la accién inducida por esta matriz no cambia la orientacién de la base, y las imdgenes
de los primeros n — 1 elementos de la base ya estdn determinadas por asumir que los
signos de los valores propios estdn predeterminados. El dltimo elemento de la base tiene
que tener una imagen perpendicular a todas las demds, de magnitud uno y que preserve
la orientacién de la base, lo que nos deja con una unica posibilidad. Por lo tanto, en este
caso, sélo puede existir una rotacién fundamental ©¢. En general sélo existen un niimero
finito de maneras de preestablecer los signos de los valores propios, luego solo existe un
ndmero finito de rotaciones asociadas a la tupla en cuestién.

(c) Como las tuplas son maximales, aquellas que tienen menos de n elementos corres-
ponden con casos degenerados, donde dos o mds de los elementos de la tupla se encuen-
tran colapsados, lo que da lugar a los bloques de Jordan.
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(d) Si consideramos una matriz de rotacién fundamental que no corresponde de mane-
ra precisa con ninguna tupla, no serd posible hallar los vectores propios para construir la
forma candnica de Jordan sin usar complejos. O

En el caso de una matriz con determinante negativo, necesitamos que se invierta la
orientacion en lugar de preservarse, al tiempo que se preservan los dngulos de las tuplas.
El teorema muestra que el problema en cuestion se reduce a identificar las tuplas asociadas
a una matriz diagonal dada, lo cual pudimos hacer en R2, pero en R? este problema es
mucho mds complicado.

Algunos casos particulares en R3, sin embargo, pueden reducirse al caso de R?, esto
ocurre cuando el eje de la rotacién fundamental coincide con uno de los ejes coordenados,
pues dicho eje es invariante mediante la rotaciéon y la accién de la matriz diagonal 3,
correspondiendo con un espacio propio, mientras que lo que ocurre en el complemento
ortogonal de dicho eje, el cual también es invariante bajo la rotacién y la accién de X,
luce exactamente como el caso que ya resolvimos explicitamente en R2. Esto nos permite
identificar una gran cantidad de tuplas en R3 con la caracteristica de que un elemento es
perpendicular a los otros dos.

Consideremos ahora otros casos particulares de R que podemos entender desde R2.
Retomemos el ejemplo que dio pie al lema. Anteriormente asumimos « > ¢ 'y vimos que
tenfamos un par de elementos distintos del espacio proyectivo asociados a este valor «,
y hay otro par de elementos, las imdgenes del par anterior mediante ', donde el dngulo
entre las rectas se preserva. Si en cambio suponemos & = ¢ no tenemos dos pares de
rectas, pues la imagen de una coincide con la otra, que es justamente la diagonal (¢, t),
por lo cual en este caso sé6lo hay tres rectas.

(t,(V2)t)

((V2)t,t)

Figura 3

Si en cambio tomamos o = /0, tampoco tenemos dos pares de rectas, pero en este
caso, no coinciden una imagen con una preimagen, sino que coinciden las dos imdgenes
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y las dos preimdgenes, asi que ahora sélo tenemos dos rectas que son, un elemento y su
imagen mediante Y./, y cada una coincide con la otra al reflejarlas sobre (¢, t) (ver figura 3).
Este es el caso degenerado donde los espacios propios se colapsan (bloques de Jordan),
las rotaciones fundamentales que van mads alld de este punto corresponden con valores
propios complejos mediante la descomposicion fundamental.

A partir de este caso podemos encontrar por construccidn nuevas tuplas, para otros
casos particulares de R3, pues habiendo colapsado dos espacios propios, podemos tomar
como eje de rotacién aquel que es perpendicular a los dos espacios propios que quedan
y reducir este caso a R?. De este modo podemos conocer muchas otras tuplas con la
caracteristica de no tener mds de dos elementos. Ahora nos enfocamos en estudiar el caso
doblemente degenerado donde se colapsan los tres espacios propios.

Corolario 4. En el contexto del lema 5, donde las rectas {(at,t) y (ot,at) se convier-
ten simultdneamente en espacios propios mediante la rotacion fundamental que les co-
rresponde, es posible calcular los valores propios correspondientes en términos de los
pardmetros oy o mediante las formulas:

2 2
a®+o
A= ————, 34
! a?+1 (34
y
2 2 2
a“c” +o
Ay =\ ————. 35
2 a? +o? (35)
En particular, o« = /o corresponde con un tnico valor propio A\ = /o y podemos

verificar que en este caso ambas formulas coinciden.

Demostracion. Calculemos los valores propios en términos de los pardmetros o 'y o de
manera general. Al hacerlo obtenemos:

a? + o2
A D] = , >N = —, 36
1l DIl = e o)l = A =y 577 (36)
y
a?0? + o2
A = =M= —F— 37
2 [, )| = [[{o, a0} | = A 1o 37
O
Ahora sabemos que @ = /o corresponde con un tnico valor propio A = /0.
Ejemplo 4. Consideremos la matriz (donde 1 < a < b):
1 0 0
0=1]0 a 0 |. (38)
0 0 b

Consideremos también una rotacion fundamental que se pueda descomponer en dos, la
primera rotacion que sea aquella que fija el eje r y que corresponde con el caso donde
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los otros dos espacios propios se colapsan; y la segunda rotacion, que sea una que fije
el eje perpendicular, tanto al eje v como al otro espacio propio colapsado, y tal que
colapse todos los espacios propios en uno. Para entender como actud la segunda rotacion,
debemos considerar la matriz:

[ 2)=[ 2]

donde ¢ = b/\/a. Debemos tener presente que la iiltima matriz no corresponde con la
base candnica, sino con la base {(1/+/a + 1) (y/a,1,0),(0,0,1)}. Aplicando el mismo
razonamiento de antes encontramos el espacio propio tres veces colapsado, es decir, la
tupla de un sélo elemento; este es el espacio generado por el vector:

<¢5, Vb/a, \N&+¢F>. (40)

Como esta férmula no luce del todo simétrica, con respecto a los pardmetros a y b,
queremos observar qué pasa si incluimos el tercer pardmetro que obviamos, sustituyendo
la matriz diagonal.

Corolario 5. En el escenario del teorema 4, la matriz diagonal (donde 0 < a < b < ¢):

> =

o O

0 0
b 0 |, 41
0 c
tiene asociada una tupla con un tinico elemento, el cual es el espacio generado por el

vector:
<¢c/77 Ve/b [V alb+ \/l%> (42)

Como la férmula sigue sin ser del todo simétrica, tenemos que asumir que no hemos
hallado una sola tupla con un tnico elemento, sino tres de estas monotuplas, y que corres-
ponden sélo con el primer y dltimo octante, por lo tanto, tenemos al menos doce de estas
tuplas solitarias.

Demostracion. El resultado se obtiene mediante el mismo razonamiento aplicado en
ejemplo 4, al reemplazar la matriz 3. O

Observacion 7. La expresion para el vector del iiltimo corolario se simplifica consi-
derablemente al escribirse en términos de los pardmetros fundamentales, mediante la
asociacion obvia a = 1%, b =13, c = r3:

r3 T3 1 T2
) — + — ’ (43)
T T2 T2 1
lo cual revela una vez mds la conveniencia de emplear al dominio fundamental en este
contexto.
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Aqui la meta es hallar un criterio geométrico general para identificar las tuplas, como
lo podemos hacer en R? de manera muy simple, reflejando sobre la diagonal la imagen
mediante > de un subespacio, para encontrar el compafiero con el cual formar una tu-
pla. Si encontraramos una forma de generalizar esta idea a R, podriamos tener una res-
puesta explicita para esta tesis, mediante un criterio geométrico, sin acarrear un bulto de
parametros.

4. FEl dominio fundamental y s[(2,R)

Para aplicar de forma sencilla nuestro entendimiento del dominio fundamental a la
teoria de Lie, consideremos el grupo de Lie S1(2, R) de las matrices 2 x 2 con determinante
uno junto con el producto usual de matrices, cuya dlgebra de Lie es s[(2, R) conformada
por las matrices 2 x 2 de traza cero y donde el corchete de Lie es el conmutador.

Desde el punto de vista de los pardmetros fundamentales, que la traza de una matriz
sea igual a cero quiere decir que (r1 |r1| + 73) cos@ = 0 (corolario 3). De este modo
podemos identificar en qué regién del dominio fundamental se encuentra s/(2, R). Vemos
que sl(2,R) = Dy U Dy, donde D; corresponde con las matrices tales que 71 = —7ra y
Dy, con aquellas donde § = =+ /2. Por la observacién 5 vemos que D; estd conformado
por matrices simétricas, y por lo tanto la correspondencia entre las descomposiciones en
tal caso estd dada por el lema 1. El siguiente teorema ilustra lo que ocurre en Ds.

Theorem 5. Para M € Dy C sl(2,R), donde el dngulo fundamental es § = +m/2,
fenemos:

_ 0 -1 rilril 0 -1 _ 0 —7"5 -1
M_ifb{l 0 }{0 2 P =+ im0 L 2 (44)

donde el signo * en la matriz es igual al signo % de 0, sin pérdida de generalidad pode-
mos asumir 0 = w /2, olvidarnos del menos y asumir ® = I para escoger un represen-

tante adecuado de la clase de equivalencia del dominio fundamental a la que pertenece
M.

La férmula para los valores propios en este caso es A\ = trqoy/—r1 |r1], por lo cual
este caso a su vez se divide en tres casos:

a) Cuando r1 = 0, tenemos que M es nilpotente y por lo tanto similar a un bloque de

Jordan: )
_ |0 —r3
M = [ 0 0 ] . (45)
b) Cuando r1 < 0 la matriz M puede diagonalizarse con valores propios reales:
10 —r3 B —rire 0 1
M o |: *T% 0 :| o A |: 0 T1To A ’ (46)

donde
A:{” 2 ] )

oo
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¢) Por iltimo, cuando r1 > 0 los valores propios de M son complejos:

10 —T% _ —iriry 0 1
M= |:T'% 0 :| _B|: 0 ’iTlTQ B ’ (48)
donde
B= [ 2T } . 49)
. —Iiry

Demostracion. Mediante célculo directo, se comprueban las identidades:

0 —r% B —rirg 0 1
|:—’f’% 0 :|A|:O 7‘17’2:|A ’ (50)
Y 2
0 —-ry | —iryrg 0 1
[ r? 0 } =B [ 0 ir1Te }B ’ D
O

El teorema anterior sugiere que los pardmetros fundamentales son particularmente
adecuados para describir SL(2,R). Para concluir, pese a que el enfoque geométrico de la
seccion 3 es el mds general, este resultado no es tan explicito como el obtenido median-
te el enfoque algebraico de la seccién 2. No obstante, dicho enfoque algebraico podria
generalizarse un poco en un futuro, para dimensiones tres y cuatro. Por otra parte, para
dimensiones superiores, el enfoque geométrico, tal vez, podria darnos un criterio para de-
ducir resultados algebraicos. Por tltimo, en un contexto mas general, podria estudiarse la
relacion entre la descomposicion de Jordan-Chevalley y la descomposicion de Iwasawa.
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