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ABsTrRACT. We prove that a semilinear elliptic boundary value problem has
at least three nontrivial solutions when the range of the derivative of the non-
linearity includes at least the first two eigenvalues. Two of them are of one
sign (positive and negative, respectively), and the third solution changes sign.
Extensive use is made of the Mountain Pass Theorem and the Leray-Schauder
degree.
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RESUMEN. Se demuestra que un problema eliptico semilineal tiene por lo menos
tres soluciones no triviales cuando el rango de la derivada de la no linealidad
incluye al menos los dos primeros valores propios. Dos de las soluciones son de
un signo (positivo y negativo, respectivamente) y la tercera solucién cambia de
signo. En la demostracién se usan, de manera esencial, el Teorema del Paso de
la Montafia y la teoria de grado de Leray-Schauder.

Este trabajo ha sido apoyado parcialmente por Colciencias, Proyecto Cédigo 1118-05-
11412 Contrato 063-2002.
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1. Introduccién

En este trabajo se estudia la existencia de soluciones multiples para el problema
de Dirichlet no lineal

{Au+f(u)—0, en {2 (1)

u =0, en 012,

donde ) es un dominio acotado en RY (N > 3) con frontera suave, A es el
operador de Laplace y f : R — R es una funcién diferenciable tal que f(0) =0
y f es asintéticamente lineal, es decir,

t
f'(o0) ;== lim /) eR.
[t|—oo T
Sean 0 < A} < Ay < -+- < A < -+ la sucesién de valores propios de
(—=A) con condicién cero en la frontera de Q y @1,¢2, -+ , @k, -+ la sucesién

de funciones propias correspondientes.
En este articulo se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Si f/(0) < Ay y f/(c0) € (Mg, Akt1), con k un entero par, k > 2,
entonces el problema (1) tiene por lo menos tres soluciones no triviales, de las
cuales una es positiva, otra es negativa y la tercera cambia de signo.

La existencia de soluciones al problema (1) ha sido ampliamente estudiada
por muchos autores (ver [4], [5], [6], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [17],
[18], [19], [20], [21]). A. Castro y J. Cossio en [9] estudian la existencia de
soluciones en el caso radialmente simétrico cuando el rango de la derivada de
la no linealidad incluye al menos los primeros j valores propios y € es la bola
unitaria en RY; alli se emplean técnicas de teorfa de bifurcacién y se utiliza
el hecho de que la primera ecuacién que aparece en (1) en el caso radialmente
simétrico se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria. Los mismos autores
estudian el problema (1) en [10], cuando © es un dominio acotado en R,
el rango de la derivada de la no linealidad incluye al menos los dos primeros
valores propios y la derivada de la no linealidad esta acotada, lo cual permite
utilizar el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt (ver [7]) para reducir la
solubilidad del problema (1) a un problema finito dimensional.

A diferencia del teorema principal de [10], el Teorema 1.1 no depende del
acotamiento global de la derivada de la no linealidad. Su demostracion usa el
Teorema del Paso de la Montana, debido a A. Ambrosetti y P. Rabinowitz (ver
[5]), para probar la existencia de soluciones de un signo al problema (1) y la
teorfa de grado de Leray-Schauder para demostrar la existencia de una solucién
que cambia de signo.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2 se de-
muestra la existencia de dos soluciones que no cambian de signo y en la Seccién
3 se prueba la existencia de una solucién que cambia de signo.
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2. Existencia de dos soluciones que no cambian de signo

Sean fT :R — R la funcién definida por

_Jfr@®, t>0,
170 = {f’(O)t, t <0, @)

y Fr(t) = fot fT(s)ds. Sean H el espacio de Sobolev Hg () (ver [1]) y J7T :
H — R el funcional definido por

J*(u) /Q<;|vu|2F+(u)> da. (3)

Como f'(c0) € (Ak,Aky1), f es sublineal. Por lo tanto JT es de la clase
C(H,R) (ver [19]) ¥

DJ* (u)v :/ (Vu.Vv — f* (u)v) dz, Yu € H, Yv € H. (4)
Q

Recordamos que u € H es una solucién débil de (1), con f reemplazado por
[T, s

/(Vu.Vgafer(u)go)dx:O Yo € H.
Q

Por lo tanto u es una solucién débil de (1), con f reemplazado por f, siy sélo
si u es un punto critico J7.

Para demostrar la existencia de un punto critico de JT utilizaremos el Teo-
rema del Paso de la Montana (ver [5]). A continuacién probaremos que se
satisfacen las hipGtesis del mencionado teorema. Claramente J+(0) = 0.

Lema 2.1. Existen a > 0 y p > 0 tales que
lull,, =p=J" (u) 2 o ()

Demostracién. Como f'(0) < Aj existen € > 0y § > 0 tales que
2

ey [F & _
Fr@= [ rmasmi-95. vee-00). (©
0

Como f es sublineal, existen constantes a; > 0y as > 0 tales que, si n > 0
entonces
ai az

F* ()< (555 + 507) KPT = PGP, s fel =0 ()
Seaue€ H. Sean Ay :={ze€Q/ |[u(z)| <o}y Ar:={ze€Q/ |u(x)| >d}.
Usando (6) y (7) se tiene que

Jt(u) = % ||u||i —/A F* (u) do —/A FT (u) dx
1 2 8
S Ly (A1 —¢) 2 24 ®)
> Sl - s Qu dx — P (6,n) A || da.
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Sea 0 < 1 < +%5. De (8), usando la Desigualdad de Poincaré (ver [7]) y el

Teorema de Encaje de Sobolev (ver [1]) de H en L?T7(Q) (ver [1]), existe
C > 0 tal que

1 A —€
T )2 Sl — AL w2 o (s g2
2 21 (9)
2 &
—lul?, (55— € PG ).
El Lema 2.1 se sigue de (9). v

Lema 2.2. Existe i € H tal que ||al| > py J* (a) <0.

Demostracion. Como [ (00) > Ag, existen constantes ag > Ao y a4 tales que

Ft(¢) > a3§ tag, VE>O. (10)

Sea ¢ la primera funcién propia de —A, con condicién de Dirichlet cero en la
frontera. Sea t > 1. Por la definicién de J* y (10), se tiene

1
7o) = [ (3190l = F* (t9)) do
2 2
<5 [Vl - 52 [ -l (1)
2 Ja 2 Ja

2 2
< —/ \\V¢||2dx——a3/¢2dx—a4lﬂ\,
2 Q 2 Q

Como

/ IVo|? do = / A\ p?dx. (12)
Q Q
De (11) y (12) se tiene

t2
T < S - ag)/ Pz — as |9 (13)
Q
Usando (13) y recordando que a3 > A1 se obtiene
Jt (ty) — —00, t— +o0,

de donde se sigue el lema. o]

Demostraremos a continuacién que el funcional J* satisface la condicién de
Palais-Smale.

Lema 2.3. El funcional J* satisface la condicién de Palais-Smale. Es de-
cir, dada una sucesion {un},cy en H tal que {J* (un)},cy es acotada y
DJ* (up) — 0 cuando n — oo, existe una subsucesion {un, },cy convergente.
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Demostracion. Sea {u,}, .y € H tal que {J (up)},, oy s acotada y
DJ* (u,) —0, cuando n — oo.

Segtin la proposicién B.35 en [19] basta probar que {u,},y es acotada para
obtener la condicién de Palais-Smale. Supéngase, razonando por el absurdo,
que {up},cy Do es acotada. Entonces, existe una subsucesién, que por abuso
de notacién llamaremos {un},cn, tal que [|u,||, — + oo. Definase la funcién

h:R — R como
B f'(00) t, t2>0,
hit) = {f’ (0) t, t<o. 19

Claramente h es continua y, por la definicién de fT,

fr@) =ht) +~(t) (15)
donde
t
yﬂo cuando [t| — +o0. (16)
Como 22(wn) _,  cyando n — 00, de (4) y (15) se sigue que para cada v € H,

”un”H

/ v ) ve- h (tn) va(u") v | de — 0. (17)
) lunll ,, lunll,, — lluall,

A continuacion se demuestra que

/ () ) g0, o e HL (18)
a \luall,

Dado ¢ > 0, por (16), existe My > 0 tal que si |t| > M, entonces

t
’y <e. (19)
Por la continuidad de ~, existe k > 0 tal que
lv(@#)| <k, Vte[-Ms, Ms]. (20)

Entonces, para v € H fijo, teniendo en cuenta (19), (20), la Desigualdad de
Hélder y la continuidad del encaje H — L2 (),

/7(“")1;619;3 / ¥ (un) d+/ Mvdw
o \Tunll Tnl Tnl
[t \>M2 [0 | < Ms
lanll, o], + — Jlo], | (21)
< Tl Tl
k Q)
<o 0 ol + 12

= Juall,,

1
k1912 o,

Como —pr——= — 0, n — 00, de (21) se sigue (18).
"
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Por (17) y (18) se obtiene

/ \Y tn Vv — h (ttn) v | de—0, Vv e H. (22)
) [unll,, [unll

Puesto que {ﬁ} es una sucesién acotada, existe una subsucesién, que
"V ) neN
por abuso de notacién se escribird igual, tal que
Unp
—~w en H (23)
lunll,,

para algin w € H. Dado que el encaje H — L? () es compacto,
U

[unll,

A continuacién se demuestra que w # 0. Supdngase que w = 0. Es claro que

‘DJ* (un)  Un IDJ* (un)

—sw en L?(Q). (24)

(P, (25)

lunll,,  lluall, [unll,,

Por lo tanto, por (4) y (25)

B /[h(un) n () ] de0.  (26)
H Q

Un

[unll,,

[unll,, llunll, — llunll,, llunll,

Razonando como en (18) se tiene

V(Un) Unp .

De (24) y la hipétesis w = 0 se sigue que

h(up) up .
/| <||un||H ||un||H> ! ‘

< / h(up) up x| + / h(up) up i
un>0 HunHH ”unHH Ur <0 HunHH ”un”H
) ) (28)
/ un !/ U’n
= ‘f (Oo) 3 dm"‘lf (0)| 2
un>0 [[unlly; un<0 [|unll,
2 2
Unp, Unp,
<|f )| 7 + 1 O ||| —O0.
Tl |, Tuall |,

Combinando (26), (27) y (28) se llega a 1 = 0. Esta contradiccién demuestra
que w # 0.
De (22), (24) y el Lema de Vainberg (ver [19]), se tiene

/ (Vw.Vv —h(w)v) de =0, Yve H. (29)
Q
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Esto lleva a concluir que w es soluciéon débil no trivial del problema

(30)

Aw+h(w) =0, en,
w =0, en 0f).

Por los resultados de S. Agmon en [2] se concluye que w es solucién cldsica de
(30). Si 4 :={z € Q:w(x) <0}, entonces w = 0 en 9. Luego

(31)

Aw+ f(0) w=0, eny,
w =0, en 0Q).

Puesto que cualquier valor propio de —A en cualquier subregién de €2 debe ser
mayor o igual a Ay (ver [16]) y f' (0) < A1, se concluye que Q3 = 0. As{, w >0
en 2y de (30) se sigue que

{Aw + f (0) w=0, enQ, (32)

w =0, en 0N);

pero esto contradice la condicién f’ (c0) > Aq. Por lo tanto {uy }, oy es acotada.

v

Por los lemas 2.1, 2.2 y 2.3 el funcional J* satisface las hipétesis del Teorema
del Paso de la Montana, con lo cual se concluye que (1) tiene una solucién débil
no trivial u. Por los resultados de S. Agmon en [2] esa solucién débil es cldsica.

Sea Q' := {x € Q/u(z) < 0}. Por la definicién de f* se tiene que

(33)

Au+ f'(0) u=0, en,
u =0, en O€Y.

Como f/(0) < A, se sigue que ' = 0. Asf, u > 0 en €. Por lo tanto, f™(u) =
f(w). Ahora (1) se puede reescribir como

(34)

A(—u) + 7f’1§u) (—u) = —f+1§u)u, en €,
u =0, en 05,

donde

(O _ max{f(©,0)  f(&) _ min{f(),0}
& 3 ’ 3 3
para todo £ > 0 y se define fiT(g)(O) = {f'(0)}+. De esta forma, las funciones

fig(i_) son continuas en [0, +o00]. Sea c(z) := ffliztg)) < 0. Como u € C(Q), u

es acotada y, por lo tanto, ¢ es acotada. Por el Principio del Maximo Fuerte se
sigue que u > 0 en . Se ha demostrado la existencia de una solucién positiva
de (1).

La existencia de la solucion negativa se prueba de manera similar.
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Nota: En esta seccién el funcional J, definido a partir de la truncacién (2), es
de clase C2. Sin embargo, en el Teorema del Paso de la Montana sélo se usé el
hecho de ser J de clase C'. Si la truncacién en (2) se hubiera definido como

£ (0= {g W= )

el funcional .J resultaria de clase C'. Dejamos al lector la tarea de demostrar
que, en este caso, la correspondiente solucién, obtenida via el Teorema del Paso
de la Montana, no cambia de signo.

3. Existencia de una solucién que cambia de signo

Sea v : R — R la funcién definida por

v(t) := f(t) — f'(c0)t.
Por lo tanto «y(t) = o(t) cuando |t| — 4o0.
Consideremos el problema de Dirichlet

{Au + f'(c0)u + Ay(u) =0, en Q,

36
u =0, en 0, (36)

donde A € [0,1].
Sean G la primitiva de v con G(0) =0y Jy : H — R el funcional definido
por

nw = [ (§|w|2—f/<oo>“§ ~X6(w) . (31)

donde H denota el espacio de Sobolev H} ().
Como f/(00) € (Ak, Ak+1), f es sublineal y por lo tanto Jy € C'(H,R) (ver
[19]) v

(VJx,v) = DJx(u)v = /(VU.VU — fl(c0)uv — My(u)v) de, Vv € H. (38)
Q

Por lo tanto u es una solucién débil del problema (36) si sélo si v es un punto
critico de J).

A continuacién demostraremos que para R > 0 suficientemente grande y
cualquier A € [0,1] el funcional Jy no tiene puntos criticos en la esfera de
centro 0 y radio R.

Lema 3.1. Existe R > 0 tal que si ||u|]| > R entonces V.Jy(u) # 0.

Demostracion. Para demostrar el lema basta probar que las soluciones débiles
del problema (36) estén acotadas. Supongamos, por el absurdo, que existe una
sucesion {u,}, , de soluciones débiles de (36) tales que [u,| — oco.
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Como DJy(uy,) = 0, usando (38), se sigue que para cada v € H,

/Q (w Un ) G — floo) -ty — 320 u) dz =0, (39)

De manera similar a como se hizo en la prueba del Lema 2.3, se demuestra

B /Q (7(“") v> dz —0 Yve H. (40)

[lwn |

De (39) y (40) se tiene que
u

/Q (V(un).Vv — f'(00) v) dr —0 YoveH. (41)

[l || [[2n |
Ahora como {HZ—ZH} es una sucesioén acotada en el espacio de Hilbert H, existe

una subsucesién, que denotaremos igual, tal que {ﬁ} converge débilmente
n

a un elemento w € H. Similarmente a como se hizo en la prueba del Lema 2.3
se demuestra que w # 0. Dado que el encaje de H en L?(Q) es compacto se
tiene que

Up

—w en L*(w). (42)

[[n |

Usando (41) y (42) se obtiene
/ (Vw.Vv — f'(c0)wv) dz =0 Yv e H. (43)
Q

Luego w es una solucién débil no trivial del problema

/ —
Aw + f'(c0)w =0, en Q, (44)
u =0, en 0.

Por lo tanto f’(co) es un valor propio del Laplaciano. Esta contradiccién de-
muestra que las soluciones débiles del problema (36) estdn acotadas. Se concluye
asi la demostracién del lema. o]

En lo que sigue en esta seccién, sea R > 0 como en el Lema 3.1.
Lema 3.2. Si By es la bola en H de centro 0 y radio R entonces
d(VJy, Br,0) = (-1)* =1,
donde d(V Jy, Bg,0) denota el grado de Leray-Schauder.

Demostracion. De (38) se sigue que

DJy(u)v = / (Vu.Vo — f'(c0)uv) dz, Yv e H. (45)
Q

Como f/(00) no es un valor propio de —A, se concluye que u = 0 es el dnico

punto critico de Jy.
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Para encontrar el grado de Jy en la bola Br con respecto a cero, se calcula
el nimero de valores propios negativos de la segunda derivada de Jy en cero.
Sea A un valor propio del operador segunda derivada de Jy en cero. Entonces,

(D%*Jo (0) o, w) = Ap,w) =X [ Vo.Vw, Vp,wc H. (46)
Q

Usando los resultados de Castro y Lazer (ver [14]) se tiene

(D?Jy (0) p,w) = /Q (Vo.Vw — f'(0)pw), Ve,we H. (47)
De (46) y (47) se obtiene
(1—/\)/QV<,0.Vw=f(oo)/Qg0w Yo, w € H. (48)

Como la funcién propia ¢; (j € N) es solucién débil del problema lineal

Au+Aju=0, enf, (49)
u =0, en 0N2.
Se sigue que
/V(pj.sz)\j/gojw YVw € H. (50)
Q Q
reemplazando ¢ por ¢; en (48) y usando (50) se obtiene
(1=X) X = f'(c0).
Luego
!
=119 o (51)
Aj

Como, por hipétesis, f'(c0) € (Ak, Akt1) se sigue de (51) que el ndmero de
valores propios negativos del operador segunda derivada de Jy en cero es k.
Por lo tanto

d(VJo, B, 0) = (1) =1,

lo que concluye la demostracién del lema. o
Supongamos que el conjunto de puntos criticos de J es discreto. Usando el

Lema 3.1 y la invarianza del grado de Leray-Schauder bajo homotopia (ver [8])
se tiene

d(VJy, Bg,0) = d(VJy, Bg,0).
Como J; = J, usando el Lema 3.2 se obtiene
d(VJ, Bg,0) = 1.
Como 0 es un minimo local aislado de J, se sigue que

d(VJ,B,,0) =1,
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donde B, es una bola de centro 0 y radio p que no contiene ningiin otro punto
critico de J (ver [3]).

Sea P una regién acotada que contiene sélo las soluciones positivas de (1) y
N una regién acotada que contiene sélo las soluciones negativas de (1). Por los
resultados de A. Castro y J. Cossio en [10] se tiene

d(VJ,P,0) =—-1=d(VJ,N,0).
Usando la propiedad de escisién del grado de Leray-Schauder (ver [8]) se sigue
que
1=4d(VJ,Bg,0)
d(VJ,B,,0)+d(VJ,P,0)+d(VJ,N,0)
+d(VJ,Bgp — (B,UPUN),0)

=1-1-1+4d(VJ,Bg— (B,UPUN),0);

(52)

por lo tanto

d(VJ,Br — (B,UPUN),0) #0.
Por la propiedad de existencia del grado de Leray-Schauder (ver [8]) existe
u € Br — (B,UPUN) tal que

VJ(u) =0.

Hemos demostrado que existe una solucién no trivial u que cambia de signo.
Lo que concluye la demostraciéon del Teorema 1.1.
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