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ABSTRACT. A method used in finite group theory to deduce, among others,
Thomsomp’s and Timmesfeld’s replacement theorems [4], is now developed in
the context of groups of finite Morley rank and analogues results are obtained.
This procedure then, allows to have an evidence on how the Morley rank behaves
as a dimension for an infinite group.
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REsUMEN. Un método usado en grupos finitos para deducir, entre otros, los
teoremas de reemplazo de Thompson y Timmesfeld [4], se desarrolla en versién
de grupos de rango de Morley finito obteniéndose resultados andlogos, lo que
permite evidenciar cémo el rango de Morley funciona como una dimensién en
un grupo infinito.

1. Introduccién

En el estudio de teorias Nj-categoricas en teoria de modelos surgen las es-

tructuras de rango de Morley finito algunas de las cuales se presentan en la

‘naturaleza’, por ejemplo la teoria de campos algebraicamente cerrados. En

particular, los grupos de rango de Morley finito son una generalizacién de los
1
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grupos algebréicos sobre tales campos'. En el caso de un grupo w-estable el
rango de Morley se puede dar mediante unos axiomas dados por A. Borovik y
esto hace posible desarrollar una teoria de tales grupos con métodos propios
de las teorias de grupos finitos y algebraicos. Esto se evidencia en los resulta-
dos que desarrollamos a partir de [4], ahora en versién de grupos de rango de
Morley finito.

2. Grupos con dimensién

Segun la teoria de modelos es posible considerar una estructura en un lenguaje
dado poniendo énfasis en conjuntos que son definibles 6 interpretables en esta
y asignarles ‘dimensién’ a tales conjuntos. Precisamos esto en seguida.

2.1. Definibilidad e interpretabilidad. En esta subsecciéon seguimos los
textos [2] y [3].

Entendemos por un grupo G una estructura en un léxico £, que contiene
un simbolo de operacién binaria * y un simbolo de constante e y posiblemente
otros simbolos, tal que restringida al subléxico {*,e}, es un grupo; es decir,
satisface los axiomas de grupo:

1. Vo (zxy)xz=zx*(yx*2)

2. Vo xxe=exxr=¢

3. Yy dx zxy=yxx=e
De otro lado, por un conjunto definible en G, entenderemos, un subconjunto A
de G™ que es L-definible posiblemente con parametros de G; es decir, existe una
L-férmula en n variables libres 3(7)=a(7,a) , donde «(7,w) es una L-férmula
en n + k variables libres y @ es una k-tupla de elementos de G tal que

A=a(G",a) = B(G") = {m e G": G | afm,al}

Ejemplo 2.1.1. Con los anteriores supuestos, si G y H son grupos, se tienen los
siguientes hechos bésicos:

(i) Si X C G es definible , Cq(X) y Ng(X) son definibles
(ii) Si A, B C @G son definibles entonces AN B, AU B,AB y A~ B son
definibles.
(iii) Si¢: G — H es un isomorfismo y A C G es definible, ¢(A) es definible.

Ejemplo 2.1.2. Acciones de grupos. Una accién de grupo (G, X) puede ser vista
como una estructura de primer orden de 2 suertes G, X tomando
L={-,71, e,x} en la que adem4s se incluye:

1. (G,-, 71 e) es un grupo.

2. YVeeX VgeG VheGGgrx € X|N[gx(hxx) = (gh)*x]Alexz = x].

Ipara un tal grupo algebraico el rango de Morley coincide con la dimensién de Zariski del
grupo sobre el campo.
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Definicién 2.1.3. Sea A C M™ un subconjunto definible en la estructura M.
Una relacién de equivalencia ~ sobre A es definible en M si existe una Lp;-
férmula «(Z,7, ) en 2n variables libres tal que para @,b € A, @ ~ b siy solo
si M E o(Z,y,m).

Definicién 2.1.4. Si A C M™ es un subconjunto definible en M y ~ es una
relacién de equivalencia sobre A, cualquier combinacién booleana de conjuntos
de la forma % se llama conjunto interpretable en M. Si B y Bj, son conjuntos
interpretables en M la funcién f : B¥ — B! es interpretable en M si su
grafico lo es.

Definicién 2.1.5. Sea M una L-estructura y N una L’-estructura. Decimos
que N es interpretable en M si:

(i) N es un conjunto interpretable en M.
(ii) Para cada simbolo de relacién R € £’ el conjunto Ry es interpretable en
M.
(iii) Para cada simbolo de funcién f € L', la funcién fy es interpretable en
M.

Ejemplo 2.1.6. Si G es un grupo y H es un subgrupo definible de G entonces el
espacio de coclases laterales G/H es interpretable en G. Si H <0 G entonces el
grupo G/H es interpretable en G. Si G es un grupo y H < G es un subgrupo
definible, entonces la accién de grupo (G, G/H) es interpretable en G.

2.2. Universo ranqueado. Dada una L-estructura M, la clase de conjuntos
interpretables en M cumple unas propiedades que se pueden abstraer en unos
axiomas como sigue.

Definicién 2.2.1. Una coleccién U no vacia de conjuntos que cumplen los
axiomas dados en seguida se llamara universo y los conjuntos de la coleccién
se llamaran interpretables.

Axioma 1 (Clausura bajo operaciones booleanas). Si A, B son conjuntos inter-
pretables entonces AU B, AN By A~ B son interpretables.
Axioma 2 (Clausura bajo productos). Si A y B son conjuntos interpretables, su
producto cartesiano A x B y las proyecciones candnicas

T AXxB— A m: AXx B — B
como también las imdgenes de subconjuntos interpretables bajo m;(i = 1,2)
son interpretables. La diagonal As(A) = {(a,a) : a € A} es interpretable.
Axioma 3. Si A es interpretable y a € A, {a} es interpretable.

Axioma 4 (Factorizacién). Si A es interpretable y E(z,y) es una relacién de
equivalencia interpretable (es decir, el conjunto E = {(z,y) € A? : E(x,y)}
es un subconjunto interpretable de A2) entonces el conjunto A/E de clases de
equivalencia y la funcién canénica g : A — A/FE son interpretables.
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Definicién 2.2.2. Un universo U es ranqueado si existe una funcion rk : U —
N que satisface los siguientes axiomas:

Axioma A (monotonicidad del rango). tk(A) > n+ 1 si y solo si hay infinitos
subconjuntos de A inerpretables no vacios y mutuamente disjuntos cada uno
de rango al menos n.

Axioma B (definibilidad del rango). Si f es una funcién interpretable de A
en B entonces para cada entero n el conjunto {b € B : tk(f~1(b) = n} es
interpretable.

Axioma C (aditividad del rango). Si f es una funcién interpretable de A sobre
By si para todo b € B, tk(f (b)) = n entonces rk(A)=rk(B) + n.

Axioma D (eliminacion de cuantificadores infinitos). Para cualquier funcién
interpretable f de A en B hay un entero m tal que para cualquier b € B la
preimdgen f~1(b) es infinita siempre que contenga al menos m elementos.

De acuerdo al axioma A el rango de un universo ranqueado queda determinado
de forma tnica. Los conjuntos finitos tienen rango cero y se asume rk(@) = —1.

Hecho 2.2.3. ([2], lema 4.1) Sea U un universo. Si f : A — B es una funcién
interpretable y A1 C Ay B; C B son subconjuntos interpretables entonces:

(i) la restriccién de f a A; y la preimagen f~1(Bj) son interpretables.
(i) si f es biyectiva entonces f~!: B — A es interpretable.

Definicién 2.2.4. Si M = (G,-,—1,e,...) es un grupo y M es una estructura
ranqueada decimos que M es un grupo ranqueado 6 mas comunmente que G es
un grupo ranqueado y de acuerdo a lo dicho en la introduccién, es equivalente
decir que G es un grupo de rango de Morley finito.

Hecho 2.2.5. ([2], seccién 4.2) Sea U un universo ranqueado, y A y B conjuntos
interpretables en U. Entonces:

(i) tk(A) > 1 si y solo si A es infinito.

(ii) Si A C B entonces rk(A4) < rk(B).
(i) rk(A U B) = méax(rk(A4), rk(B)).

Hecho 2.2.6. ([2], ejercicio 4.2.12) Identidad de Lascar. Si G es un grupo de
rango de Morley finito y H < G es un subgrupo definible, entonces rk(G) =
tk(G/H)+1k(H). Adems4s si ¢ es un homomorfismo interpretable del grupo G
entonces rk(G) = rk(¢(G)) + rk(ker ¢).

2.3. Propiedades basicas. Los siguientes son hechos bésicos de los grupos
de rango de Morley finito que seran usados frecuentemente. G designa un grupo
ranqueado, ([2], caps 4-6).

Hecho 2.3.1. Un grupo de rango de Morley finito satisface la condicién de cade-
na descendente para subgrupos definibles y la condiciéon de cadena ascendente
para subgrupos definibles conexos.
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Hecho 2.3.2. Componente conexa. Un grupo G de rango de Morley finito tiene
un subgrupo definible maximal de indice finito llamado componente coneza el
cual es caracteristico en G y lo denotamos G°. Decimos que G es conezo si y
solo si G°=G.

Hecho 2.3.3. Si K es un campo algebrdicamente cerrado entonces K y K*
son conexos. Ademds tk(K+) =1y rk(K*) = 1.

Hecho 2.3.4. Teorema de idecomponibilidad de Zil’ber. El subgrupo generado
por un conjunto de subgrupos definibles y conexos es definible y es el producto
de un numero finito de estos.

Hecho 2.3.5. Sean H < G un subgrupo conexo y definible y X C G cualquier
subconjunto. Entonces el subgrupo [H, X] es definible y conexo.

Hecho 2.3.6. Clausura definible. Dado cualquier subconjunto X C G la inter-
seccion de todos los subgrupos definibles que contienen a X, por la condicién
de cadena descendente, es un subgrupo definible que denotamos por d(X) y se
llama clausura definible de X, el cual posee propiedades importantes que son
conservadas al pasar de X a d(X). Citamos algunas:

(i) Si un subgrupo A normaliza al conjunto X, d(A) normaliza a d(X).

(if) Si (X;)ier es una familia de subgrupos conexos de G,

d(LiJ XZ) = (d(X;):iel)

(iii) Si A < G centraliza a X < G también centraliza a d(X).

(iv) Si X C G entonces Cg(X) = Ca(d(X)).

(v) Componente conexa de un subgrupo no definible. Si A < G es cualquier
subgrupo de G, llamamos a A°=A N d(A)° la componente conexa de A
y decimos que A es conexro si A=A" y se tiene que A es un subgrupo
normal de indice finito en A y es el subgrupo conexo maximal de A.
Ademids d(A%)=d(A)° y A° <1 Ng(A).

Hecho 2.3.7. Sobre las acciones de grupo. Si (G,X) es una accién de grupo
tal que X es interpretable en G y el grafo de la accién es interpretable en G,
entonces decimos que la accién es de rango de Morley finito y tenemos:

(i) (G, X) es interpretable en G.
(ii) Si A C X entonces Stab®(A) es definible.
(iii) Si H < G es definible, entonces Cx (H) es definible.

3. El argumento de Chermak-Delgado

En este capitulo se desarrolla la version del llamado argumento de medida de
Chermak-Delgado que se usa en teoria de grupos finitos [4] para dar una prueba
sencilla del Teorema de Reemplazo de Thomson y del Teorema de Reemplazo
de Timmesfeld. Estos teoremas son usados en dicha teoria en casos en los que
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la férmula de factorizaciéon de Thompson no es aplicable (en [4] se menciona
un caso espacifico: la clasificacién de J-médulos para pares BN-locales). Pre-
sentaremos algunos resultados andlogos a los de [4] en el contexto de rango de
Morley finito.

Teorema 3.1. ([4], teorema 2.1) Sea G un grupo simple finito y no abeliano.
Entonces, |G| > |A||Ca(A)|, para cualquier subgrupo propio no trivial. En
particular, |G| > |A|? para cualquier subgrupo abeliano A de G.

En el caso de grupos de rango de Morley finito obtenemos un resultado
analogo:

Teorema 3.2. Sea G un grupo simple de rango de Morley finito entonces
tk(G) > rk(A) 4 rk(Cg(A)) para cada subgrupo definible A de G. Si A es
abeliano rk(G) > 2rk(A).

El siguiente teorema nos fue comunicado por A. Borovik, pero es debido a
Muzichuk. Su prueba, no publicada, se puede deducir de la prueba del Teorema
3.4 abajo, es decir, la versiéon en rango de Morley finito.

Teorema 3.3. Sea G un grupo finito con un subgrupo abeliano A tal que
|A]?2 > |G|. Entonces, existe un subgrupo normal N de G tal que |[N||Z(N)| >
|A]2. Ademds, si el indice de A en G es n, entonces existe un subgrupo abeliano

y normal en G de indice acotado por n?.

Teorema 3.4. Sea G un grupo infinito de rango de Morley finito y A un
subgrupo abeliano definible de G tal que rk(G) < 21k(A). Entonces:
(i) Existe un subgrupo definible y normal N en G tal que rk(N)+1rk(Z(N)) >
21k(A).
(ii) Sitk(§) = n entonces existe un subgrupo N abeliano, normal y definible
en G tal que k(<) < 2n.

Definicién 3.5. Sean G, H grupos de rango de Morley finito y supongamos que
H es interpretable en G y que hay una accién de G sobre H que es interpretable
en G. Sea D(G) la clase de subgrupos definibles no triviales de G y o un numero
real positivo. Definimos:

me = ma(G, H) = sup{ark(A) +1k(Cu(A4)) : A € D(G)}.

En adelante, a menos que se diga lo contrario, supondremos que G y H no son
finitos con el fin de tener m, > 0.

Observamos que m, estd bien definido y, més atin, que el conjunto sobre el
que se toma el sup es finito. El andlisis de los términos dados en la Definicién
3.5 es lo que llamamos Argumento de medida de Chermak-Delgado. Sean

aM =aM(G,H) ={A € D(GQ) : ark A+1kCy(A) = m4,}.

y aM, los miembros minimales de @M con respecto a la inclusion.
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Lema 3.6. Sean G y H grupos de rango de Morley finito y supongamos que
hay una accién interpretable de G sobre H, respecto a la cual designamos, para
ACGy X <H,

Ca(X)={a€A:2" =2 paracada z€ X},

Cx(A)={x € X:a2"=a paracada ac A}.
Entonces
(i) Cu(A) = Cu(d(A)) y es definible.
(ii)) Cx(A) es definible si X es definible.
(iii) Ca(X) es definible.

Demostracion. (i) Como A C d(A); Cr(d(A)) C Cy(A). De otra parte A <
Stab®(Cy(A)), pero Stab®(X) es definible para cada X C H (Hecho 2.3.7);
asi d(A) < Stab®(Cg(A)). Por lo tanto, Cy(A) = Cg(Stab®(Cy(A))) C
Cr(d(A)), lo que prueba la igualdad (i).

(ii) Cx(A) = Cy(A) N X es definible por (i).
(iii) Ca(X) = Stab®(X) N A es definible (por el Hecho 2.3.7). o
Hecho 3.7. ([5], hecho 6.2.3) Si G es grupo de rango de Morley finito y A, B
subgrupos definibles de G entonces

rk(AB) = rk(A) 4+ rk(B) — rk(A N B).

Hecho 3.8. ([5], Lema 6.2.4) Si G es grupo de rango de Morley finito y A, B
son subgrupos definibles de G entonces

rk (ATB> i (AfB) ’

Tenemos las siguientes propiedades de aM:

Proposicién 3.9. Sean G y H como en la Definicion 3.1 y A,B € aM.
Entonces:

(i) si A no es finito, A° € aM.

(ii)) A9 € aM para cada g € G

(iii) si AN B # 1 entonces AN B € aM, en particular si A° N B® # 1,
A° N B° € aM. Ademds tkCy (AN B) =k(Cu(A) - Cu(B)).

(iv) Si AN B # 1 6 si tk(H) < m, entonces: d(AB)(= d(BA)) € aM y
rk(d(AB)) = rk(AB).

(v) Sea X < G, subgrupo definible y aN = aM(X, H). Si A € aM.,. entonces
A € aN,.

Demostracion. (i) Sea a € aM, y supongamos que A no es finito. Vemos
que A° € D(G). Como rk(A°) = rk(A) y rk(A) + 1k(Cu(A)) > rk(4°) +
rk(Cp (A°)), entonces rk(Cy(A)) > (rk(Cr(A°)) y como A° < A concluimos
rk(Cp(A°)) > rk(Cg(A)). Luego A° € aM.
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(ii) Sea g € G,1k(A) = rk(A9). Es facil ver que h € C(A9) si y solo sf g €
CH(A); entonces hay una biyeccién definible entre Cy(A9) y Chy(A) de donde
tk(Cy(A)) = rk(Cy(A9)) y asi A9 € aM.

(iii) Usando la identidad de rk(AB) = rk(A) + rk(B) — rk(A N B) vélida para
subgrupos definibles de un grupo de rango de Morley finito (Hecho 3.7) y la
identidad de Lascar obtenemos:

ark (%) =arkB —ark(4AN B)
= ark(4) + ark(B) — ark(AN B) — ark(A) ()

—ank (7)< ank (U57) <o (515 ).

teniéndose la dltima desigualdad de acuerdo al Lema 3.6 (i). Ahora bien, como
CH(AB) = OH(A) N CH(B)

entonces

Pero como Cy(AN B) > Cy(A) N Cy(B) obtenemos, aplicando el Lema 3.6
(i) y el Hecho 3.8,

() o () s (S) cn(B3)
() (57

De otra parte, si AN B # 1 entonces como B € aM,
ark(B) +1tk(Cy(B)) > ark(ANB) + 1k Cy (AN B),

k| —= )21kl ———+— .
“r(AmB>r< Cr(B)

Entonces las desigualdades (*) y (**) son realmente igualdades, probando que
ANB e aM.

(iv) Nétese que cuando AN B # 1 6 cuando m, > rk(H), es vélido que
me = ark(B) + rk(Cy(B)) > ark(4A N B) + rk(Cu(A N B)) y entonces es
vélido también que las desigualdades en (*) y en (**) son igualdades obte-
niéndose my = ark(d(AB)) + rk(Cy(d(AB))) = ark(AB) + rk(Cy(AB)) y
luego aplicando el Lema 3.6 (i) concluimos lo afirmado en (iv)

La prueba de (v) es trivial. v

es decir,
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Observaciones: Si en (iii) y (vi) reemplazamos la hipétesis ANB # 1 por ANB
no es finito, entonces se mantiene la conclusion.

Es interesante notar que si en la definicién de m,, (Definicién 3.5) tomamos
artk(A)+1k(Cy(A°)) en lugar de ark(A)+rk(Cpr(A)) para A € D(G) también
se mantienen los resultados anteriores y sobre la clase de los subgrupos conexos
los nimeros asi definidos son coincidentes.

Proposicion 3.10. Sea A € aM,. Entonces:
(i) AN A9 =1 para cada g € G\ Ng(A).
(ii) Simg > rk(H) entonces aM,. no tiene miembros finitos y tiene un dnico

miembro que es (o X-
(iii) Sime > rk(H) entonces A = A°.

Demostracion. (i) Si A € aM, y g € G~ Ng(A) entonces A9 € aM por
la Proposicién 3.7 (ii) y por minimalidad A9 € aM.,. Por la Proposicién 3.9
(iii) si A9 # Ay AN A9 # 1 entonces AN A9 € aM, lo que contradice la
minimalidad de A entonces A9 N A = 1.

(ii) Sean A, B € aM, (es claro que hay miembros minimales de «M). Entonces
si AN B =1, de la desigualdad (**), atk B +rkCy(B) = m, < H, lo cual es
una contradiccién; asi A = B. Ademaés si hubiera un miembro finito entonces
tk(H) > mg,. Ademés

N x

XeaM
se puede considerar como una intersecciéon finita de conjuntos de aM y como

(| x#1

XeaMm
porque (m,, > rk H) entonces

ﬂ X € aM,

XeaM

es el inico miembro minimal de oM.
(iii) Por (ii) A no es finito y por La Proposicién 3.9 (i), A° € aM y por
minimalidad A = A°

Corolario 3.11. (/5], Corolario 6.2.7) Si tk(H) < m, entonces
( N X) £1.
XeaM
Corolario 3.12. ([5], Corolario 6.2.8) SiA,B € aM; ANB # 1 yrk(H) < mq,
entonces (AN B)° # 1.

Hasta ahora hemos usado miembros minimales de M seran ttiles también
los miembros maximales. Sin embargo, es necesario tener en cuenta que en los
grupos de rango de Morley finito las cadenas ascendentes se estabilizan cuando



10 LUIS JAIME CORREDOR & FABIO ORTIZ

los subgrupos que las forman son conexos. Por esta razon introducimos los
siguientes términos:

D(G)° ={A°: Ae D(G),A° # 1}.
y aM* son los miembros maximales de D(G)°NaM con respecto a la inclusién.

Proposiciéon 3.13. Si A € aM™ entonces:
(i) AN A9 =1 para g € G~ Ng(A).
(ii) Si mo > rk(H) entonces |aM*| = 1 y el tnico miembro maximal de
aMND(G)° es (X : X € aMND(G)°).

Demostracion. (i) Sea g € G ~ Ng(A) y supongamos A9 N A # 1. Como
A, A9 son conexos, por la Proposicién 3.9 (iv) d(AA?) € aM N D(G)®; pero
d(AA9) > A de donde d(AA9) = Ay A= A9 lo cual es una contradiccién.

(ii) Supdéngase mo > rk(H) y A, B € aM*. Por la Proposicién 3.9 (iv) d(AB) €

aM y es conexo. Entonces d(AB) = A y también d(AB) = B por la maxima-
lidad de Ay B. Asi A = B. Por el teorema de Zil'ber (X : X € aM N D(G)°)
o

es conexo y esta en la clase aM, luego es el inico en aM.

Corolario 3.14. Sea X subgrupo definible de G. Sean aN = aM(X,H) y
AeaM y B € aN N D(G)° Entonces B C A 6 AN B es finito. Si ademéds
rk H < m,, debe ser B C A.

Demostracion. Sean A, B como en la hipdtesis. Por la Proposicién 3.9 se puede

suponer que A es conexo. Si ark(425) > rk(ci”(;Ajg))) entonces por el Hecho

3.8, ark(48) > rk(CCIiIH(;AB))) de donde

ark(AB) +1kCy(AB) > ark(A) + rk(Cu(A))

y asi,

ark(d(AB)) + 1k Cy(AB) > ark(A) + rk(Cu(A))
pero entonces d(AB) € aMND(G)° y por la maximalidad de A, A = d(AB) >
B. Como

o (am5) < (Giam) < (Tem ) = (Yam )
(ver prueba de la Proposicién 3.9 (iii)), se sigue que

ark(B) + 1tk Cy(B) < ark(AN B) +rk(Cy (AN B)°).
Es decir,

ark(B) 4+ tk(Cy(B)) < ark(AN B)° +rkCy (AN B)°.

Como ANB < X y B € aNND(G)° entonces debe ser (AN B)° = 1. Ademés,
por lo anterior, si AN B es finito ark(B) + (tk Cy (B)) < rk(H); asi, dado que
rk H < m, debemos tener B C A. o

Corolario 3.15. (/5], Corolario 6.2.11) Sea X subgrupo definible de G tal que
ark(X) +rk(Cu(X)) > rk(H) y {A} = aM* entonces ANX D (aM(X, H)).
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Hasta este momento los resultados obtenidos son anédlogos de los presentados
en el articulo de Chermak-Delgado [4]. Sin embargo, encontramos ahora un
primer punto que no tiene un analogo por lo menos con las hipétesis que fijamos
inicialmente. A fin de explicarlo mejor, daremos los andlogos de los conceptos
bésicos para grupos finitos.

Definicién 3.16. ([4], Seccién 1) Sean G, H grupos finitos y supéngase que G
actia sobre H. Sea G la clase de subgrupos de G distintos de {1}. Para o > 0
definimos

me = M(G, H) =sup {|A]||Cu(A)|: A€ G}

aM={AeG:|A||Cy(A)| =mas}
y aM, los miembros minimales de M con respecto a la inclusion.

Hecho 3.17. ([4], Lema 1.6) Si m, > |H| y |aM,| > 1 (lo que en realidad se
tiene si m, = |H|) entonces si A, B son miembros distintos de aM., [4, B] = 1.

Con la notacién y resultados previos para un grupo G de rango de Morley
finito se tiene el siguiente contraejemplo: sea @« = 1 y G un grupo conexo de
centro trivial y no nilpotente y ademds de rango 2. Tomemos G = H y la
accién de G sobre H por conjugacién. Como rk(G) = 2 entonces G € aM pues
tk(G) + tk(Ce(G)) = tk(G) + rk(Z(G)) = 2. Por lo tanto si X es subgrupo
definible de G y X # {1} entonces rk(X)+rk Ce(X) < 2 pues como G es conexo
no tiene subgrupos del mismo rango, y como Z(G) = 1, rk(Cg(X)) < 1. De
otra parte, puesto que un grupo con estas hipétesis es isomorfo a K+ x K*,
el producto semidirecto de K por K* con la accién por multiplicacién, para
algtin campo algebraicamente cerrado K, tomemos A = KT, B = K*; entonces
Cc(A) = A, Cg(B) = B y usando el Hecho 2.3.3 tenemos

rk(A) + 1k Cg(A) = rk(A) + 1k(4) =1+ 1 =2,
rk(B) + 1k O (B) = rk(B) + 1k(B) = 1+ 1 = 2.

A, B € aM y son minimales en esta clase. En efecto, suponiendo que 1 # A; <
A debe ser rk(A;) = 0 pues A y B son conexos (Hecho 2.3.3) y si A; € aM
entonces rk(4;) 4+ rk(Ce(A41)) = 2 luego Cg(A1) = G (pues G es conexo),
contradiciendo el hecho de que G es de centro trivial. En forma andloga B es
minimal en aM. Ademds, como AN B = 1 se tiene que [4, B] # 1 (pues si no,
B < Cg(A) = A), lo cual muestra que el Hecho 3.17 tiene un contraejemplo G
en la versién de grupos de rango de Morley finito.

Demostracion del Teorema 3.2. Si G es finito la afirmacién del teorema es tri-
vial. Supéngase rk(G) > 1. Tomemos o = 1 y H = G en la Definicién 3.5 y
como accién admitimos la conjugacién. Como G es simple, Z(G) = 1. Entonces
tk(G) + 1k(Z(G)) < m, = my. Por la Proposicién 3.13 (i), aM* tiene un
Unico miembro A* pero por la Proposicién 3.9 (i) ese miembro seria normal
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en G; es decir A* = G, rk(G) = my > rk(A) + rk(C¢(A)) para cada subgru-
po definible A de G. En particular, si A es abeliano entonces Cg(A) > A,y
k(G) > 21k(A). ™

Demostracion del Teorema 3.4. (i) Consideremos la accién de G sobre si mismo
y a = 1 en el argumento de Chermak-Delgado. Entonces por la Proposicién
3.13 (ii) se tiene que hay un subgrupo definible conexo maximal en 1M; sea
éste N. Por la Proposicién 3.9 (ii) N <1 G. Nétese que Cg(IN) # 1 pues como
N € 1M entonces k(N ) +1k(Cg(N)) = my y como N < Cg(Cg(N)) entonces

k(Ca(Ca(N))) +1k(Ca(N)) = my (

%)
asf que, si suponemos Ci(N) = 1, tenemos G € M, lo que implica que rk(G) >
21k(A) para A subgrupo abeliano no trivial, contrario a la hipétesis. Si Cg(N)
es finito, entonces Z(N) también y por lo tanto
my = tk(N) +1k(Cq(N)) = rk(N) 4+ 1k(Z(N)) > rk(A) +1k(Ce(A)) > 21k(A)

para A subgrupo abeliano definible. Si C¢(N) es infinito vemos que Cg(N) €
M por (k). Ahora, C&(N)N es subgrupo definible, conexo y esta en la clase
aM asi que, por la maximalidad de N, C&(N) < N. Luego C&(N) < Z(N) y
tenemos,

tk(N) 4+ rk(Z(N)) > tk(N) + rk(C&(N))

= I‘k(N) + I‘k(CG(N)) =mq,

de donde se obtiene rk(N) + rk(Z(N)) > 21k(A) como se afirmd.
(ii) sitk(§) = n y suponemos rk(A) < n entonces rk(G) = n+1k(A4) > 2rk(A),
contrario a la hipétesis. Asumimos que rk(A) > n y entonces es aplicable (i).
Por tanto, tomamos Z(N) (el cual es no trivial pues contiene a C&(N) que
estd en 1M) y, como Z(N)CharN < G, Z(N) < G. Denotemos rk(%) = q;
rk & = gtk % = ~. Por (i) tenemos rk(N) + rk(Z(N)) > 2rk(A) de donde
v+21k(Z(N)) > 21k(A). De otra parte n+rk(A) = rk(G) = rk(Z(N))+~v+ 05
con lo cual n = rk(Z(N)) + v+ S —rk(A). Pero como 2rk Z(N) 4+~ > 2rk(A)
y rk(%) = (8 + v tenemos

2n =21k(Z(N)) +2v+26 —2rtk(A) >~v+28>~v+ 3 =rk (%>7

luego el grupo buscado es Z(N). of

4. Otras aplicaciones

En esta seccién se dan unas aplicaciones, entre ellas deducir los llamados teore-
mas de reemplazo de Timmesfeld y de Thomson en grupos de rango de Morley
finito. Las pruebas siguen de cerca las de grupos finitos en [4].
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Lema 4.1. Sean G, H grupos de rango de Morley finito y supongamos que hay
accion interpretable de G sobre H. Sea A subgrupo conexo definible de G ;, M
subgrupo definible de H y x € M. Entonces [z, A] y [M, A] son definibles.

La prueba del lema anterior es paralela a las de los corolarios 5.29, 5.24 y
5.25 de [2].

Teorema 4.2 (Teorema de Reemplazo de Thompson). Sea G un grupo de
Morley finito, H un grupo abeliano de rango de Morley finito que admite una
accion interpretable de G y sea A un subgrupo definible distinto de la identidad
de G, tal que

rk(A) +rk(Cu(A)) = rk(B) + rk(Cu(B))
para cada subgrupo definible B > A distinto de la identidad. Seax € Cy([A, A])
y hagamos M = [z, A]. Entonces: Cy(M) =16
rk(A) +1k(Cr(A)) = rk(Ca(M)) + rk(Cr (Ca(M)))
=1k(Ca(M)) +1k(Cr(A)M).

Demostracion. Consideremos la funcién ¢ dada por

LA dM)
CCa(M) Cany (A)
Ca(M) — [z, a]lCaar) (A).

¢

¢ esta bien definida pues si ab™ € Ca(M), [z, a][z,b]~! € Cyiary(A). En efecto,
sea z como en la hip6tesis. Entonces 1 = [z, ab™!] = [z,a]®  [z,b!], de donde
[z,a] = ([z,671]°)7L. Luego [z,a][z,b]™ = ([z,b71]")"t[x,b]"t = 1. Por el
Lema 3.6 la funcién ¢ es definible. Veamos que ¢ es inyectiva. Sean a,b € A
con [z,b] € [x,a]Cq(rr)(A). Entonces:

[xaa}il[‘r’b] € Od(M)(A)
(22~ N2’z 7)€ Cyany(A).

Conjugando por a~!, tenemos zlgbe € Camy(A) y como H es abeliano
[z,ba"1] € Cq(m)(A). Asi, para cualquier u € A, [z, ba~',u] = 1. Aplicando la
identidad de Hall, tenemos:

[x,ba™?, u]‘“fl [ab™  u™t 2] u, 2 ab ™" =1

y puesto que z € Cy([A, A]) obtenemos [ab~!,u~!, 2] = 1. Por tanto ab™*
centraliza a [u,z~!] porque los dos primeros factores dan la unidad. Pero
[u,z7t] = [z7Yu]™! = [z,u], porque H es abeliano; entonces ab~! centra-
liza a [x,u] para todo u € A, y asi, ab=! € Ca(M) = Ca(d(M)). Por lo
tanto ¢ es inyectiva y tenemos rk(d(M)/Cq(ary(A)) > 1k(A/Ca(M)). Entonces
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tk(A) +1k(Cyary(A)) > tk(Ca(M)) + rk(d(M)) de donde

rk(A4) +1k(Cu(A)) < 1k(Ca(M)) + rk(d(M)) + rk(Cr (A)) — rk(Caar) (A))
<1k(Ca(M)) + rk(d(M)Cr(A))
< k(Ca(M)) +rk(Cu (Ca(d(M)))). (1)

Por tanto, si C4(d(M)) es no trivial entonces es definible (Lema 3.6) y por la
hipdtesis sobre A se tiene la igualdad en el teorema.

A continuacién, damos la version del teorema de reemplazo de Thompson
en el presente contexto.

Teorema 4.3 (Teorema de reemplazo de Timmesfeld). Sea G un grupo de
rango de Morley finito y H un grupo abeliano de rango de Morley finito, que
admite una accion definible de G. Sea A un subgrupo definible conexo de G
distinto de la identidad, tal que

tk(A) +1k(Cp(A)) > rk(B) 4 rk(Cr (B))

para cada B subgrupo definible de A distinto de la identidad. Finalmente, sea
M = [Cy([A, A)), A]. Entonces C4(M) =1 6 se cumple que

rk(A) + rk(Cr(A)) = tk(Ca (M) + tk(Crr (Ca(M)).

Demostracion. Por el Lema 3.6, W = Cy([A, A]) es definible y por el Lema
41 U = [W,A|Cy(A)° también (H es abeliano). Usando la notacién de la
Definicién 3.5 con @ = 1 tomemos m = my(A,H) y n = mi(A,U°); C =
M(A, H); D=1(A,U°). Tenemos entonces

rk(A) + tk(Cr(A)) = rk(A) + rk(Cyo (A))

ya que Cpo (A) = C%(A). Por tanto m = n. En particular, como A € C se tiene
que D C C. Para x € W tomemos M, = [z, A] y Ay = Ca(M,). Si suponemos
Ca(M) # 1 entonces A, # 1 pues Cy(M) = Nyew Az. Por el teorema de
reemplazo de Thompson A, € Cy Cy(Ay) = CH(Ca(M,)) = (Cu(A)M,)°
(porque (Cy(A)M,)° < Cy{(Ca(My)) v por ser este ultimo conexo y ambos
del mismo rango, segin (1) en el teorema de Thompson 4.2, entonces se tiene
la igualdad). Por tanto Cf;(A;) = C5.(As) y entonces A, € D. Pero Cx (M) =
Nzew Ag; entonces por el Hecho 3.7 (iii), C4(M) € D. Por tanto C4(M) € Cy
ademés rk(Cy (Ca(M))) = rk(Cye (Ca(M))) = rk(U). o

4.1. Subgrupos caracteristicos de p-grupos nilpotentes. En esta sub-
seccién suponemos que S es un p-grupo nilpotente de rango de Morley finito.
Estas hipdtesis nos permiten asegurar que Z(S) es infinito, lo cual como vere-
mos es fundamental en el argumento de Chermak-Delgado que vamos a aplicar.

Sea o un numero real positivo y definamos

ne = sup{rk(X) + ark(Cs(X)) | X € D(S)}.
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Obsérvese la variaciéon con la Definicién 3.5. Sin embargo, n, = am;/, con lo
cual los resultados 3.9-3.15 son validos para n, si hacemos los cambios en aaM*
y aM,. Sea

aN ={X € D(S) : tk(X) + arkCs(X) = ny}

y aN* los miembros maximales de aN y aN, los miembros minimales de aN.
Lo interesante ahora es que tenemos n, > ark(S) (tomando X = Z(9)), y
entonces a/N* tiene un tinico miembro (Proposicién 3.13 (ii)) que es conexo:

M2(S) = (UaN)

y aN, tiene un tinico miembro (Proposicién 3.10 (ii)) que también es conexo
(Corolario 3.11).

M4 (S) = NaN.
Ademas M*(S) y M,(S) son caracteristicos en S (en el sentido que son inva-
riantes bajo automorfismos definibles de .S).

Se mostraran a continuacion algunas propiedades de la coleccién
{M“(S), Ma(S) : > 0}
de subgrupos caracteristicos de S.
Lema 4.1.1. Sea X € a/N.
(i) Sea W € D(S), entonces ark(cwm(/x)) < rk( CX)((W))

(ii) Sia > 1 entonces X° < Z(J(S)) en donde J(S) es el subgrupo de Thomp-
son de S, es decir, el subgrupo generado por todos los subgrupos abelianos
definibles de S de rango de Morley maximal.

(iii) SiX° # 1, X° = C3(Cs(X)) = C3(Cs(X°)).

Demostracidn. Supongamos por el contrario que (i) no se cumple. Entonces
para algin W € D(S)

* (o) <o (avem) -+ (e )
de donde

rk(X) + ark(Cs(X)) <
tk(Cx (W)) + ark(Cs(X)W) < rk(Cx(W)) + ark(Cs(Cx (W)))
lo que contradice que X € aN (ndtese que Cs(X) # 1 porque Z(S) es infinito).

(ii) Sea A subgrupo abeliano definible conexo de S de rango maximal y o > 1.
Tomando en (i) W = X° y reemplazando X por X° (Corolario 3.12) tenemos
ark(z7%ey) < tk(75s) de donde k(%) = 0y asf X° = Z(X°), es decir,
X° es abeliano. Ahora, el subgrupo C4(X°)X° es abeliano y como A es de
rango maximal entonces

rk(A) > rk(Ca(X°)X°) = tk(X°) + tk(C4(X°)) — tk(A N X°)
> tk(X°) + tk C4(X°) — tk(Cxo (A))
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pues AN X° < Cxo(A); por lo tanto rk(C =)
(i) W = A tenemos que ark(s 5oy (XO)) < rk(cxo(A)) y puesto que a > 1 debe
ser rk(c (xs7) = 0. Como A es conexo, A = Cx(X°).

) > tk(z (A)) Tomando en

(iii) Puesto que X < Cg(Cg(X)) tenemos 1 # X° < Cg(Cs(X)). Ademss,
Cs(X) < Cs(Cs(Cs(X))); entonces ng = rk(X) +ark(Cs(X)). De otra parte

tk(X°) + ark(Cs(X)) = 1k(X°) + ark(Cg(X))
< H(C3(Cs (X)) + ark(CE(Cs(Cs (X))
< tk(Cs(Cs(X))) + ark(Cs(Cs(Cs(X)))),

de donde obtenemos que Cs(Cs(X)) € aN y por tanto también Cgo (Cs(X)) €
a/N (nétese que como Z(S) es infinito, estos subgrupos no son triviales). Fi-
nalmente como X° < Cg(Cs(X)) v C5(X) < Cg(Cs(Cs(X))) ¥y

rk(X?) + ark(C(X)) = rk(C5(Cs(X))) + ark(C5(Cs(Cs(X))))

entonces rk(X°) = rk(Cg(Cs(X))) de donde X° = CZ(Cs(X)). Ahora, en la
prueba de iii) podemos argumentar de la misma forma con X° < Cg(Cg(X°))
para concluir que X° = Cg(Cg(X°)).

Lema 4.1.2. Con la notacion dada al iniciar esta subseccién se tiene:

(1) Ng = QNy /g

(i) Cs(MO(8)) = My/a(8) y Os(My0) = MO(S)
Demostracién. (i) Sea X € aN y Y € LN, entonces
Na = 1k(X) + ark(Cs (X))
= al_1K(X) + rk(Cs (X))

ol - 1K(Cs(Cs (X)))] + rk(Cs(X)

< altk(Y) + érk(Cs(Y))]
<ani

alrk(Cs(Cs(Y))) + + rk(Cs(Y))]
= ark(Cs(Cs(¥)) + 1K(Cs (V)

IN

= Na

(ii)) De (i) vemos que la desigualdad pasa a ser igualdad y entonces Cg(X) €
LNy Cs(Y) € aN. Por lo tanto Cs(X) D M1 (S) que es el tinico miembro
minimal de 2 V. Andlogamente, Cs(Y') C M,(S) ya que este tltimo es el tinico
miembro maximal de aN*.
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Tomemos X = M*(S), recordemos que por por la Proposicién 3.13 (ii), éste
es conexo. Entonces por el Lema 4.1.1 (iii),

M®(5) = Cs(Cs(M"(5)))

y como
My(S) C Cs(M®)
entonces
Cs(My(S)) 2 Cs(Cs(M?)) = M*
de donde

Cs(M(S)) = M®.

Andlogamente, por la Proposicién 3.10 (iii), M1 (S) es conexo y por el Lema

ES
a

4.1.1 M1 (S) = Cs(Cs(M1(S))); pero Cs(M 1) € M(S) de donde
Cs(Cs(My)) 2 Cs(M2(5))
y por minimalidad M1 = Cs(M“(S5)). o
Lema 4.1.3. Si0 < a < (8 entonces
M*(8) 2 MP(8) v Ma(8) 2 Mp(S).
Demostracion. Por el Lema 4.1.1 (i), tomando W = M1 (5) tenemos:
FIK(My,(5)/Cary ., (MP(S)) < xk(MP(8)/Caaos (M, (5))

y ahora con W = MA(S) y X = M1 (S) tenemos que

érk(Mﬁ(S)/CMB(S)(M (5))) < I"k(Mé(S)/CM%(S)(MB)(S))

de donde

a

rk(M2(S)) = tk(Car, (5)(M"(9)))
y al ser M1 (S) conexo, se tiene que éste centraliza a M?(S). Por esto
MP(S) < Cs(M1(S)) = M*(S).

Como 0 < % < L, entonces M=(S) C M%(S), de donde Cs(M=(S)) 2
C’S(M%(S)) pero segin Lema 4.1.2 (i), esto equivale a M, (S) D Mz(S). ™
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