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ABSTRACT. A conformal mapping f of the unit disc ID into itself is called
hyperbolically convex if the non-euclidean segment between any two points
of (D) also belongs to f (D). In this paper we study several quantities
which are related to this class of functions and that do not remain in-
variant under the group of conformal automorphism of D, namely, the
derivative, the modulus of continuity and the coefficients of the Taylor
expansion about the origin. In addition, we study domains with cusps
which are probably extremal for several problems.

RESUMEN. Se dice que una transformacién conforme f del disco unidad
D del plano complejo en si mismo es hiperbdlicamente convexa si el seg-
mento de recta hiperbdlica que une cualquier par de puntos de f (D) esta
a su vez contenido en f (D). En este trabajo estudiaremos algunas can-
tidades relacionadas con estas funciones que no permanecen invariantes
bajo los automorfismos conformes de D, a saber, la derivada, el mdédulo de
continuidad y los coeficientes de la expansién en serie de Taylor alrededor
del origen. Estudiaremos ademds los dominios con cuspides, los cuales
son, probablemente, extremales para varios problemas.
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1. Introduccion

Sean D = {z € C:|2|] <1} y T = OD. Diremos que un dominio Q@ C D es hi-
perbdlicamente convezo, si para cualquier par de puntos 2,22 € (2, la porcién
de arco entre 2; y 2o del circulo ortogonal a T que pasa por dichos puntos estd
también contenida en Q2. Este tipo de dominios es de gran importancia, particu-
larmente en la teoria de los grupos fuchsianos [Be83]. Diremos que una funcién
f:D — D es hiperbolicamente convexa, o, simplemente, h-conveza, si es con-
forme, es decir, analitica e inyectiva, y si el dominio f (D) es hiperbélicamente
convexo.

La informacién disponible sobre las funciones convexas es bastante amplia.
Estas son transformaciones conformes g : D — C para las cuales g (D) es
un dominio convexo en el sentido euclideo. Véase por ejemplo [Du83]. Tales
funciones se caracterizan mediante la desigualdad

R[1+ 29" (2) /g (2)] >0 (2 €D). (1.1)

En cambio, las investigaciones sobre funciones h-convexas son relativamente es-
casas: [BF83], [F10s86], [MeMi90], [MeMi91], [MaMi94], [MaMi95], [MeP096],
[Ki70].

Ma y Minda [MaMi94, Th. 3] demostraron que una aplicacién conforme f :
D — D es h-convexa si y sélo si

@), 2 ()T
') 1= P
En contraste con lo que sucede con (1.1) donde los términos son analiticos,

la aparicién de términos no analiticos en (1.2) dificulta el tratamiento de las
funciones h-convexas.

L+

>0 (z€D). (1.2)

La clase de las funciones h-convexas es invariante bajo las transformaciones
f—oofor cono,7eMdsb(D), (1.3)

donde M6b(D) es el grupo de automorfismos conformes de D. Por esta razén,
si f es h-convexa, la funcién normalizada

) — e L) =1 0)

=a"z+---, 0<a* <1, (1.4)
1-f(0)f(2)

también lo es.

En [MePo096] estudiamos propiedades de las funciones h-convexas que per-
manecen invariantes bajo las transformaciones (1.3). En particular ([MeP096,
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Th. 3.3]), mostramos que
ples1-m 101 1P ] 1
C—21—sPfO-f)1-F(s)f(2)| 2

para z,(,s € D, lo cual generaliza una desigualdad importante de Ruscheweyh
y Sheil-Small [RuSS74] para el caso de las funciones convexas.

(1.5)

En este articulo estudiaremos ciertas cantidades dependientes de f que no
permanecen invariantes bajo (1.3), tales como la derivada, el médulo de con-
tinuidad y los coeficientes de la expansién alrededor del origen. Ademds de
demostrar algunos resultados, formularemos varias conjeturas. En la seccién
final estudiaremos dominios con cuspides, los cuales son, probablemente, ex-
tremales para varios de los problemas considerados.

2. El mdédulo de continuidad

El primer resultado es andlogo a la desigualdad R[g (z) /2] > 1/2, vélida para
las funciones convexas g (2) = z + - -- [Marx32], [St33].

Teorema 1. Si f(2) =az+--- es h-convexa, entonces
R[f (2) /2] > % para z € D. (2.1)

Demostracion. Si z € D, z # 0, la funcién
) _ £

R
"O=tm—70 “<P-

satisface |h (¢)| < 1 [MeP096, Cor. 3.2]. Por lo tanto,
‘ az

[

=|zh (0)| < 1.

Esto implica (2.1). ™
La funcién h-convexa,

ko (2) = 20z =az+a(l-a?) 22+ (2.2)

1—z+4/(1—2)° +4a2z

es extremal para muchos problemas; por ejemplo [MaMi94, Th. 7],
—ka (= 2]) < [f (D) < ka(l2]) (z€D), (2.3)

para toda funcién h-convexa f. También se tiene que [MeP096, Ex. 5.1]

inf {R [ka (2) /2] : 2 € D} =/ (1 +V/1- a2) . (2.4)
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Conjetura 1. Si0<a <1y f(z) =az+--- es h-convexa, entonces

f(2) ko (2) o
R >R > z€eD). 2.5
: 2 P rivise ¢CP (2
A continuacién estudiaremos algunas propiedades de la derivada de una funcién
h-convexa.

Teorema 2. Sea f(z) =az+---, 0 < a < 1 una funcién h-convexa y sean
c=a?/4,( € T,w = f(¢). Entonces

ol (1.~ l’) ul
160l s STy (9

para 0 < r < 1, siendo la desigualdad de la izquierda valida sélo si w € D.
Ademads,

a 1
% <o)< L@
2(1+vV1-a?) (l—r)(l-l-clogllj)
De (2.7) y de [MeP096, Ex. 5.1] se deduce que
inf | f' > inf |k, S S 2.8
inf |f(2)] 2 inf |kq (2)] ey (28)

En este sentido, la cota inferior en (2.7) es la mejor posible.

De (2.6) resulta que f(¢) — f(r¢) = O <1/log 11TT) cuando r — 1. Esta

estimativa es la mejor posible de acuerdo con el Teorema 6 que estableceremos
més adelante. Sin embargo, la cota superior en (2.7) no es buena; en realidad,
en una cuspide f ({) se tiene (Teorema 6) que

7 ()| constante o 1\’ re 1
1—r &1 » ’ ’

Conjetura 2. Si f es h-convexa, entonces
1 1\’
! = 1 2.
1) 0(1—|z|(°g1—|z|) ) (29)

Demostracion del Teorema 2. Podemos suponer que ( = 1y quew = f ({) € D.
Si w € T, podemos reemplazar f (2) por f (pz) y luego hacer p — 1.

(a) Se sabe [MaMi94, Th. 4] que

_ 0-2*1)
w7 [~/ ()]

cuando |z| = 1.

p(2) z€D (2.10)
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tiene parte real positiva. Ademads, por el Teorema 1,

«a al?2 _w a? 2¢
R o:&re—:H RY > Lo
POl Fe 2 2P T P
Entonces,
2¢ 1—|z|
Rp(z) > —5 >c(l-|z]). 2.11
@2 oy > etk (2.11)

Como en virtud de (2.10)

d, 1-mpe) (W) IO

P w—fNA-TFM)  (1-1)
(2.11) implica que

p(r),

. 2
d . |1—@wf(r)] 1-]|w] C(l—lwl)
il | - _
dr Og‘w—f(r) (1_T)2§Rp(r)> 1—r
Integrando la anterior desigualdad con respecto a r, entre 0 y r, obtenemos que
1-— w_f (T) 1 2
log | ———| —log — 1-— 1
8 w— f(r) 0g|w|>c( |w|)0g1—r’

lo cual implica la primera desigualdad en (2.6). La segunda desigualdad resulta
de observar que (1 —7)"" > zlog1/(1 —r) +1.

(b) Como |f (2)| < |2| < 1 para z € D, entonces

1= |f M 1+|f@)|1=|f( 1—f(r
Py < YOF 15Ol @l - fe)
1—r 147 1—r 1—r

lo cual, junto con (2.6), proporciona la acotacién superior en (2.7). En cuanto
a la inferior, ésta resulta de que

IRTIGIN Wit a1
ro e L0 22

lo cual es consecuencia de [MaMi94, Th. 7] (véanse (2.3) y (2.4)) y de [MeP096,
Th. 2.1]. ™

El dltimo resultado de esta seccién proporciona estimativas para el médulo
de continuidad de una funcién h-convexa y de su inversa. Recordemos que si ¢
es una funcién uniformemente continua en un subconjunto conexo A del plano
complejo, entonces su médulo de continuidad estd definido por

w (6) = sup{|p (21) — @ (22) | : 21,22 € A, |21 — 22| < 6},
donde 6 > 0.
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Teorema 3. Si f es h-convexa entonces

a |z — 22| < |f (21) = f (22)]| < ¢2/log 21,20 €D (2.12)

7
|21 — 22|
donde ¢y, cy son constantes positivas que dependen de f.

Excepto por las constantes, estas acotaciones son las mejores posibles para
los médulos de continuidad de f~=! y f (véase el Teorema 6 m4s adelante).

Demostracion. Salvo por cambios en las constantes, podemos suponer, en vir-
tud de (1.4), que f(2) =az+---, 0<a <l

(@) Sean Q= f(D) yp=f"1:Q—=D. Siw,w €Q,laporcién S entre w; y
wy del arco del circulo ortogonal a T que pasa por estos puntos estd contenido
en 2. Por lo tanto, por (2.7),

T 27
lp (w1) — @ (w2)] < /|<P' ()] |dw| < 5wy —ws| sup [¢' (w)] < o2 (o —wel.
S we

Esto proporciona la cota inferior en (2.12).

(b) Para establecer la cota superior, consideremos primero 21,22 € T y defi-
namos 6 = |21 — 22| /3y r =1 — 4. Utilizando (2.6) y (2.7) obtenemos

|f (21) = f (22)] < |21 — 22 lgl@ﬂf’ (2)| + Z | (2;) = £ (rz;)|

3042 5
1 < 3 .
1+Clog3 Clogm

El caso general 21,25 € D se deduce mediante un resultado en [RuShTa75] que
establece que

sup {|f (z1) — f (z2)| : 21,22 € D, |21 — 22| < 6}
< 3sup{[f (21) = f(22)| : 21,22 € T, |21 — 22| < 6}

para toda funcién f analitica en D y continua en D. ™

3. Los coeficientes del desarrollo alrededor del origen

En esta seccién f tendrd la forma

f(z)= Z anz” (z€D). (3.1)
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Teorema 4. Si f es h-convexa, entonces

1/2
14 + 461/6 (45 + 30V6)
< —— =~ 0.4655 =+  =~0.7257 3.2
|a2| = 375 q y 4 15 > ( )
y esta cota es la mejor posible. Ademas,
T
n| < — =3,4,...), .
lan| < o (n=3 ) (3.3)

=0 (%) : Xk: lag| < oo, (3.4)

ik|ak|2 (1-r*) =0 <#> r— 1. (3.5)
k=1

log 4

Demostracion. (a) Ma y Minda [MaMi94, Th. 5] demuestran que

1— W (3.6)

1— |z /" 2\ f'f
7——z+(1—|z|)7 < e

2 f 1-|f

para z € D. Evaluando esta desigualdad en z = 0 obtenemos

2
< tml )
1—|a0|

Haciendo p = |ag| y ¢ = |a1]/ (1 - |a0|2) , deducimos que

a9 Clla_()

a1 1—|al?

laz] < (1-p*) q(pg+1—-¢*) = g(p,q) (3.7)

donde (p,q) € @ = [0,1] x [0,1]. En el interior de @ la funcién g tiene un
Gnico punto critico en ((v6—1) /5¢,q), con ¢ como en (3.2), en cuyo caso

9(p,q) = (14+46V6) /(375 q). Ademds, g (p,q) < (2/9)V3 < 0.3850 para
(p,q) € 9Q. Por lo tanto, (3.2) resulta de (3.7).

Sea k4 definida por (2.2). Como esta funcién es h-convexa y

%:p—(1—1’2)2—(1—P2)q(pq+1—q2)z2+---,

se concluye que la cota en (3.2) es la mejor posible.
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(b) Si Q2 es h-convexo entonces 0N tiene longitud I < 72 [BF83, Th. 2]. Por lo
tanto, f' pertenece a la clase H! de Hardy [P092, p. 134] y

27
/|f’ (e)|dt =1< = (3.8)
0

De (3.1) se deduce entonces que

<

N3

2
1 . —iln— l
nla,| = %/f' (e")e (n=Utg| < o
0

y las estimativas en (3.4) son entonces consecuencia de esto y del hecho de que
f' € H' [Zy68, p. 286].
(¢) Si0 < r <1, entonces

wik|ak|2 (1—1r?*) = drea{f () :r <|2| < 1}, (3.9)
k=1

y es un hecho bien conocido en geometria diferencial elemental que si C' es una
curva de Jordan de longitud ! entonces

drea{w : dist (w,C) <6} <216 (6>0). (3.10)
Por otra parte, de (2.6) obtenemos que

{f(z):r<z[ <1} C {w:dist(w,f(T)) < #}

clog 1=

y por lo tanto, (3.5) resulta de (3.9) y (3.10).

Veremos més adelante que la acotacién uniforme (independiente de f) en
(3.3) no puede mejorarse hasta una de la forma e, /n donde £,, = 0 (n — o).
Pero es probablemente factible mejorar mucho las acotaciones en (3.4) y (3.5)
para funciones particulares.

Conjetura 3. Si f es h-convexa, entonces

a, =0 (n_l (10gn)72) , N — 00, (3.11)

Zk|ak|2 (1-r*) =0 ((log11r>3> , r—1. (3.12)
k

Que estas acotaciones serian las mejores posibles es una consecuencia del Teo-
rema 6 mas adelante.
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4. Coeficientes de las funciones normalizadas

En esta seccion consideraremos funciones h-convexas de la forma,

f(z):az+2anz”, zeD, 0<a<l, (4.1)
n=2
(véase (1.4)). Definimos
Ay (@) = {max|a,| : f () = az + - -+ es h-convexa} (4.2)
paran = 2,3,.... Ma y Minda [MaMi94, Th. 5] demostraron que
2
Ay (a)=a(l-a?) < §\/5 ~ 0.3849. (4.3)

Teorema 5. En estas condiciones se tiene

1
A, (@) < min (ﬁ,a) , n=23,.... (4.4)
Si J; es la funcion de Bessel de orden 1, entonces
lim inf A, > .5818, 4.
imind (205, 40 @) 2 g5 9> 03818 )
. 1 _ _
ilgba Ap(@)=1, n=23,.... (4.6)

Demostracion. Para z € D tenemos [MeP096,Th. 2.1]
1
Rizf'(2) /[ (2> 5, )<L

y estas dos desigualdades implican [Po63, Th. 8] que |a,| < 1/n,n=2,3,....
Ademis, el Teorema 1 asegura que la funcién

M-l:lui%z” (z € D) (4.7)
az —~ a
tiene parte real positiva. Esto implica, en virtud de un teorema de Carathéodory
[PoT5, p. 41] que |an+1/a| < 1,n > 1. Pero la igualdad para algin n implicaria
que la funcién en (4.7) no es acotada.

Las demostraciones de (4.5) y (4.6) resultan del ejemplo siguiente. ™

Ejemplo 1. Para 0 < a < 1, definamos
2
ka (2) = = =Y cala)z"
1—z+4y/(1—-2)72+4a22 n=t (4.8)

=az+a(l-a?)2?+a(l-a?) (1-2a%) 2% +---
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[MaMi94], [MeP096, Ex. 5.1]. Entonces,

0

0
e [2ak, (2)] = %

[ (l—z)2+4a2z—1+z]

daz
e RTOWNGEL
1—28z+ 22
donde P, (§) es el n-ésimo polinomio de Legendre calculado en £ = 1 — 2a2.
Por tal motivo, % [acnt1 ()] =2a P, (1 —202) y

Cni1 ( ) = %/SP (1 _ 282) ds = an (5)2;:71,4-1 (6) (4-9)

0
[AbSt65, p. 334]. Por otra parte, [AbSt65, p. 332]

P"(1_282):i(_1)k<2)(n-]:k )s2k.

k=0

Por lo tanto, de (4.9) obtenemos que

cnﬂ(a):ki(—n’“(;;) (”;:k ) (;‘92:1, n=01,.... (410)

—0
Como (4.2),(4.4) y (4.10) aseguran que
a> An-i-l (Oé) 2> Cnt1 (Ot) =a+0 (a3) (Oé - 0) ’

esto demuestra (4.6).
Sean 0 < f < 00y n > 3/2. De (4.10) se deduce que

() -
NCp+1 % —

ST (-0) () () (+2)

Ahora, el valor absoluto del k-ésimo término de esta suma es menor o igual
que B2/ [k! (k +1)!], y la serie de término general este tltimo valor es con-
vergente. Por lo tanto,

. B ( ) /32Ic+1 _
Jim newn (5 Z RGO @I
Pero [AbSt65, p. 411]
max J () ~ J; (1.84118) ~ 0.58187. (4.12)

820
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Teniendo en cuenta (4.2), esto demuestra (4.5).
Finalmente, discutiremos el valor max A3 (), el cual, por (4.4), es < 0.3334.

(o7
Para la funcién f = k, del Ejemplo 1, DN 3f (D) consiste de un arco circular.
En este caso tenemos que

max |c3 (a)| = ao (1 — o) (1 — 20§) =~ 0.2321,
64

donde ap ~ 0.3603. Sin embargo la funcién f de [MeP0o96, Ex. 5.3], con
01 = 27° y a; =~ 0.7001 satisface |az| > 0.2515. Para esta funcién, la cual es
impar, DN df (D) consiste de dos arcos circulares.

La funcién f de [Hi62, p. 382], [MeP096, Ex. 5.2], para la cual Of (D)
consiste de n — 1 arcos con cispides en €*™*/(»=1) (y =1,... n), tiene la
forma
(n—1)a, n
2n(n+2) ?
donde a, - 1 (n = ). El coeficiente de 2" es ~ 1/ (2n) cuando n — o0, el

cual es mds pequeno que el coeficiente correspondiente de la funcion kg (2p):
véanse (4.11) y (4.12).

F(2) = anz + +oe

5. Dominios con cuspides

En esta seccion estudiaremos una clase de dominios h-convexos que parecen ser
extremales para muchos problemas: véanse las Conjeturas 2 y 3.

Un dominio ) tiene una cispide circular en w € 9 si en una vecindad de w
el conjunto 0f2 consiste de dos arcos circulares que se tocan en w con un angulo
de 0°. El conjunto de las ciispides (y esquinas) de un dominio es numerable
(véase, por ejemplo, [Gn87, Th.2]).

Ejemplo 2. Sean w® € T tales que 0 < argwt < argw~ < 27. Puede

verificarse que existe un tnico vy con R~ > 0 tal que
wt = (xin)2 —7) [ (£in/2+ 7). (5.1)

Sea €, el subdominio de D cuya frontera consiste de los arcos circulares C*
en D entre 1 y w® que son ortogonales a T y del arco de T entre w* y w™.
Entonces (), tiene una cispide en 1.

Sea k, definida por (2.2). Entonces [MeP096, Ex. 5.1]

1+ka_{_11 1+a
1—k, 2 %14

g =log
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es una aplicacién conforme de D sobre la semifranja {Rw > 0, |Sw| < m/2},
por lo cual

h=hay=(9—7)/(g+7) (5.3)

es una representacién conforme de D sobre 2,. Se tiene que

1
~ 1 ! ~
g9(z)~logy—, ¢ ()~ 71—
cuando z — 1. Por lo tanto
2 R~y 1\ !

1-h(z)= ———~2(R 1 , 5.4
@)= gm+7 "2 7)(Ogl—z> (5.4)

(5.5)

p —2
W (2) = 2¢' (2) ERny L2 Ry (log 1 ) .
(9 +7° 1=z \P1-z

Teorema 6. Si f es h-convexa y tiene una cuspide circular en f(¢),( € T,
entonces

-1
FO=-1E)~bF Q) <1og€_z) ol (5.6)
b £ () LY
' ~ 1 1 .
F@~ S (g ) . 2oL, (5.7)
con 0 < b < co. Los coeficientes a,, de f satisfacen
lim sup n (logn)” |an| > 0, (5.8)
n—oo
y ademads
> ) on 1 \?® 1
Zn|an| (1-r")>¢ IOgl—r , 5Sr<l, >0 (5.9)
n=1

Demostracion. Podemos suponer que ¢ = f(¢) = 1. Los simbolos ¢1,¢cs,. ..
denotaran constantes positivas.

(a) Sean C* los arcos circulares que forman la ctispide en 1y sea TN C* =
{1,w*}. Con 0 < a < 1 arbitrario, sea h la funcién definida en (5.3). Entonces
existe una vecindad U de 1 tal que

fMCch®, FMNU=hDANU.

Por lo tanto tenemos que f = h o ¢, donde ¢ es una aplicacién conforme que
envia D en D y una vecindad de 1 en I sobre una vecindad de ¢ (1) =1en D
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(pues ¢ es analitica en 1y ¢' (1) #0) . De (5.5) se deduce que
2¢'(2) Ry 1 -9\
! — ! ! ~ 1 1
£ =4 @ (o) ~ o= (o +1os 22
lo cual implica (5.7) . La demostracién de (5.6) usa (5.4) y es similar.
(b) Sean 1/2<r<1y

oo

¥ (s) = Z (logn) *r"n® (s€R).

n=2

Una comparacion con la serie binomial muestra que
—s— 1
Zrn <e(1—r)~*t para—igsgo. (5.10)

Ademiés
V(1) <=0 Y (1) <ea -,
y al integrar (5.10) dos veces obtenemos
—2
) . (5.11)

o0
=Y (logn)2rm < (1
¥(0) =3 (logn)™" 1" < +—— (log
Si (5.8) fuera falso entonces, dado & > 0, n (logn)” |a,| < & para n > algin m,
y teniendo en cuenta (5.11) seria

rif rC|<Z |an| ™ + Z

n=m+1

C4€ 1 -2

n log —— .
<nX::1n|a |+1—r <0g1_r)

De (5.7) se deduciria entonces que 0 < b < cq¢, lo cual, dade que ¢4 es inde-
pendiente de g, es una contradiccion.

1—7r

n=2

log n)?

(¢) Sea C ={w: |w—1—1ia| = a} uno de los circulos que forman una cispide.
De (5.6) se deduce que

cs
log 15
para |z — 1| < cg. Sea § = arcsin (d/a) y sea A el tridngulo circular con vértices

enl,1—dyl—d+i(a—acosf). Sus lados estan contenidos en mathbbR, C
y {w:Rw=1-d}. De (5.12) se concluye ademds que

{f():r<|2|<1}DA paral—r<c. (5.13)

If(z)|<1—d, d= (5.12)



42

DIEGO MEJIiA & CHRISTIAN POMMERENKE

Comod=asinfd =a(0—6°/3+0 (6°))y

dreade A=da (l—cosﬁ?)-l—gacosﬁ—ga2
203 d3
== +0 (") = - +0(d)

cuando @ — 0,d — 0, (5.9) resulta de (2.6),(5.12) y (5.13). ™
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