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ABSTRACT. The purpose of this paper is to develop a non-archimedean ver-
sion of c-infrabarrelled locally convex spaces which is analogous to that of the
classical theory of locally convex spaces over C or R. The relations with other
meaningful non-archimedean classes of locally convex spaces are established.
We discuss the permanence properties of these spaces, in special those inherited
by subspaces.

RESUMEN. El propésito de este trabajo es presentar una versién no-arquimedia-
na de los espacios localmente convexos c-infratonelados. Discutimos la relacién
con otros espacios no-arquimedianos localmente convexos y sus propiedades
hereditarias, con especial énfasis en aquellas relacionadas con los subespacios.

Keywords and phrases. Equicontinuity, locally K-convex non-Arquimedian bar-
reled an infrabarreled spaces.
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1. Introduccién

En el presente trabajo analizamos dos nuevas clases de espacios localmente
convexos no-arquimedianos, andlogas a las introducidas en el caso cldsico por
J. Mazon [4]. Para estas nuevas clases se estudian en especial las propiedades
hereditarias.

Adoptaremos la notacién y terminologia de [1], [3] y [8]- En especial, (K, |- |)
denotard un cuerpo K dotado de una valuacién no aquimediana | - | y (E,7)
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serd un espacio vectorial no-aquimediano F sobre K dotado de una topologia
7 localmente K-convexa y de Hausdorf.

Como en [8], si A es un subconjunto de E, la pseudo-polar AF (resp. la
pseudo-bipolar APY) de A se define como AY = {g € E' : |g(A)| < 1} (resp.
APP = {g € E:|AP(z)| < 1}). Tenemos entonces que A = AP siy solamente
si A es K-convexo y cerrado ([8], Proposition 2).

Para las nociones y los hechos bésicos sobre los espacios localmente K-
convexos referimos al lector a [7] y [8] en la bibliografia.

Definicion 1.1. Se dice que un espacio localmente K convexo (E,T) sobre K
es c-K-infratonelado (abreviadamente, c-KIT'), si para toda sucesion (An)n>1
de subconjuntos equicontinuos de E' que converge fuertemente a cero (esto es,
tal que para toda vecindad W de cero en E}:, existe n, € N tal que A, C W
para todo n > n,) se tiene que su reunion es equicontinua.

Definicién 1.2. Un espacio localmente K-convexo (E,T) sobre K es c-K
tonelado (abreviadamente, c-KT'), si para toda sucesion (Ay)n>1 de subconjun-
tos equicontinuos de E' que converge debilmente a cero, su reunién es equicon-
tinua.

Observacion 1.1. Es claro de las definiciones que un espacio c-K-tonelado es
c-K-infratonelado.

Para ubicar estas nuevas clases dentro del contexto, recordamos las siguientes
nociones introducidas en [1]:

(i) E es enumerablemente K-tonelado (d-KT') (respectivamente, enume-
rablemente K-infratonelado (d-KIT), si todo subconjunto o(E’, E)-
acotado (respectivamente, 8(E’, E)-acotado) de E', el cual sea unién
enumerable de subconjuntos equicontinuos de E’, es equicontinuo.

(ii) FE essecuencialmente K-tonelado (s-KT') (respectivamente, secuencial-
mente K-infratonelado (s-KIT)), si toda sucesién o(E’, E)-convergen-
te (respectivamente, B(E', E)-convergente) en E' es equicontinua.

Las siguientes relaciones de dependencia se verifican facilmente:

KI' — dKT — c¢KI' — sKT

+ + + +
KIT — d&KIT — c¢KIT — sKIT

Observacion 1.2. Es bien conocido (teorema de Banach-Mackey no-arquime-
diano) que si E es un espacio de Hausdorff K-convexo y casi-completo, todo
subconjunto de su dual E', el cual sea o(E', E)-acotado, es también B(E', E)-
acotado. La siguiente proposicion (parte (i)) establece la misma propiedad para
un espacio s-K-tonelado E.
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Proposicion 1.1. Para un espacio s-K-tonelado E son validas las siguientes
afirmaciones:
(i) Todo subconjunto o(E', E)-acotado de E' es S(E', E)-acotado.
(ii) E es c-K-tonelado si y sélo si es c-K -infratonelado.
(iii) E es d-K-tonelado si y sélo si es d-K-infratonelado.
(iv) E es K-tonelado si y sclo si es K-infratonelado.

Demostracion. (i) (Vedse [2], Proposition 1.5). Sea B un subconjunto o(E’, E)-
acotado de E' y supongamos que B no es fuertemente acotado. Fijemos p € K
con |u| > 1. Entonces la sucesién escalar A, = pu™(n € N) es tal que |Xo| <
[At] < -+ < |An| < -+ y lim|A,| = 400. Como B no es fuertemente acotada
en E', existe un subconjunto debilmente acotado A C E tal que para cada
n € N podemos encontrar z,, € A,y, € B con [(Z,,yn)| > |As|?>. Consideremos
ahora la sucesién z,, = y,/An,n € N, en E'. Como (2, : n € N) converge a cero
en E! y E es s-KT, tal sucesién es equicontinua. Por lo tanto, (z, : n € N) es
fuertemente acotada. Como, por otro lado, |(zn, zn)| > |A\x| para todo n € N,
lo cual es una contradicién, esto completa la demostracién de (i).

Las demostraciones de las otras afirmaciones resultan fcilmente de (i). ™

Como todo espacio ¢-K-tonelado es s-K-tonelado, y todo espacio metrizable
localmente K-convexo es K-bornoldgico (ver [7]), de lo cual, K- infratonelado,
tenemos que:

Lema 1.1. Todo espacio metrizable (y, en particular, K bornoldgico) que sea
c-K-tonelado es necesariamente K -tonelado.

Definicién 1.3. Una sucesién (Uy)n>1 de subconjuntos de un espacio (E;T)
es casi-bornivora, si para todo subconjunto acotado B de (E,T) existe n, € N
tal que B C U,, para todo n > n,.

El siguiente teorema da una caracterizacién intrinseca de los espacios c-K-
infratonelados.

Teorema 1.1. Sea (E;7) un espacio localmente K-convexo. Las siguientes
propiedades son equivalentes:
(i) (E;7) es c-K-infratonelado.
(ii) La interseccion de una sucesion casi-bornivora (Up)n>1 de vecindades
K -convexas de cero en (E,T) es una vecindad de cero.

Demostracion. (i) = (ii). Sea (Un)n>1 una sucesién que verifica las hipotesis
de (ii). Como (U,)n>1 es casi-bornivora, dada una vecindad K-convexa y
cerrada W de cero en Ej se tiene, puesto que W¥ es B(E', E)-acotado, que

existe n, € N tal que W¥ C U,,. Entonces

n>no

P
W=WPPD(ﬂ Un> > Y ur,

n>ne n>ne
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y si A, = UL, (An)n>1 es una sucesién de conjuntos equicontinuos la cual
converge fuertemente a cero. Pero entonces, por hipotesis, Un>1 A, es equicon-

tinuo. Por lo tanto, (U, An)P =N, >1 AF =,>; Un es una vecindad de
cero en (E;T). - - -

(ii) = (i). Supongamos que (A4,),>1 es una sucesién de subconjuntos equi-
continuos de E' que converge fuertemente a cero. Demostremos que Un21 A,
es equicontinuo. Para cada n > 1, sea U, = AL. Como (4,),>1 converge
fuertemente a cero, para toda vecindad W de cero en Eé existe n, € N tal
que A, C W para todo n > n,. Por consiguiente, si B es un subconjunto
acotado en E, BY es una vecindad del cero en E’ﬂ, asi que existe n, € N tal que
A, C BF, 0,10 que es lo mismo, B ¢ BPF ¢ AP = U,,, para todo n > n.. Se
deduce que (U,)n>1 es una sucesion casi-bornivora de vecindades K-convexas
de cero en E. Pero entonces, por hipétesis, (,,>1 Un es una vecindad de cero

P
en (E;7), y como (N5 Un = Np>1 A7 = (U,s1 4n) > entonces U, 4, es
equicontinua. ¥

2. Propiedades hereditarias

Proposicién 2.1. Sean (E;7g) y (F;7F) espacios localmente K-convexos y
f una aplicacién lineal continua, casi-abierta y sobreyectiva de E en F. Si
(E;7g) es c-K-infratonelado (resp. c-K-tonelado) entonces (F,7p) es c-K-
infratonelado (resp. c-K-tonelado).

Demostracidn. Sea (Bp)n>1 una sucesién fuertemente convergente a cero en
F'  donde cada B,(n > 1) es equicontinuo, y sea ©'f : F' — E' la aplicacién
transpuesta de f. Entonces T f es B(F',F)-B(E', E) continua. Por lo tanto,
("f(Bn)) >, converge fuertemente a cero en E', y cada T f(B,) es equicon-
tinuo. Como E es c¢-K-infratonelado, también U,,>1 Tf(By) es equicontinuo.
Como ademés ©'f(U,»1 Bn) = Up>1 L f(Bn), el Lemma 2.2.2 de [1] asegura

que |J,,>; Bn es también equicontinuo. ]

Proposicién 2.2. Sea (E;7) = [[,c;(Es;7;). Entonces (E;7) es c-K-infrato-
nelado si y solamente si cada (E;; ;) es c-K-infratonelado.

Demostracion. Como la i-ésima proyeccién Py, : E — E; es continua, abierta y
sobreyectiva, la Proposicién 2.1 asegura que si E es ¢-K-infratonelado, también
cada (E;;7;) es c-K-infratonelado.

Reciprocamente, si cada (E;;7;) es c-K-infratonelado y si (4,)n>1 es una
sucesién de conjuntos T-equicontinuos de E’ que converge fuertemente a cero,
entonces A = {J,,5, An es B(E', E)-acotado. Por consiguiente, existe un sub-
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conjunto finito J C I tal que

Ac@r.W=Pr.( 4.,

ieJ ieJ n>1

donde P} es la i-ésima proyeccién de E' = @®;csE; sobre Ej. Como P), es
B(E', E)-B(E;, E;) continua, se deduce que (Py, (Ay))n>1 converge fuertemente
a cero en E; y que cada P, (A,) es T;-equicontinuo. Entonces |J,~; P;, (4An)

es equicontinuo, y como A C ®;es P/, (A), también A es equicontinuo. ]

Corolario 2.1. Sean (E,7) un espacio localmente K-convexo y F un K-
subespacio de E. Si 7' es la Topologia cociente de E/F y (E,7) es c-K-
infratonelado, entonces (E/F, ') es c-K -infratonelado.

Demostracion. Es suficiente observar que la aplicacién canénica ¢ : E — E/F
es continua, abierta y sobreyectiva.

Proposicién 2.3. Si L es un K-subespacio denso de un espacio (E,Tg), y si
(L,7L), es c-K-infratonelado, también (E, 7g) es c-K-infratonelado.

Demostracion. Sea (An)nZI una sucesion de subconjuntos 7-equicontinuos de
E’ que converge fuertemente a cero en E'. Por [1, Remark 2.1.2],si¢ : E' — L'
es la aplicacién lineal biyectiva dada por ¢(f) = f/L (la restriccién de f a L),
entonces (1(A4,))n> converge fuertemente a cero en F', y cada 1)(A,)(n > 1) es
equicontinuo. Como (L, 7.) es ¢-K-infratonelado, |,,s; ¥(4n) = ¥(U,>; 4n)
es equicontinuo. Aplicando nuevamente [1], Remark 2.1.2, concluimos que
U,,>1 4n es equicontinuo, lo cual demuestra la proposicién.

La Proposicién 2.3 puede demostrarse también mediante la caracterizacién
de las sucesiones casi-bornivoras dada en el Teorema 1.1.

Corolario 2.2. Sean (E,7g) un espacio localmente K-convexo, L un K-
subespacio denso en E y F un K-subespacio en E el cual contiene a L. Si
(L,71) es c-K-infratonelado, también (F,7r) lo es.

Demostracion. Es suficiente observar que L es denso en F. ¥

Corolario 2.3. Sean (E, ) un espacio localmente K -convexo, (E,7) su com-
pletado y F un K-subespacio de E el cual contiene a E. Si (E,7g) es c-K-
infratonelado, también (F,7r) es c-K-infratonelado.

Demostracién. Consecuencia inmediata del Corolario 2.2. ®

Corolario 2.4. EI completado de un espacio c-K-infratonelado es un espacio
c-K-infratonelado.
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Proposicién 2.4. Sea (E;)ic; una familia de espacios c-K -infratonelados y
para cada i € I sea f; una aplicacion de E; en un espacio vectorial E. Sea
7 la topologia final localmente K-convexa sobre E para el sistema (E;, f;)icr-
Entonces (E,T) es un espacio c-K -infratonelado.

Demostracidn. Sea (V,)n>1 una sucesién casi-bornivora de vencindades K-
convexas de cero en (E,7). Sea V =) 5, V. Paracadai € I, (f7'(Va))n>1
es una sucesién casi-bornivora en E;. En efecto, si B es acotado en (Eiy73)
entonces f;(B) es acotado en (E,7). Por lo tanto, existe n, € N tal que
fi(B) C V,, para todo n > n.. Entonces B C f; ' fi(B) C f; *(V;,) para todo
n > n,. Como consequencia, f; ' (V) = ,>; fi ' (Vs) es una vecindad de cero
en (E;,7;). Concluimos entonces que V es una vecindad de cero en (E, 7). ™

Corolario 2.5. El limite inductivo y la suma directa de espacios c-K -infrato-
nelados son espacios c-K -infratonelados.

Proposicién 2.5. El espacio (E,7) = ®;c1(F;, ;) es c-K-infratonelado si y
sélo si cada (F;,T;) es c-K-infratonelado.

Demostracion. Que la condicién es suficiente es consecuencia del Corolario
2.5. Veamos que es necesaria. Sea (Ain)nzl una sucesion de conjuntos 7;-
equicontinuos que converge fuertemente a cero en (E}, 3(E}, E;)). Para cada
n € N, sea Ay el conjunto de las familias (fj)jer en E' = [[;c; E; tales
que f; = 0sij #iy fi € Al. Evidentemente cada A, es T-equicontinuo.
Como ademss la topologia fuerte del producto es la topologia producto de las
topologias fuertes, (A,),>1 converge fuertemente a cero en (E', 3(E', E)). Por
lo tanto J,,~, An es T-equicontinuo, de lo cual J,~, A% es 7-equicontinuo.

ul

Observacion 2.1. Todos los resultados de cardcter hereditario obtenidos has-
ta ahora son igualmente validos para los espacios c-K -tonelados.

Daremos finalmente condiciones para que ciertos espacios de aplicaciones
continuas sean ¢-K-infratonelados.

Supondremos en lo que sigue que X es un espacio ultraregular, esto es, un
espacio topoldgico separado en el cual cada punto tiene un sistema fundamental
de vecindades a la vez abiertas y cerradas. Con C(X, K) denotaremos el espacio
de las aplicaciones continuas de X en el cuerpo K. Supondremos siempre que
C(X, K) estd dotado de la topologia compacto-abierta. Mds generalmente, si
(E,7E) es un espacio localmente K-convexo, C(X, E) serd el espacio de las
aplicaciones continuas de X en E, también dotado de la topologia compacto-
abierta.

Observaciéon 2.2. Un espacio topoldgico en el cual todo punto admite un sis-
tema fundamental de vecindades a la vez abiertas y cerradas es lo que se conoce
como un espacio 0-dimensional. Es ficil ver que un espacio es ultraregular si y
sélo si es Ty y 0-dimensional.
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Definicion 2.1. Un espacio topolégico X es W-compacto si toda reunién
enumerable de subconjuntos compactos de X es relativamente compacta.

Proposicion 2.6.

(i) Si K es esféricamente completo, C(X, K) puede identificarse con un
K -subespacio cerrado complementado de C(X, E).

(ii) E puede identificarse con un K -subespacio cerrado complementado de
C(X,E).

Demostracidn. Véase [6], pag. 14. ©

La Proposicién 2.6 muestra que si K es esféricamente completo entonces
C(X,K) y E son K-subespacios cerrados complementados de C(X, E) y por
lo tanto existen espacios cocientes de C(X, E) isomorfos a C(X, K) y E. Como
segin el Corolario 2.1 la propiedad de ser ¢-K-tonelado (resp. ¢-K-infratone-
lado) se conserva bajo la formacién de cocientes separados, podemos enunciar
la siguiente proposicién.

Proposicién 2.7. Si K es un cuerpo esféricamente completo y si C(X, E)
es c-K-tonelado (resp. c-K-infratonelado), entonces C(X,K) y E son c-K-
tonelados (resp. c¢-K-infratonelados).

Teorema 2.1. Sean X un espacio W-compacto ultraregular y (E,,T,) una
sucesién creciente de espacios localmente K -convexos. Si se tiene que (E,T) =
lim(E,, 7,), entonces el limite inductivo limC (X, E,,) es un K -subespacio denso
— —

de C(X,E).
Demostracién. Véase [6]. ©

Corolario 2.6. Sean X un espacio W-compacto ultraregular y E el limite
inductivo de una sucesién creciente (E,)ncn de espacios normados no-arqui-
medianos. Entonces C(X, E) es un espacio ¢-K-infratonelado.

Demostracion. Por el Teorema 2.1, el limite inductivo de los espacios C(X, E,,)
es un K-subespacio topolégico denso en C(X, E). Como E,, es normado no-
arquimediano, el espacio C(X, E,) es c-K-infratonelado ([4], Teorema 4.8).
Del Corolario 2.5 y la Proposicién 2.3 se deduce entonces que C(X, E) es c-K-
infratonelado. ¥
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