Lecturas Matematicas

Volumen 18 (1997), pdginas 153-160

Una nota sobre automorfismos
polinémicos

CARLOS R. VIDELA

CINVESTAV-IPN, MEXICO

1. En el Congreso de la Sociedad Matemética Mexicana del afio pasado (1996)
dicté un cursillo sobre teoria de Modelos basado en mis notas [7]. Uno de los
resultados que se discutieron es la hermosa demostracién de J. Ax de la parte
(a) del siguiente Teorema:

Teorema 1. Si F': C" — C" es una aplicacién polindmica inyectiva entonces:

(a) F(C")=Cn
(b) F~1:C" — C" es polinémico

Aqui n es un entero positivo y C es el conjunto de todos los z = (21,... ,2n)
con cada z; un nimero en el campo de los complejos C.

Una aplicacién F = (f1,..., fn) es polinédmica si cada componente es un
polinomio. En el caso del teorema, cada componente es un polinomio de n va-
riables con coeficientes en C. Ax prueba el resultado (a) para cualquier campo
algebraicamente cerrado en [1]. La demostracién de Ax y la demostracién en [3]
son de cardcter algebraico, (es decir no transfieren el resultado al caso general
del caso complejo).
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Posteriormente, en [2], Ax generaliza el teorema y demuestra que si F :
V — V es un morfismo inyectivo de la variedad V' en si misma sobre un campo
algebraicamente cerrado entonces F' es sobreyectivo.

La segunda parte del teorema aparece en [8]. La demostracién usa un cri-
terio para variedades algebraicas en C"* debido a W. Rudin y el teorema de
Liouville.Aun en el caso en que V = C" y el morfismo F' es polinémico, Ax no
discute la posibilidad de que el inverso sea polinémico. En mi cursillo intenté
dar una demostracién de la parte (b) para cualquier campo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero usando la completez de la teoria de dichos cam-
pos.

El resultado se podria transferir si fuese posible expresar el resultado de
(b) por medio de una sentencia en el lenguaje £ = {+,-,—,0,1}. Vimos en
clase que esto se podria hacer si, por ejemplo, existiese una cota en el grado
del inverso en funcién del grado de F' en el caso complejo. Tanto yo como los
alumnos pensamos que esto era improbable. Estdbamos equivocados pues de
hecho si existe tal acotacién (vea [9, pag. 292]).

En esta nota presentamos una demostracién de (b) debida a K. McKenna
que es poco conocida y hasta la fecha no se ha publicado, y una generaliza-
cién de (b) reemplazando C por cualquier campo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero, sin usar el hecho que hay una cota al grado del inverso.
Sin embargo, en esta prueba si usamos el hecho que el teorema vale en el
caso complejo. En la dltima secciéon damos una demostracidon esencialmente
algebraica asumiendo el teorema 1 (a) para campos algebraicamente cerrados.
Esta tdltima prueba estd inspirada en una demostracién reciente del teorema 1
debida a W. Rudin [6].

2. Los siguientes resultados seran usados:

(A) Teorema de Tarski:

La clase de funciones semialgebraicas de R™ en R coincide con la clase
de funciones de R® en R definibles en la estructura R = (R, +,—,-,<
{er, i € R}).

(B) Crecimiento de funciones semialgebraicas:

Si F': R* — R es semialgebraica y continua entonces existe ¢ € R y

m € N tales que
£(@)] < e(1 + ||e|P)™.
(C) Teorema de Robinson:

Si K y L son dos campos algebraicamente cerrados y K C L entonces

K es una subestructura elemental de L (notacién: K < L) es decir si ¢
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es una sentencia en el lenguaje
EK = {+7'7_7{Ck 1k € K}}

entonces ¢ es verdadera en K si y sélo si ¢ es verdadera en L.
En la notacién usual de modelos esto se escribe como

KEp=LEy

Demostraciones de (A) y (C) aparecen en [7] capitulo 1 y en [5]. Son resul-
tados clasicos hoy en dia. Para (B) el lector puede consultar [4] p. 38. Para
conveniencia del lector en el apéndice explicamos brevemente las nociones de
“definible” , “férmula”, “sentencia” y “semialgebraico”.

3. Comenzamos con la demostracién del Teorema 1(b).
Considere la funcién real G' definida como sigue:

G:R" —R
($17y17"' ,IEn,yn) o ||F_1(.CL'1 +y17:,$2 +y27'7 y Tn +ynl)||

Puesto que F' es polindmico, G es definible en la estructura R. Por resultados
de variable compleja F~! es analitica.

En particular F~! es continua y por (A) G es semialgebraica. Aplicando
(B) obtenemos que ||F~!|| est4 acotada por un polinomio, luego por el teorema
de Liouville F~! es polinémico.

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que si K es el subcampo de
C generado por los coeficientes de las componentes polinémicas de F' entonces
los coeficientes de las componentes de F~! pertenecen a K.

4. Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristicaceroy F : K™ —
K™ una aplicacién polindmica biyectiva. Entonces F~! es polinémica.

Para demostrar esto considere el subcampo L de K generado por los coefi-
cientes de las componentes de F. Sea L; una clausura algebraica de L dentro
de K. El grado de transcendencia de L; es finito luego se puede inyectar en C.
Sea ¢ : L1 — C una inyeccién, y pongamos L' = o(L,) C C.

La restriccién F|r, es una aplicacién polinémica biyectiva de LY en si mismo
pues la afirmacién que dice que F' es biyectiva se puede escribir por medio de
una sentencia en el lenguaje £, y aplicamos el resultado (C) a Ly < K.

Haciendo actuar a ¢ tenemos que

o(F|p,): L™ > L'
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es una biyeccién polinémica. Aqui o(F) = (of1,.-.,0f,) y o actia sobre
un polinomio de la manera obvia: actuando sobre los coeficientes. Aplicando
(C) al par L' < C tenemos que o(F|r,) se extiende una aplicacién polinémica
biyectiva de C" en si mismo. Por el teorema 1(b), el inverso, llamémoslo G, es
polindmico y por la observacién al final de 3, tiene sus coeficientes en o(L) C L'.
Tenemos el siguiente diagrama:

L1, <K

U(Ll) =L'<C

La restriccién de G a L' es el inverso (polinémico!) de o(F|r/). Aplicando
o~! tenemos que 0~1(G|L,) es el inverso de F|r,. Claramente la aplicacién
o~ 1(G|1') es polinémica, llamémosla G'. Por (C) aplicado al par L' < K, G’
se extiende a K y es el inverso polinémico de F. Con eso terminamos.

5. El teorema 1(b) es falso para campos algebraicamente cerrados de carac-
teristica p > 0. La funcién p(z) = zP es un isomorfismo de ﬁ‘p (la clausura
algebraica del campo de p elementos) en si mismo. Su inverso es r(z) = z'/?
que no es un polinomio.

Puesto que el teorema 1(b) es cierto para cualquier campo algebraicamente
cerrado de cartacteristica cero, deberfa existir una demostracion algebraica. En
la siguiente seccién presentamos una. El teorema 1(a) es cierto si se sustituye
C por R. Esto estd demostrado en [3] y [4]. Ambas demostraciones usan ideas
bastante elaboradas de topologia algebraica. La busqueda de una demostracién
simple es algo que creo vale la pena. Por otro lado, no hemos podido encontrar
otros campos distintos a los finitos, reales cerrados o algebraicamente cerrados
donde valga el teorema 1(a). Seria interesante saber si hay mas ejemplos.
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Note que el teorema 1 dice que el conjunto de biyecciones polinémicas sobre
C" forma un grupo bajo composicién, es decir es un subgrupo del grupo de
automorfismos analiticos de C”.

6. Presentamos ahora una demostracién de caricter esencialmente algebraico
(usando el teorema 1(a) y 2(C)) del siguiente resultado:

Teorema 2. Sea K un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y
F : K™ — K™ una aplicacion polindmica inyectiva. Entonces F es sobreyectiva
y su inverso F~1 es polinémico.

Demostracion. Sean K y F = (f1,...,fn) dados como en las hipétesis del
teorema. Por lo dicho en la seccién 1, F' es sobreyectiva. Sea K' un campo
algebraicamente cerrado que extiende a K y que contiene n nimeros Ap, ... , A,
transcendentales sobre K y algebraicamente independientes sobre K. Sea F' la
extensién de F a K'™. Puesto que la afirmacién que dice que F' es biyectiva se
puede escribir por medio de una sentencia en el vocabulario Lx = {+, —, -, {ck :
k € K}), se sigue de (C) que F” es biyectiva de K ™ en si mismo. Argumentamos
ahora como Rudin [6].

Necesitamos el siguiente lema.

Lema. Sea M/L una extensién de campos de caracteristica cero con M =
L(ay, ... ,a,) # L. Sea M una clausura algebraica de M. Entonces existe un
monomorfismo o : M — M que fija L y que mueve al menos un a;.

Demostracion. Existe un subconjunto no vacio de {ai,...,a,}, llamémoslo
{a1,...,a;} (después de un reordenamiento), minimal con la propiedad que
M = L(ay,...,as). Sea L' = L(aq,... ,ap-1).

Si ¢ =1, entonces L' = L. Tenemos que L C L' G M = L'(ay). Definimos
o como sigue: six € L' o(zx) = z.

Si z = ay, entonces si ay es transcendental sobre L' ponemos o(ag) = ag + 1;
si ay es algebraico sobre L' con polinomio minimal p(z), definimos o(a,) como
cualquier otra raiz de p(z) en M. Puesto que p(x) es separable (aqui usamos
que estamos en caracteristica cero), p(x) tiene raices distintas entonces o (ay)
estd bien definida. Finalmente extendemos o a L(ay) de la manera obvia.

Continuamos con la demostracién del teorema.
Sean 7= (n1,-.. M) = F'(A1,..., An) = F'(N).
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Afirmacién: K (7, ) = K (7).

Demostracion. De lo contrario, por el Lema, existe un monomorfismo o de
K (7, \) en K' que fija K (77) y mueve al menos un \;. Pongamos @ = ((\1),... ,0(\n)).

Entonces o # X. Por otro lado,
;) =0(fi(X) = (@) ,o(An)) = £(@).

Luego F'(X) = F'(i), lo cual es una contradiccién. La afirmacién implica que

existen polinomios r;,S; € K[z1,...,%,] primos relativos en K'[z1,... ,zp]
. — ri(@)
tales que S;(7) #0y A; = TG
Reescribiendo esto tenemos )\ij(F’(X) - (F'(X)) = 0.
Puesto que el conjunto {A1, ..., Ap} es algebraicamente independiente sobre

K tenemos que
z;S;(F'(8)) —rj(F'(#)) =0 Vie K"
En otras palabras, puesto que F' es sobreyectiva,
V(S;)={Fe€ K™:5;(&) =0} CV(r;):={fe K":rj(&) =0}
Suponga que V(S;) # ¢. Sean S; = cg*...g," y r; = ch{" .. A"
factorizaciones de S; y r; en irreducibles en K'[z1,...,2,]. Los ideales que

£ m
corresponden a las variedades V' (S;) y V(r;) son (H gl) y (H hi>. Tenemos
i=1 =1
m £ m
que (H hi> C (H g,-) . Luego existe h € K'[z1,...,2,] tal que [] hi =
=1 =1 =1

¢
h 11 g
i=1
Luego S; y r; no son primos relativos, lo cual es una contradiccién.

Esto implica que V(S;) = ¢ y por lo tanto S; o F' : K'™ - K' es constante.
Como F' es inyectiva, S; es constante. Sin pérdida de generalidad S; = 1.

Sea G = (rq,... ,rn). Entonces G(F'(#)) = & V& € K'". Concluimos que
G=F1L

Nota. Uno de los objetivos de esta nota era dar una demostracién algebraica
del teorema 1. Como hizo notar el revisor, la demostracién del teorema 2 no
es puramente algebraica pues depende de dos resultados de la Teoria de Mod-
elos: la completez y modelo completez de la teorfa de campos algebraicamente
cerrados de caracteristica cero. Sin embargo, en mi opinidn, esta dependecia
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es superficial. Los dos resultados usados son consecuencias de la eliminacién
de cuantificadores para la teorfa en cuestion y este resultado es un ejercicio
de divisién de polinomios en varias variables e induccién (de hecho esta fue la
demostracién que di6é A. Tarski en los afios veinte). Demostraciones posteriores
(por ejemplo las que aparecen en [5] y [7]) usan resultados que son propios de la
teoria de modelos como compacidad, saturacion, etc. pero oscurecen el hecho
de que en realidad no son necesarios.

Apéndice. Un lenjuage adecuado para estudiar propiedades de los nimeros

reales es Lg = {+,—,-,<,{¢; : r € R}}. En este lenguaje las Lr—formulas
bésicas son: p(Z1,...,Tn) = @(@1,--- ,Tn), P(@1,-.. ,2n) < q(@1,...,Tn)
donde p,q € R[z1, ... ,z,] paraalginn € N. El conjunto de Lg—férmulas se ob-

tiene al cerrar el conjunto de férmulas bésicas bajos las operaciones booleanas
A,V,— y los cuantificadores 3,V. Asi, por ejemplo, las siguientes son Lr-—
férmulas:

(a) Jz(yz* +z+w =0)
(b) YzIy(y* + 2y — 7 = )

La férmula (a) difiere de manera sustancial de (b). En (b) se afirma que para
cualquier z hay una solucién a cierta ecuacién. Esta afirmacién es verdadera o
falsa. En (a) no se afirma nada pues las variables y, w estan “libres”, es decir,
no estan ligadas a un cuantificador. Férmulas como (b)

se llaman sentencias.

Férmulas con variables libres se suelen denotar por ¢(z1,... ,z,) donde se
entiende que las variables libres estan en {z1,... ,2,} pero no necesariamente
cada z; es libre. Asi (a) se puede denotar por ¢(y,w) o ¢(y,z,v,w) pero no
por ¢(y, z).

A cada férmula @(z1,22,...,2,) se le asocia un subconjunto S de R” de
manera natural: S = {(ry,...,ry) € R” : o(r1,...,r,) es verdadera}.

Por ejemplo la férmula en (a) define un subconjunto en R?, a saber {(r1,r2) :
r1 #Z0y1—4ry,ry > 0} U{(0,72)}, aqui hemos ordenado las variables libres
{y,w} como y = z;, w = x2. Subconjuntos como los de arriba se llaman
Lr—definibles o simplemente definibles. En el caso de campos, un lenguaje
adecuado para formular propiedades intresantes es £L = {+,—,-,0,1}. Las
férmulas béasicas en este contexto son ecuaciones e inecuaciones polinémicas
con coeficientes enteros. En el caso del teorema de Robinson ((C) arriba) las
férmulas bésicas del lenguaje Lx son ecuaciones e inecuaciones polinémicas
con coeficinetes en K.
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Finalmente, recordamos la definicién de conjunto semialgebraico. Sea A C
R™. Decimos que A es semialgebraico si A es una combinacién finita de uniones,
intersecciones y completos de conjuntos de la forma,
{p(z1,... ,2,) > 0} donde p € R[z1,...,2,]. Una funcién f: A C R* —» R™
es semialgebraica si su grafica G(f) C R® x R™ es un subconjunto semialge-
braico.
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