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Sobre una demostracion constructiva del
teorema de Malgrange-Ehrenpreis

On a constructive proof of Malgrange—Ehrenpreis theorem
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RESUMEN. En este articulo se estudia a fondo la demostracién del teo-
rema de Malgrange-Ehrenpreis que publicé P. WAGNER en [18] y se
calculan explicitamente las soluciones fundamentales de tres operadores
diferenciales lineales con coeficientes constantes: el operador de Cauchy-
Riemann, el de Laplace y el operador de onda. Ademds se analiza el
problema para los operadores de convolucién con nicleo de soporte fini-
to y se explica cémo se puede generalizar la demostracién anterior para
analizar la existencia de soluciones fundamentales para operadores de
convolucién concentrados en un conjunto enumerable acotado.
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ABSTRACT. In this article we make a thorough study of the proof of the
Malgrange-Ehrenpreis theorem published by P. WAGNER in [18] and we
calculate explicitly the fundamental solutions of three linear differential
operators with constant coefficients: Cauchy-Riemann’s, Laplace’s and
the wave operator. We also study the problem for convolution operators
with finite support kernel and explain how to generalize Wagner’s proof
in order to analyze the existence of fundamental solutions of convolution
operators with bounded countable support.
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1. Introduccion

El concepto de solucién fundamental de una ecuacion diferencial fue forméan-
dose y aclardandose gradualmente durante los siglos XIX y XX, apareciendo
especialmente en los casos de la ecuacion de onda, de la ecuacién de Laplace
y de la ecuacién del calor. Pero solamente hacia 1950, dentro del marco de
la teorfa de las distribuciones de L. SCHWARTZ [15] (ver también [16]), dicho
concepto pudo definirse de una manera general y aplicarse a la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales lineales con coeficientes constantes.

La primera demostracién de la existencia de una solucién fundamental para
cualquier operador diferencial parcial lineal con coeficientes constantes P(9) #
0 fue dada independientemente en 1954 y 1955 por L. EHRENPREIS y B. MAL-
GRANGE; estas demostraciones estan basadas en el teorema de Hahn-Banach.
Ya en 1956, F. TREVES dio una prueba “constructiva” en el sentido de que
la solucién fundamental se expresa por medio de una férmula (se trata de la
llamada “escalera de Hérmander”, ver p. €j. [2], Cap. II, Secc. 3.3); aqui se usa
particién de la unidad.

En 1994, N. ORTNER y P. WAGNER [9] dieron una demostracién muy corta
de la existencia de una soluciéon fundamental en la forma de una integral de
contorno sobre el toro unidimesional T*(ver también [11] y [17], donde se en-
cuentran recuentos histéricos sobre diversas demostraciones del teorema; en [1]
se hace una explicacién detallada de la demostracién de [9]).

Recientemente, P. WAGNER [18] dio una simplificacién de esta prueba, me-
diante la construccién de una soluciéon fundamental en la forma de una suma
sobre m + 1 distribuciones, donde m es el orden del operador diferencial. En
este mismo trabajo, WAGNER generaliza la prueba para obtener la construccién
de una solucién fundamental de cualquier operador diferencial lineal con dife-
rencias y con coeficientes constantes. Estos son los operadores de convolucién
cuyo ntcleo tiene soporte finito.

Para esta ultima clase de operadores, la primera demostracién de la exis-
tencia de soluciones fundamentales, utilizando el teorema de Hahn-Banach, se
debe a EHRENPREIS (1954) y a MALGRANGE (1955-56). La demostracién me-
diante la construccién de una escalera de Hérmander, se encuentra expuesta en
[8]. La prueba de WAGNER es probablemente la primera que se da utilizando
una férmula explicita.

2. Preliminares

2.1. Definiciones Bésicas y Notaciones. Se denota por C*°(R") al espa-
cio de funciones de R™ en C que son diferenciables infinitas veces. Al soporte
de toda funcién ¢ de R™ en C se le denota supp (¢) = {z € R* | p(z) # 0}.

Un multiindice es una n-tupla ordenada o = (g, ..., o) € N™.
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Sean z = (z1,...,%,) € R unvectory a = (e, ...,an),8 = (B1,...,0n) €
N dos multiindices. Entonces definimos
w =t aln,
o=l
= |a| := a3 + -+ + ay; este ntdmero se llama el orden de a.
» Decimos que 8 < asi 8; < o paratodo j=1,...,n.
= Si # < « entonces (g) = (%i) (g;)
Ahora, para i = 1,...,n, notemos por 0; al operador diferencial sobre
L
R™ Si0=(01,...,0n) y @ = (a1,...,ap) € N® es un multiindice, entonces

n 9% =097 - 09,

= La derivada parcial de orden m € N mds general se escribe 9% donde
|a] = m.

= Kl operador diferencial parcial lineal con coeficientes constantes de orden
m més general se escribe P(9) = > ¢,0% con ¢, € C.

lo|<m
s Llamaremos Py(9) := > ¢,0“ a la componente homogénea de P de
|| =k

orden k.

= Si P(0) es un operador diferencial parcial con coeficientes constantes
de orden m, la parte principal de P es P,,(0), es decir, la componente
homogénea de orden m.

2.2. Distribuciones en R".

Definicién del espacio de las distribuciones. Sea
D ={p € C®(R")| existe K C R" compacto tal que p =0 en R" \ K}.

Entonces D es un espacio vectorial sobre C, definiéndose la suma de funciones
y la multiplicacién por un escalar de la manera usual. Mas atin, D es un algebra
con la multiplicacién ordinaria de funciones ya que para @1, p2 € C°(R") se
tiene que

supp (p12) C (supp p1) N (supp p2).
También, si ¢ € C°(R") es cualquier funcién, entonces para todo ¢ € D,
e € D puesto que
supp (1) C (suppip) N (supp ) -

Diremos que una sucesién {¢}ren C D converge a ¢ € D cuando k — oo
si:

= Existe un compacto K C R” tal que para todo k € N, supp (pr) C K.
= Para todo m € N y para todo o multiindice con |a| = m, la sucesién
{0%pk }ken converge uniformemente a 9%.
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Definicién 2.1. Una distribucion T sobre R™ es un funcional lineal y secuen-
cialmente continuo sobre el espacio vectorial D, es decir, T : D — C es tal
que

- V@lv Y2 S D7 T(()Ol + (102) = T((pl) + T(@Q)a

= VAeCyVpeD T(\p) = T(p), y

» si{pr}ren C D converge a ¢ € D entonces {T'(¢r) }ren converge a T'(p)
en C.

Las distribuciones forman un espacio vectorial con las operaciones de suma y
multiplicacion por escalar definidas puntualmente. Este espacio se denota por
D'.

A veces utilizaremos la notacién (T, ) en lugar de T(p) para T € D' y
p €D.

Ejemplo 2.2.

= Si f es una funcién localmente integrable, entonces f define una distri-
bucién Ty : D — C por medio de (T}, ¢) := [ fedz para todo ¢ € D.
R’V’L

Por comodidad, a veces escribiremos (f, ) en lugar de (T, ¢).
= La distribucién § de Dirac. Para x¢ € R", definimos la distribucién dy,
por medio de

{0z p) == p(20)
para todo ¢ € D. §; se denota simplemente por 9.

Se dice que una sucesién {Tj }reny C D’ converge a una distribucién 7' € D’
cuando k — oo si para toda funcién ¢ € D, la sucesion de nimeros complejos
{{Tk, )} ken converge al complejo (T, p).

El soporte de una distribucién. Decimos que una distribucién T € D’ es
igual a cero en un abierto 2 C R™ si para toda funcién ¢ € D que tenga soporte
contenido en € se tiene que (T, ) = 0.

Si una distribuciéon T € D’ es igual a cero en cada elemento de una familia

de abiertos (2;);er entonces T es igual a cero en Q := |J Q; (véase [15], pags.
=

26-28). Tenemos entonces la siguiente definicidn.
Definicién 2.3. Sea T' € D’ una distribucién sobre R". Se llama. soporte de T al
complemento del mayor abierto de R™ donde T es igual a cero y lo denotaremos
por supp (T).

Tenemos entonces que = € supp (T') si y sélo si T no es igual a cero en la
vecindad de .

Proposicién 2.4. Sean T € D' y ¢ € D tales que supp (T) N supp (p) = ¢.
Entonces (T, ¢) = 0.

Demostracion. Sea K = supp () compacto y para todo y € K sea U, vecindad
abierta de y tal que T es igual a cero en U,. Sea ademés h, € D tal que
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supp (hy) C Uy, hy(y) =1y 0 < hy < 1. Pongamos, para todo y € K,
Ay ={z € R" | hy(x) > 0}.

Entonces K C |J A, y como K es compacto, existen y1,...,ymn € K tales

yeK
h,. m
m _ M Gge U Ay,
que K C |J Ay,. Paral <j<mseath; =< hy, +---+hy, i=1
i=1 0 silo contrario.

Entonces, para todo j = 1,...,m, supp (¢;) C supp (hy,;) C Uy, luego (T, ¢;) =
0. Finalmente ¢ = 3" ¢ y asi (T, ) =0. ™

i=1
Diferenciacion de Distribuciones.

Definicién 2.5 Sean T' € D’ una distribucién en R” y « = (aq,...,a,) € N”
un multiindice. Entonces para cada ¢ € D definimos

(0°T, ) := (~1)1*N(T,8%¢). (1)

Es sencillo probar que la férmula 1 define una distribucién (véase [15], pag.
35).
Observemos que si P(9) = Y. ¢,0% es un operador diferencial parcial
la|<m
lineal con coeficientes constantes y 7' € D’ es una distribucién, entonces para
toda ¢ € D se tiene:

(PO)T, ) = < Z CaaaTa‘P> = Z ca (0°T, @)

|| <m || <m
= 3 cal=D)lT0%0) = N e (T, (-0)%)
la|<m |a]<m

= (T, P(=0)¢).

Multiplicaciéon de distribuciones.

Definiremos el producto entre dos distribuciones tinicamente cuando una de
las dos estd dada por una funcién infinitamente diferenciable, es decir, defini-
remos la distribucién f7T, donde f € C*(R") y T € D'.

Definicién 2.6 Sean T' € D’ una distribucién y f € C°(R™). Entonces defi-
nimos la distribuciéon 7T por medio de

(fT, ) := (T, fo) para toda ¢ € D. (2)

Es facil ver que en efecto la férmula 2 define una distribucién (véase [15],
pag. 117).

También se cumple la regla del producto para las derivadas ,con 1 <

) 8CEJ'
J<n.
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Teorema 2.7. [Regla del producto] Sean T € D’ una distribucién, f € C*°(R")
yj€{1,...,n}. Entonces
ofT)  of T

= —T —_—
85Uj 8£Ej + f@x]

Distribuciones con soporte compacto.

Se denota por £ al espacio de funciones complejas sobre R™ infinitamente
diferenciables con soporte arbitrario, dotado de la topologia de la convergencia
uniforme sobre compactos de las funciones y de sus derivadas. Esta topologia
es metrizable y se tiene que una sucesion {¢g tren C € converge a 0 € £ si para
todo compacto K y para todo o € N™ multiindice,

lim (méx@%pﬂx)) =0.

k—oo \ z€K

Veremos que los funcionales lineales continuos sobre £ se pueden identificar con
las distribuciones con soporte compacto .

Sean T' € D' una distribucién con soporte compacto K y ¢ € £. Entonces
si ¢ € D es tal que ¢ = 1 en una vecindad de K tenemos que ¥p € D y por
lo tanto podemos aplicarle T a 1. Ademas si p € D es tal que p = 1 en una
vecindad de K entonces (T,vp) = (T, pp). En efecto, () — p)p = 0 en una
vecindad de K por lo tanto supp ((¢» — p)e) N supp (T) = ¢. Entonces, por la
proposicién 2.4,

(T, o) = (T, pp) = (T, (¢ — p)p) = 0.

Pongamos entonces, para todo ¢ € &, (T, ¢) := (T, 1), donde ¢ es una funcién
en D tal que ¥ = 1 en una vecindad de K.

Veamos que asi se define un funcional lineal continuo sobre £. La linealidad
viene del hecho de que T es lineal sobre D. Ahora, sean {¢y}reny C € una
sucesién que converge a0 € £y ¢ € D tal que ¢ = 1 en K. Entonces {¢¢x }ken
es una sucesiéon en D que converge a 0 € D. En efecto, para todo k € N,
supp (Vi) C supp (¥) y para todo o € N™ se tiene que

[0
méx |0 < méx 079"
zEsupp () | ('l/)SDk” T zesupp (¥) Oq;a (6> ‘ 1/) (pk‘

< Z (g) méx ‘8‘31#30‘_’84,01@‘

0<p<a zEsupp ()

!
< Z <> méx [0°Y] mix [0 P — 0.
05520 \B/ z€supp(¥) €supp (¥)

Por lo tanto, como T define un funcional secuencialmente continuo en D, tene-
mos que, cuando k — oo,

(T, pr) = (T, bpr) — (T,0) = 0.



Lecturas Mateméticas, vol. 33(1) (2012), pags. 19-62 25

Reciprocamente, veamos que si L es un funcional lineal continuo sobre &,
entonces define una distribucién con soporte compacto. Para todo ¢ € D C &,
definamos

(T, ) = L(p).
Claramente T es una distribucién.

Probaremos que T tiene soporte compacto. Supongamos que no. Entonces
existe una sucesién {¢g}ren C D tal que para todo k € N, supp (¢x) C {x €
R™| |z| > k} v (T, ¢x) > 1. Si |z| < k, tenemos que ¢, = 0 en una vecindad de
x, luego para todo compacto K y para todo o € N, 9%p), — 0 uniformemente
sobre K, es decir, ¢ — 0 en £. Como L es secuencialmente continua en &,
debemos tener que L(pr) — L(0) = 0, luego es imposible que (T, ¢;) > 1
para todo k € N.

Finalmente veamos que L y T coinciden en €. Sea {1; } ey C D una sucesion
tal que para todo k € N, ¢y (z) = 1si |z| < ky ¢, (z) = 0si |z| > 2k. Entonces,
para todo ¢ € £, Yrp € Dy Yrp — ¢ en £ cuando k — oo. Por lo tanto,

L(yrp) — L(p)-
Para k suficientemente grande, supp (T') C {x € R : |z| < k}, luego (T, ) =
(T, Yre). Pero (T,v;p) = L(1jp) para todo j € N, por lo tanto (T, )
L(yjp), Vj>ky ast

(T, ) = L(¥j9) — L(p).

Hemos probado que el espacio de las distribuciones con soporte compacto y
el espacio de los funcionales lineales continuos sobre £ estan en correspondencia
biunivoca. Se introduce entonces la siguiente notacion:

Definicién 2.8. Llamaremos £’ al espacio vectorial de distribuciones sobre R"
con soporte compacto.

Ejemplo 2.9. La distribucién J,, de Dirac es una distribucién con soporte
compacto {zo}. Reciprocamente, si T € £’ es tal que supp (T') = {zo} entonces
T es una combinacién lineal finita de derivadas de d,, (véase [13], p.255).

El producto tensorial

Sean ¢, € D. Definimos el producto tensorial de ¢ y 1, @1 : RE xRy —
C por la férmula:

p @ p(x,y) = p(x)(y).
Entonces ¢ @ 1 € D(R™ x R™).

Ahora, el producto tensorial entre distribuciones se define de la siguiente
forma.

Definicién 2.10. Sean T, S € D'(R™). Se define W € D'(R™ x R™) por medio
de la siguiente férmula: Vo € D(R™ x R™),

(W, o(z,y)) = (T, (Sy, 02, 9))) -
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A W se le llama producto tensorial de T y S'y se denota T'® S := W.
La distribucién W asf definida existe y es dnica (véase [15], pdgs. 108-109).
Ademis,
supp (S ®T) = supp (S) x supp (T).
Convolucién. Sean S,T € D/(R™). En los casos en que la expresién tenga

sentido, definimos la convolucidn de S y T, S« T € D'(R™) de la siguiente
forma: para todo ¢ € D(R"),

(ST, ) :=(S: @ Ty, 0(x+y)).

Observemos que aunque ¢ € D(R™), ¢(x + y) no tiene soporte compacto, a
menos que ¢ = 0. Se tiene que

supp (p(z +y)) = {(z,y) ER" x R" [z +y € supp (p)}

es un subconjunto de R2" paralelo al hiperplano z +y = 0 y es no acotado.
Entonces, para que la convolucion tenga sentido, necesitamos que el conjunto
supp (p(z +y)) Nsupp (S ® T,) sea acotado V¢ € D. El siguiente teorema nos
da el caso méas importante en el que existe la convolucién de dos distribuciones.

Teorema 2.11. Si S € £’ es una distribucién con soporte compacto y T € D’
es una distribucién arbitraria, entonces la convolucién S * T existe.

Demostracion. Sean ¢ € D, A = supp (S) compacto y B = supp (T). Entonces
existe M > 0 tal que Vo € A, |z|] < M. También existe N > 0 tal que
Va € supp (¢), |x| < N, ya que @ tiene soporte compacto. Ahora, si (z,y) € R?"
estalquex € A,y € By x+y € supp (p), entonces |z +y| < Ny

lyl=lz+y)—z[<M+N.
Por lo tanto el conjunto
{(z,y) eR" xR" |z € A, y€ B, z+y € supp(p)}
es acotado. M

Ejenplo 2.12. Sea T € D’ una distribucién y xzg € R™. Vamos a calcular
0z, *T. Para toda ¢ € D,

<6$0 * T, 4P> = <Ty> <5$0(£L‘)7LP(SC + y)>>
= (Ty, ¢(y + o)) -

En particular 6 « T =T.

Las siguientes propiedades de la convolucién se demuestran aplicando la
distribucién mencionada en cada proposicién a una funcién ¢ € D y haciendo
el calculo explicito de las operaciones correspondientes.
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Proposicién 2.13. Si S € &, T € D' y n € C™ entonces
n
(e"8) % (e"T) =" (S *T) (Aqui, nx = anxj, para x € R™).
j=1

Proposicién 2.14. Sean T € &', E € D’ y a € R". Entonces
Txt,E=71,T*FE.

Aqui, (1,T,¢) = (Ty,o(x + a)), Yo € D. Ver, més adelante, la definicién
que se encuentra después del ejemplo 2.22 y el teorema 2.27.

Proposicién 2.15. Sean E € & y T € D’. Entonces para todo multiindice
a e N
OYE «T)=(0E)«T = E  (0°T).

Distribuciones temperadas.

Sea

S = {(p € C*°(R") |Va, 8 € N*, sup |x“8’6ap(x)| < oo} ,
TER™
el espacio de funciones complejas sobre R"™ infinitamente diferenciables que,
junto con todas sus derivadas, decrecen mas rapidamente que cualquier polino-
mio. Este espacio se conoce como el espacio de Schwartz y se considera dotado
de la topologia metrizable dada de la siguiente manera:

Decimos que una sucesion {¢g }reny C S converge a 0 € S cuando k — oo
si para todo par de multiindices «, 8 € N",

lim (sup xo‘(“)ﬂgok(xﬂ) =0.

k—oo \ zeRn
Notese que D C S y que si p, —> 0 en D entonces también @, —> 0 en S.

Definicién 2.16. Una distribucion temperada es una distribucion que se puede
extender a un funcional lineal continuo sobre S. El espacio de las distribuciones
temperadas, que es el espacio dual de S, se denotara S’.

D es denso en S, por lo tanto esta extensién estd univocamente determinada
(véase [13], pag. 62).

Proposicién 2.17. D es secuencialmente denso en S’ (véase [13] pdg. 76.), es
decir, VT € §’, H{ i }ren C D tal que Vi) € S,

lim /gokwdx = (T,v).
k—o0
]Rn

Igualmente, se tiene que D es secuencialmente denso en D’ (véase [15], Cap.
III, §3, Teorema XV. Véase también la observacion después del Teorema XI del
Capitulo VI §4).
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Proposicién 2.18. Sean P(0) = Zla\<m ca0% un operador diferencial parcial
con coeficientes constantes, ( € C" y T € D'(R™). Entonces

P(9)(eS"T) = e$"(P(0 4 ¢)T).
Demostracion.

1. Sea ¢ € D(R™). Entonces:
e para 1 <j<ny a; €N tenemos que 9;7 (e"p) = e**((; + ;) ¢,
e para a = (ag,...,a,) € N tenemos que 9%(e5%p) = e5%(¢ + 9)%¢p.
e Por lo tanto, P(9)(e$%¢) = eSTP(¢ + 0)¢.
2. Sea T € D'(R™). Entonces existe una sucesién {¢x}r>0 C D tal que
T=D — klin;o ¢k Por lo tanto, Vi € D(R"™),

(P()(e"T),9)) = (T, " P(=0)¢) =

klingo@kaecxp(—a)w
= lim (P(D)(e 1), 1) = Jm (€ P+ Opr, 1)
= lm (py, P(=0 + O)(e5™)) = (T, P(=8 + ¢)(e*"9))
= (P04 T, ). ™

La transformada de Fourier.

Definicién 2.19. Si f € L*(R") la transformada de Fourier de f se define por
medio de

G0© = [ gern
]Rn
Para todo £ € R,

[t < [ \r@de =17l

R"L
Entonces, sup | § £(§)] < | ]lz1, luego §f € L=(R"),
£ERn

De hecho, veremos que si ¢ € S, entonces Fp € S, pero antes enunciamos
algunas propiedades.

Proposicién 2.20. Para toda funcién ¢ € S, Fo € C*°(R™) y para todo
operador diferencial parcial con coeficientes constantes P(0) = > ¢,0% te-
al<m
nemos: ol=
1. P(=0)(Fyp) = F(P(ix)p(z)).
2. F(P(—i0)p) = P(&)Fe.
Teorema 2.21. Si ¢ € S entonces Fp € S. Ademds, si {¢x }ren C S converge

a 0 € S cuando k — oo entonces la sucesion {Fpy treny C S converge a 0 en
S cuando k — oo.
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Demostracion.

1. Sean a, 8 € N™. Entonces

sup |§°‘8’6]:<p‘ = sup ‘fa]:((iac)ﬂapﬂ = sup ]f(a%%)\ < ||80‘(atﬂ<p)||p
£ER™ EER™ EER™

< O+ [a)" 1o (@ ) 1 < 0.

Por lo tanto Fp € S.
2. Si {prtren C S converge a 0 en S, entonces por la parte anterior, para
todo £ € R™ y para todos a, f € N”

€207 Fior| < ClI(L+ a])" 0% (@ o) [1e — 0
cuando k — oo. Por lo tanto Fypp, — 0 en S. M
Ejemplo 2.22. Calcularemos F(e~2*/2).
—z2/2

1. Supongamosn = lyseap(z) =e € S. Entonces ¢'(z) = —ze~ /2,

es decir, ¢ es solucion de la ecuacion diferencial
/
¢ +xp=0.

Ahora, si tomamos transformada de Fourier en esta ecuacién diferencial
obtenemos, por la proposicién 2.20,

F (Cgccp> + F(xp) =0

dg
(F) +&(Fp) =0.

Por lo tanto F¢ es solucién de la misma ecuacién diferencial, es decir,

EFp+1 (d]-Yp) =0

Fo = cyp para alguna constante ¢ y se tiene ¢ = Fp(0) = [ e~ /2y =
v 2m. Entonces
Fle™/?)(¢) = Vame /2.

2. Ahora supongamos n > 2 y sea p(x) = e~1e1’/2 Entonces V¢ € R™,

Fp(€) :/R 67im567|x|2/2dx:/ He*ixjﬁje*zf/zdx
n nj:1

11 / e 1% ¢~ 2y = [ Vame 672 = (2m)/2e78/2,
j=1

j=1

— 00

Ahora definamos algunas funciones que apareceran mas adelante. Sea ¢ :
R"™ — C una funcién.
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1. Para cada A € R, A # 0, definimos la dilatacion de ¢ por A,
oxp:R" — C

por medio de oxp(z) := p(Az), Vo € R™.
2. Para cada h € R", definimos la traslacion de ¢ por h,

Thp : R" — C
por medio de T,¢(x) := p(xz — h), Vo € R™.

Es facil ver que estas operaciones se comportan de la siguiente forma con
respecto a la transformacién de Fourier:

Proposicién 2.23. Sean ¢ € S, h € R” y A € R\ {0}. Entonces:

1. F(tnp) = e M Fop.
2. F(e'h*p) = m,Fe.
3. Floxp) = \)\|_"a%}"g0.

Notese que Vi, € S,

Foh= [ | [ o | vt = [olo) | [e=cuiepic | as
J /

RTL n
— [ wle)Fuds = (. 0.
RTL
La transformada de Fourier F : S — S tiene una transformada inversa:

Sea F~1: S — S el operador definido por la férmula:

Flp(r) = / ¢ (€ .

Rn

1
@m)"

para todo ¢ € S. Se puede ver que F~! es la transformacién inversa de la
transformacién de Fourier (véase [13], Cap. II, §2, Teorema 4).

Teorema 2.24. [Férmula de inversién de Fourier] Para toda funcién ¢ € S y
para todo x € R" se tiene

1 ixT _ —1
o) = e [ S Fol)E = FU (o).

R

Noétese que Vi, ¥ € S,
(Flo.v) = (o, F o).
Observacion 2.25. Para toda funcién ¢ € S y para todo £ € R”,
—1 _ 1 / ix _ 1 _ — o)

Rn

b
(2m)"
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Ahora se define la transformada de Fourier de una distribucién T € S'.

Definicién 2.26. Sea T' € S’. Entonces definimos la transformada de Fourier,
FT : S — C y la transformada inversa de Fourier de T, F'T : S — C por
medio de

(FT,¢) = (T, Fop)
(F'T,0) = (T, F'¢)

para todo ¢ € S. Tenemos que FT y F T también son distribuciones tempe-
radas.

Teorema 2.27. Los siguientes operadores de S en S se extienden de manera
tnica a operadores lineales secuencialmente continuos de S’ en S':

1. 7, para h € R"
2. oy, para A € R\ {0}.

por medio de las férmulas:

1. AT, o) = (T, T—np)
2. (oaT, ) = X" (T, 01/2)
VI eSS, VoeS.
De hecho, por medio de las férmulas anteriores (con ¢ € D) se extienden

los operadores 7, y o) a D’. Asi, en el ejemplo 2.12 mostramos que VI' € D’ y
Vzg € R™, §z * T = 75,1 (véase también la proposicién 2.14).

Miremos algunos ejemplos importantes de transformaciones de Fourier de
distribuciones temperadas.

Ejemplo 2.28. Consideremos a la funcién 1 como distribucién temperada, o
sea, para todo ¢ € S,

Entonces, Vp € S,

(FLe) = (1, F¢) = [ Fol)de = (2m)70(0) = ((20)"G0, )
RTL
Por lo tanto,
F(1) = (2m)"d.
Ejemplo 2.29. Ahora vamos a calcular F(§). Sea ¢ € S. Entonces
(F(5).0) = (6.70) = Fol0) = [ pladdo = (1),
R?L

es decir,

F(E)=1.
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Observacién 2.30. Si T € £, su transformada de Fourier es una funcién
(FT)(&) = (Tu,e™%),
y su transformada de Fourier inversa también es una funcién

(F7'T)(z) = e

El teorema de Paley-Wiener-Schwartz (véase [5], pag. 181) asegura que estas
funciones se extienden a todo C™ como funciones analiticas.

2.3. Propiedades de la transformada de Fourier. A continuacién se
presentan algunas identidades que se demuestran haciendo el calculo explicito
de la aplicacién de la distribucién mencionada sobre una funcién ¢ € S 6 ¢ € D.

Proposiciéon 2.31. Sean T € S’ una distribucién temperada, o € N™ un
multiindice y h € R™. Entonces

1. F((—i0)*T) = ¢~ FT.

2. F Y FT=FF T =T.

3. F(mnT) = e ¢ FT.

4. F(eh=T) =, FT.
Proposicién 2.32. Sean P(9) = Z|a\§m cq 0% un operador diferencial parcial
con coeficientes constantes y S € . (R™). Entonces

P9)F~H(S) = Fg (P(i6)S) .-

Teorema 2.33.Sean S € £’ y T € S'. Entonces
F(S«T)=(FT)(FS).

2.4. La transformada de Laplace. Se define la transformada de Laplace
de las distribuciones con soporte compacto asi:

Definicién 2.34. Sea T € &'. La transformada de Laplace de T es la funcién
LT que se define, para todo y € R™ por medio de
(LT)(y) := (Ts,€™) .
Nétese que (LT)(y) = (FT)(iy) y por lo tanto LT es una funcién analitica,
como se observé en 2.30.
Ejenplo 2.35. Si a € R” tenemos que, para y € R”,
(Lda)(y) = (ba(x), ™) = ™.

2.5. Medidas de Radon. Sea K un compacto en R™. Se denota por Cy(K)
al espacio de las funciones continuas sobre R™ cuyo soporte estd contenido en
K. Si dotamos a este espacio de la norma || - ||k, donde
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lellx = max ()] Vi € Co(K),

entonces resulta ser un espacio de Banach.

Ahora sea K = | J{Co(K) | K C R™, K es compacto}, dotado de la topologia
localmente convexa més fina tal que todas las inyecciones canénicas

I Co (K) — R
son continuas.
Una medida de Radon p sobre R™ es una forma lineal y continua sobre I, y
estd caracterizada por la siguiente propiedad:
Para todo compacto K de R"™, existe una constante c tal que para toda
¢ € Cy(K) se tiene
lu(e)] < cllolix-

Como p = g +ipg = (pf —py) +i(ug — py ), el teorema de representacion de
Riesz asegura que existe una medida de Borel du sobre R”, tal que, Vo € g,

1(p) = /cp(x)du(w)~

Si ¢ es una medida de Radon sobre R™ entonces define una distribucién de
la siguiente forma: para toda ¢ € D, ponemos

() = ulp) = / () dpu(z).

Rn

Es claro que este funcional es lineal. Ahora, si {¢k}reny C D es una sucesién
que converge a ¢ en D, entonces existen un compacto K y una constante c
tales que

(k) — ()] = |u(er — )| < cler — ¢llk — 0
cuando k — oo.

Ejemplo 2.36. La distribucién d, es una medida de Radon positiva para todo
a € R™

Ya que todas las medidas de Radon son distribuciones, se define el soporte
de una medida de Radon de la misma manera que el soporte de una distribu-
cién. Ahora, si una medida de Radon u tiene soporte compacto, entonces pu se
puede extender a un funcional lineal y continuo sobre el espacio de funciones
complejas continuas sobre R™ con soporte arbitrario. Esta extension se consigue
de una manera similar a la extension de distribuciones con soporte compacto,
presentada en la seccion 2.2.

Observacion 2.37. Si p es una medida de Radon con soporte compacto en-
tonces podemos hallar su transformada de Laplace. FEn el siguiente capitulo nos
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serd de gran utilidad hallarla. Por lo tanto tenemos:

(Lp)(x) = (u(n), ™).

3. El teorema de Malgrange-Ehrenpreis

El teorema de Malgrange-Ehrenpreis afirma que todo operador diferencial
parcial lineal con coeficientes constantes tiene una soluciéon fundamental. Esto
quiere decir que para todo operador diferencial P(9) = Y. ¢,0% existe una

lo|<m
distribucién E € D’ tal que P(9)E = 0.

En la primera parte de este capitulo presentaremos una demostraciéon cons-
tructiva de este teorema. Es decir, mostraremos la férmula explicita de una
solucién E € D', que fue hallada por P. WAGNER y se encuentra en [18].

Mas adelante calcularemos soluciones fundamentales de los operadores de
Cauchy-Riemann, de Laplace y de onda, utilizando la férmula descrita en la
demostracion del teorema de Malgrange-Ehrenpreis.

Finalmente, definiremos el concepto de soluciéon fundamental de un nicleo
de convolucién. Los operadores de convolucién en D’ estan dados exactamente
por las distribuciones con soporte compacto. Las distribuciones T' € £’ para
las cuales existe una solucién fundamental del correspondiente operador de
convolucién, o sea, una distribucién E € D’ con T x+ E = §, forman una clase
importante de distribuciones y son llamadas distribuciones invertibles (véase [6]
pdgs. 330-342). En particular las distribuciones con soporte finito tienen esta
propiedad como se mostrara més adelante. Esta prueba también es constructiva
y estd hecha en [18].

3.1. El teorema de Malgrange-Ehrenpreis. Para describir la férmula
de una solucién fundamental, empezaremos por considerar un sistema lineal de
ecuaciones. Por lo tanto, antes de demostrar el teorema, probaremos el siguiente
resultado.

Lema 3.1. Si \g,..., A, € C son diferentes dos a dos, entonces la solucién
tinica del sistema lineal de ecuaciones

Z’” 0 sik=0,...,m—1
aj)\?: s1. m
— 1 sik=m

7=0

m 1

estd dada por a; = [[ ———.
k=0 Aj — Ak
(=

Demostracion. Sea A la matriz asociada a este sistema lineal. Entonces A =

()\f)kj es una matriz de Vandermonde. Esta matriz es invertible pues los A;

son diferentes dos a dos. Por lo tanto el sistema tiene una tnica solucién. Sea
m

p(z) = [I(z — A;). Entonces las raices de p son precisamente los \;, j =

Jj=0
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0,...,m. Ahora tomemos N suficientemente grande, de tal forma que |A;| < %
para todo j = 0, ..., m. Entonces, por el teorema del residuo de Cauchy, para
0 < k < m se tiene:
k moA\k
z
——dz = 2mi J_
/ p(z) Z(:) P'(Aj)
|z|=N J=

Haciendo tender N a oo en el lado izquierdo de la igualdad, obtenemos

m it\K a7 i
Z 1 )\’?:Lh'm / idzziﬁm /(Net)lNetdt
, "(N;) 7 27 NSoo z 274 N—oo m )
=) il 0 {1 aver )
j=0
Nk+1 (k+1)3t
= — lim —dt
N—>oo

N(—;’lt j)

1 Nk 2T k1)t "
= 21 Neo Nm+1/ TN
o 1 (e = %)

Ahora, para 0 < j < m, tenemos que |e — 3| >1— 52 > 1, luego

2

T o(k+1)it
/ m ——dt| < / 2t = 2™t iy,
0 J

ezt J ) o
Jj= 0

Se puede entonces aplicar el teorema de la convergencia dominada y se obtiene:
Si k< m,

dt = 0.

. Nk+17 o (k+1)it
1m
m . s
o II (e” - Wj)

27 N—oo Nm+1
Jj=0

27
1 Nm+l e(m=+1)it 1
— 1t = — =1.
97 Nooso NI / (i N dt 27 /dt

o II (6 - W) 0

Jj=0

Sik=m,

Entonces tenemos
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1 m
luego la tnica solucién del sistema debe ser a; = 700 yp'(\) = H (Nj—Ag).
DA

k=0
k#j

Teorema 3.2. Sea P(§) = Y. ¢,&* € C[¢] \ {0} un polinomio de gra-
lo|<m

do m sobre R™, no idénticamente nulo. Si n € R™ es tal que P,,(n) # 0, si
m

Ao, - -+, Am € R son distintos dos a dos y si a; = [] (A\; — A\g) !, entonces
k

=0
k#j

1 P(i€ + A,
E = Zaje)\jnwj—_'gl (7’5—’_ 377)
Py (2n) = P(i€ 4 Ajn)
es solucién fundamental de P(0).
Demostracion.
1. Veamos que la expresion para E tiene sentido. Para A € R fijo, sea
N ={£ eR"|P(i€ + \p) = 0}.

Veamos que N tiene medida de Lebesgue igual a cero: Podemos suponer,
después de un cambio de coordenadas, que P,,(1,0,...,0) # 0. Ahora,
para &' = (&,...,&,) € R"! fijo, pongamos

Ne = {& € R|P(i(&,¢) + An) = 0}
Entonces N = |J Ng x {{'} y por el teorema de Fubini,

g/eRn—l

/dfz / /d§1d£’=0
N Rn—1 Ng/

pues los Ng/ son conjuntos finitos V&' € R"~! ya que son los conjuntos de

raices del polinomio P(i(£1,£’)+An) en la variable & . En efecto, no existe

ningtin £ € R"~1 tal que V&, € R se tenga P(i(&1,£) +An) = 0, pues en

este polinomio el coeficiente de £ es precisamente i P, (1,0,...,0) #

0. Entonces N tiene medida de Lebesgue igual a cero, por lo cual

_ PGg+ )
>0 = Ple )

Entonces tiene sentido tomar la transformada de Fourier inversa de S.
2. Para S € Y'(R) y ¢ € C™,

PO)(e" F 1 (S)) = " P(0 + ) F¢ 1(9) (debido a 2.18)
= e FH(P(i€+¢)9) (debido a 2.32).

€ L=(R") ¢ #'(R).
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(i€ + An) o
Tomando S = ————= con A € R, lo anterior implica que
P(i€ + An) prend

o (o (et )) = e,

Ahora, P(i€ + ) = 3 T+ ) = Y Ca(—i&+n)™ = P(—i&+
An). Por lo tanto,

Fe (PGE+ ) = Fo ' (P(=i€ + M)
= P(=0+ M) F (1) (debido a 2.32)
= P(=0 + \n)d,
y
P(9) <e”7””]-'51 < JIZEEE :[ iZi)) = M"P(-0 + \n)d
= P(—0 +2\n)(e*"8) (debido a 2.18)
= P(—0+2\n)d
=Y Cal-0+20)*0+ > Cal-0+2)n)"d
la|=m la|<m—1
m—1
= D @)+ Y N
loe]=mn k=0
m—1
= \"Pn(20)8 + Y AT,
k=0

donde las T, € &’'(R) son combinaciones lineales de derivadas de §. Para
concluir,

P(O)E = P(9) (Pm(2n) jgoa]eA T (P(%Hm)»

_ 1 - Qs e)\jn:c -1 P(Z€+)‘j77)
 Pa(2n) 2 jP(a)( 7 <P(i§+Am)>>
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Il
S:U [
JSNgE

m—1
a; <)\;-"Pm(2n)5+ Z )\?Tk>

(2n) k=0

m 1 m—1 m
) AN ——= ) T A
]Z::Oaj 7 Po(2n) I;) k;a] ’

=6 (debido al Lema 3.1) ™

3.2. Ejemplos clasicos. Ahora calcularemos las soluciones de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, de Laplace en R? y del operador de onda usando la férmula
descrita en 3.2.

Ejemplo 3.3. [El operador de Cauchy-Riemann] Sea P(9) = 0y + i02. Ha-
llaremos la solucién fundamental de P(0) que expresa la férmula del teorema
3.2.

Sea n € R?\ {0} y pongamos z = z1 + ize y 7 = 11 + in2. Entonces para
todo A € R,

F-1 <P(Z‘§+)\77)> 71 (ifl — &+ Am — Z‘772)>

C\Plc+an) ) 78 ie — &+ A(m + i)

. N 1 .
= (=01 +1i02 + )vy)]—‘5 1 <z§1—§2—|—/\'y> (debido a 2.32)
(5 i | 1
f( oh +182+>\’y)}"€ <i(€1+>\n2)—(€2—>\n1))

; =\ pt(—An2z1 122) T— 1
= (—81 + 282 + )\’7)6 ( An TAn )./—"5 1 (M)
(debido a 2.31(4)).

1
Sabemos que —— es una solucién fundamental de P(9) (véase [1], Capitulo

III), por lo tanto

) 1
(81 + ZaQ)R =0

6 -7 (5 ) =1

1 1
f(%z>_i51—§2'
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Entonces,

—1 P(Zf + /\77) _(_ . — i)\(*’l]gmlJr’I]lIg)L
T <P(i§+)\n) = (00 + A7) | e oz

) 1
= NEmEEMT) (@) — idns) +i(Bs + iN) + M) s— (4)

21z
(debido a 2.18)
) 1
— eA=zamtzam) (g i0o) —— . 5
e (=01 +1i02) 5 — (5)
Ahora escojamos A\g, A1 € R diferentes y pongamos ag = ﬁ ya; = ﬁ

Entonces, la solucién fundamental de P(9) dada por el teorema 3.2 es:

Aone
— 1 ( e e“\o(—ﬁlnr‘rmﬂh) +

2m —2in2 \ Ao — M1
eklnw

) 1
i1 (—z1m2+x2m1) ) 10o) ——
)\1—/\06 >( L Z)QW

Sea ¢ € D. Entonces

1 1 1/1 .
<2(—81 + i82)27§0> = 5 <Za (O — Za2)%0>
_ 1// (01 — laz)w(ﬂflafﬂz)dxldxz'
2 R2 z

Sea R > 0 tal que supp (¢) C {z € R? : |[z| < R}. Tenemos que

// (01 — 132)90($17$2)dx1dx2 _ // (O — 232)<P($1ax2)dxldx2
R2 z ‘
\

z|<R

= lim // (81 — ZaQ)SD(Il, xQ)dlﬂldzg
z

eN\0
e<|z|<R

Ahora, por el teorema de Green,

// (01 — zag)gp(thg)dmdm _9 // @(Cm;m)dxldm_
z z

e<|z|<R e<|z|<R
/ PELT) G ),
z

|z|=€
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y se tiene:
/ PELT2) (10 4 ) = i / Pl ee) 4
z z
|z]=e |z|=€
27 P o 2
:i/%e(—i)e*wdﬁ = /@(ecosﬁ,esinﬁ)e*%ed@
€
0 0

2m

— <p(0)/e*2i0d9 cuando € — 0

0
=0.

Se deduce que

// (O — 252)¢(9517x2>dx1dx2 =2puv. // Mdmdm =
R2 :

z
1
2 <p.v.z27 <p> .
Por lo tanto

1 1 . 1 1 ‘
0, <Z> = 5(81 —i0s) () =PV (como se nota en [9], pag. 6)

z

5 1 eMoVZ _ pMVZ 1

e)\gﬁz _ eA]VZ
Nétese que —————— es una funcién continua en z = 0 (de hecho, es

analitica), por lo tanto E es una funcién localmente integrable.

Si tomamos A\g =1 y Ay = —1 la solucién que obtenemos es
1 1
E= P sinh(¥z)p.v. <z2) .

Ejemplo 3.4. [El operador de Laplace en R?] Vamos a hallar una solucién
fundamental del operador P(9) = 97 + 05 utilizando la férmula hallada en el
teorema 3.2.

Sea n € R?\ {0} y pongamos z = x1 +ixe, ¥ = N1 +in2 y p = &1 + is.
Entonces para todo A € R se tiene

P& + M) = (i€ + Im)? + (i& + Mp)?
= (i&1 + M — &o +iAn2)(i61 + M1 + &2 — iAng)
= (ip+ M) (ip + A7).
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Entonces

S A\PGE+N ) ) TF (ip + X7)(ip + A7)
Por otra parte, para toda distribucién T € &',
(81 _ 282) (eA(zlmemﬂQ)]:f—lT) — 6/\(11771+a:2772)(31 + )\771 _ 1(32 4 )\7]2))}—5—111
(7)

P (P(if T An)) £ ((m ) (—ip + m)) ©)

(debido a 2.18)
_ e}\(lln1+$2772)fgl ((i&1 + & + My — im2))T) (debido a 2.32) (8)
_ e)\(x1?71+m27]2)]:§_1 ((ip+ )T . 9)

Poniendo T' = D€ + M) = (=i + \9)(—ip+ \7) en la expresiéon anterior y

P@g+ M) — (ip+ X )(ip+ A7)
teniendo en cuenta la ecuacién 6, tenemos que:

ity [ Hwrmraan g1 (PUEEA )
o <€ B (P(i£+>\n) B

Az +x )1 (71? + /\7)(71:0 + >"7)
e (z1m 272 ‘Fé ( .

ip+ Ay
Ahora,
(=ip+Xy)(=ip+ M) _ —ip(=ip + X7) + M (=ip + \Y)
i+ Ay ip+ Ay
_ —ip(—ip + A7) — Ay(—ip + \¥) i 2Xy(=ip + AY)
i+ Ay 0+ Ay
B —ip+ Ny
=ip— Ny + 2 y——
ip— Ny L
— _ _ —ip+ A7
= (ip+ Ny) — 207 + 2 y——,
(ip + A7) T2

por lo tanto,

. 1 [ P(i&+ M\n)
_ A(zimi+x2n2) 1 _
(01 —i0y) <6 e F <p(i§+)\77)>> -

e/\(fﬂ1m+rznz)]:£—1(ip + A7) — 2)\76/\(w1n1+r2n2)5
—ip + M)

+ \yeM@imteene) F-1 ‘
7 ¢ 0+ Ay

; ) . 1
= (0 — i05)5 — 2N + 2y Fmteane) A —ainatram) (g, 4 g,) (2) .
Tz

En esta ultima igualdad, el primer término viene de aplicar la ecuacién 9 a la
distribucién T = 1 y el tercer sumando es la ecuacién 5 del ejemplo 3.3.
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Escojamos ahora Ag, A1, A2 € R diferentes dos a dos y pongamos ag =
1 1 1

BT Y TE PR W L VI VS 1 W v N Bl O W VT VS W B

mo en el teorema 3.2. Tenemos entonces que

P(i§ + Ajn)
_ 15 o (e et [ PGEF A
~ a2 ( e (mmm

1
YES 7,)\ r1mne 2M1
4y QZ%( — 002)8 =2\ 7O+ 2 e N (Tt H%“Eb)(zm))

2 —
1 P ;
(0 —i0)B = (0 —i0s) | 3 3 gt ! ((%g + m))
§=0

4| |2[(a0+a1+a2)(81—z82)6 ﬁ(ao)\o-i-al)\l-i-az)\g)(s]

2
1 . 1
+ mjioa‘jAJ‘e i (_81 +7182);

Los dos primeros términos de la tltima expresién son cero pues los a; solucionan
el sistema lineal expuesto en el lema 3.1, por lo tanto

2
1 = a1
(81 — Z@Q)E = R E: aj)\je)‘fz'y(—al + 2(92); R

es decir,

Ahora, por el teorema 2.7, para todo A; con j = 0,1,2, se tiene que

Rk .1 a1
0. <e ) = N\t = 4 eNTEY,
z z z

_ )\jﬁz
M7 0.1 — (-0, (e )
z

z

por lo tanto

Entonces
2

1 5 €N Xivz
0.5 =) a;\— Z%A 0, ( ) (10)

Jj=0

Sabemos que 5= In |z| es solucién fundamental simétrica con respecto al origen
del operador de Laplace en R? (véase [7]), por lo tanto cualquier otra solucién
fundamental debe ser de la forma 5~ In |z|+g(z) donde g es una funcién arméni-
ca. Supongamos que g = u + v, donde u y v son funciones reales armoénicas.
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Como P(0) tiene coeficientes reales, la solucién fundamental debe ser real, por
lo tanto v = 0. Ademéds u es la parte real de una funcién holomorfa. Es de-
cir, existe h funcién holomorfa tal que 2Re(h) = u. Podemos escribir entonces
uw=h+hy asi g=h+ h. Tenemos que E = 5-1In|z| 4+ h(z) + h(z), donde h
es una funcién analitica. Derivando esta ecuacién obtenemos

1
E=—+h().
0, 4ﬂz+h(z)

Si igualamos esta expresion a la expresion en la ecuacion 10, tenemos que

2 —
1 1 e)‘j'Y Az
— +W(2)= — N \j
Az +H(z) 47 J;O G 47T Z 45405 ( >

X5z

Si, para j = 0,1,2, expandimos la funcién &2
alrededor de 0 obtenemos

en su serie de Laurent

6)\]'yz

+/\ Z ﬂz
vy reemplazando en la ecuacién anterior obtenemos
o] 2 00
T 1 1 & (3"
= A0, | =+ N Mgt
RO L oY (ﬁ 36
o0

Y 29 - Aj
aj)go?ZEn_zl—Za])\ (Zgn

pues ao)\% + al)\l + QQA% =1 y a0>\0 + CL1>\1 + ag)\g =0.

HQ\
V] H Mw

ELs

0

Para hallar h integramos con respecto a z y nos queda que

2 e — \9 —_
1 2 A72)" (AYE
Mz) = 47rzaj)\jn_0((n+l)! n+1 L))+¢

Jj=0

donde la serie converge para todo z. Por lo tanto,

E:%ln\zH- ZaJ Z( ]121)) <2j121_1>)

n=0
= 2o 5 (0 (15 ) e

Ejemplo 3.5. [El operador de Onda] En este ejemplo calcularemos la solucién
fundamental del operador de onda usando la férmula hallada en el teorema 3.2.

Introducimos la siguiente definicién:
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Definicién 3.6. (véase [6] pag. 112) Un polinomio P € C[¢y, ..., &,] de grado
m es hiperbdlico con respecto a n € R™ si P,,,(n) # 0 y existe 79 € R tal que
P(¢£+itn) # 0 para todo £ € R™ y todo 7 < 7.

Tenemos también el siguiente teorema cuya demostracion se encuentra en
[6], pag. 113:

Teorema 3.7. Un polinomio homogéneo P € C[¢y, ..., &,] es hiperbdlico con
respecto a un vector n € R™ si y sélo si P(n) # 0 y para todo £ € R™ la ecuacién
PE+) =0

tiene unicamente raices reales.

Por ejemplo, en el caso del operador de onda P(9) = 87 — 02 — -+ —
agn, el polinomio P es hiperbdlico con respecto al vector n = (1,0,...,0) €
R"1. A continuacién estudiaremos unas soluciones fundamentales para un
operador hiperbolico homogéneo cualquiera, para luego volver al caso especial
de la ecuacién de onda.

Notemos antes que, del Teorema 3.7 se sigue que si un polinomio homogéneo
P e C[&,...,&] es hiperbdlico con respecto a 7 € R™, entonces P es miiltiplo
de un polinomio con coeficientes reales. En efecto, si fijamos £ € R™ y si m es
el grado de P, el producto de las raices de P(§ 4+ m7) es (—l)mm que debe

i P(n)
ser un numero real.

Sean P(0) un operador sobre R; x R” homogéneo de grado m y n € R*+1\ {0}
tal que P(9) es hiperbdlico con respecto a 7. Sea A € R\ {0}. Entonces

P(i§ + An) = P(i(§ —idn))
= ())"P(&—il) #0 Ve e R
Noétese que F' = eA”(t’I)fgl(P(ig-l-)\n)’l) es solucién fundamental de P(0).
En efecto,
P(9)F = P(9) (M2 F (i + An) ™))

— MD) P(9 4 A F (P& +An)™)  (debido a 2.18)

= e*n(tvw)}‘gl(l) (debido a 2.32)
= Mt2)§ = 4,

Ahora bien, sea A C R""! el conjunto (eventualmente vacio) de los ceros
reales del polinomio P(€). Entonces el conjunto {(&,\) € R" 2| P(i€ + A\n) = 0}
es igual a A x {0} y si A # @, se tiene que V& € R VA € R, dist((£,\), A x
{0}) = \/(dist(€,A))2 + A2 > |A|. Se sigue entonces de [4], Lema 2 (pég. 557),
que existen constantes reales ¢ > 0,/ > 0, u, tales que si A # 0,

[P+ Am)| = e(L+ €2 + N[ f*) TH A (11)
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Veamos ahora que la distribucién F' es la misma para todo A > 0 (véase [10];
Proposicién 1, pdg. 442). En efecto, sea A > 0; cualquiera que sea ¢ € D, se
tiene:

(F,6) = (XD FI(PGg + M) ™), 0) = (Pt 0) + X)L FH (169))

= 71 -1 —1 ebido a
(e T o= ) (debido a (223(1)

F L& —iln)
P(i& + A\n)

/ F (& —idny, o Enst — iMIg1)
P(’Lgl + A’I’]l, ey 7:é\n-‘,-l + )\nn+1)

dé =

Rn+1

déi..dny (12)

Por el teorema de Paley-Wiener (véase [4], pag. 181) tenemos que F ¢ es
una funcién analitica sobre C"t!, tal que para todo N € N existe una constante
Cpyn >0 con

_ ]. - — m n
IF ()] = g F (9] < On(1+ <)) NeHUme) yeecrtt,  (13)

(2m)

donde H (Img) := sup{(t, z).Img|(t, z) pertenece a la envolvente conexa cerrada
de supp (¢)}.

Se tiene que V¢ € R L VA > 0, H(Im(¢ — i\np)) < K\|n|, donde K es
una constante que solamente depende de . Se deduce entonces del teorema
integral de Cauchy que si en (12) tomamos para A dos valores distintos positivos
cualesquiera, los correspondientes valores de las integrales iteradas son iguales.

Mostremos ahora que si A > 0, entonces supp F' C {(t,z) € R*™|n(t,x) >
0}. En efecto, sea (t,z) € R"™! tal que n(t,z) < 0. Sea U un abierto de R"*!
tal que (t,z) € U y V(s,y) € Un(s,y) < 0. Sea ¢ € D tal que supp(¢) C U;
entonces supp (¢) C {(t,z) € R" Y n(t,x) > 0} y en este caso se tiene que
Ve € R H(Im(€ —iXn)) = H(—An) = sup{(t,z).(—\n)|(t, z) pertenece a la
envolvente conexa cerrada de supp (@)}

< sup{—=An(t, z)[n(t, z) > 0} = Asup{n(s,y)[n(s,y) <0} = 0.

Se concluye que para todo N € N existe una constante Cy > 0 con

|F L€ —id)| < COn (1 + [€ —idg)) N =

On(L+ VIER + MA2[n2) 7N, vg e R
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De esta dltima desigualdad, de (11) y de (12) se deduce que para constantes
reales convenientes ¢ > 0, /' > 0, p,

(D)) )
|(F, )| = Mdgg/ M—Zn

P(i§ + An) P(i€ + \n) ‘ ®=

C / (4 VEFF RPN

o | AT © S
Rn+1

Cn € 1 22n2)2e Vg <

C>\MI —_
Rn«i»l

Cn (1L+ Apl)—N72
c AW

/ (1+|€)eN2de

Rn+1

para N > 2(u+n+ 1), pues como u — N/2 < 0, se tiene:
€2+ A2[n2)R N2 < (14 AN,

Y

(€12 + A2[n2) N2 < (14 Jehr T2

Si hacemos tender A a +oo obtenemos | (F, ¢) | = 0.

Si una solucién u € D’ de la ecuacién P(9)u = 0 tiene su soporte contenido
en un semiespacio con borde no caracteristico, es decir, para todo vector 7 # 0
normal al borde del semiespacio se tiene P, (i) # 0, entonces u = 0 (véase
[5] pag. 312, Corolario 8.6.9). Por lo tanto cualquier solucién fundamental con
soporte contenido en un semiespacio con borde no caracteristico es tinica. En el
caso que estamos considerando, el soporte de F' esté contenido en el semiespacio
con normal al borde igual a n y P,(n) = P(n) # 0. Por lo tanto tenemos que
F = e)‘”(m)]:gl(P(i{ + An)71) es la tnica solucién fundamental de P(9) cuyo
soporte estd contenido en el semiespacio {(t,z) € R"™|n(t,x) > 0}, para
A > 0 arbitrario.

Similarmente, F = e*(* ”)]: (P(i€ 4+ Mn)~1) es la solucién fundamental de

P(9) cuyo soporte estd contenldo en el semiespacio {(t,x) € R""t|n(¢,z) < 0},
para A < 0 arbitrario.
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Por lo tanto, si los coeficientes de P son reales, para A € R\ {0} tenemos
que

L (PGETA o .
7 (PEéIAZD — P(=0+ M) F7 (PGig + M) ™)

P04+ M) (e EDF) si A >0

P(=0+ M) (e MEDE) si A <0
B e*M(t,I)p(_ﬁ +2M)F st A>0
e M P(—d 4+ 20 F si A< 0.

Ahora, si retomamos la férmula de la solucién fundamental de P(9) del teorema
3.2, obtenemos

2 N

! - 1 [ P&+ \jm)
E=— eNin(t,x) 1 26 T AN
2 0T <P(i£ )

1 F st \;>0
= —— N 4, P(—0 +2)\1) { A
P 27]) =0 Fsi )‘j < 0.
Sean P(0) = 0} — 02 —--- — 02 ¢l operador de onda y n = (1,0) €

R™*+!. Supongamos que escogemos Ao, A1, A2 > 0. Entonces, reemplazando en
la ecuacién anterior, obtenemos

E= i (aOP(—8+2)\0(1, ) +a1 P(—0+2)1(1,0)) + asP(—0 + 2)o(1, 6)))F:
i(aO((ﬁt + 2)\0)27Am)+a1((%()t+2)\1)2 - Am)+

1
ag((—&g + 2)\2)2 - Az))F = Z ((ao “+ ay + ag)P(a)—
4(a0)\0+a1)\1 + G,Q)\g)at + 4(0,0)\(2)4—@1)\?4-0,2)\3)) F = F

Similarmente si escogemos Ag, A1, A2 < 0, lo que obtenemos es £ = F'. Ahora
calculemos F' para el caso en que la dimensién espacial es 1, es decir, cuando
n = 1. Para esto, sean

1 si —t<zxz<ty t>0
g(t,x) = .
0 de lo contrario

y A > 0. Entonces para n € R?\ {(0,0)} se tiene que
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]_-(e—>\(771t+712317)g(t7 .%‘)) — / / e—A(nlt-&-nzm)g(t’ x)e—i(£1t+£2x)dtdx

— 00 —O0

oo t
://6*I(>\ﬁ2+i£2)eft(/\mﬂ'&)dxdt
0 —t

oo

—t(An2+ié2 t(An2+i&2
:/e (A tice) _e‘( retic) e~ tOm+ign) gy
—(Anz +i&2)
__ -t / ot A+ (E14+€2) _ o—tMm —ma)+i(61—E2)) gy
Ang + i€ )
—1 1

- (An2 + &) (A1 + 12) + (& + &2)) * (An2 + &) (A(m —n2) +i(& — &2))
(para A >0, 1 +n2 >0, g1 —n2 > 0)

—(A(n —m2) (61 — &) + (Am +m2) + (61 + &2))
(An2 + &) (A + &1 + Az +i&2) (Any + 1§ — (A2 + i€2))
2(An2 4 i&2)
(An2 +i&) (A + i&1)? — (A2 +i€2)?)
2
~ PE+ )

Por lo tanto, YA > 0y ¥V € R2\{(0,0)} con P(n) #0,n1+n2 >0y n—m2 >0
se tiene que

1
FOUPUE+ M) = e AmHFmg(t o).
Luego para n = (1,0),

1

3.3. Niicleos de convolucién con soporte finito. Observemos que si
es solucién fundamental de P(9) = > ¢,0%, o sea, P(9)E = § entonces

jal<m
P(3)§ + E = P(9)(6 * E) = P(O)E = 4.

Llamemos T := P(9)d. Por lo tanto P(0)E = § se puede reescribir mediante
la ecuacién

TxFE =4,
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donde la distribucién T € &’ tiene soporte igual a {0}. Ahora supongamos
que T € &' es una distribucién con soporte compacto arbitrario. Se define la
solucion fundamental de la siguiente manera:

Definicién 3.8 F € D’ es una solucidn fundamental del operador de convolu-
cion T € &' si
TxE=4.
Digamos que T es una distribucién con soporte finito {z1,...,z,}, es decir,

T se puede escribir como una combinacién lineal finita de las distribuciones d,,
y sus derivadas, para 1 < k < r (como en el ejemplo 2.9). Pongamos entonces

T =" Pu(0)ds,,
k=1

donde Py (0) es un operador diferencial parcial con coeficientes constantes, para
todo 1 < k < r. Entonces VE € D/,

T+E = <Z Pk(6)5$k> « B =Y Pu(0)(6s, x E) =Y Pr(0)7s, E,
k=1 k=1 k=1

o sea, F es solucién fundamental del nicleo de convolucion T si y sélo si E es
solucién fundamental del operador diferencial parcial con diferencias (6 trasla-
ciones)

k=1

Ahora nos disponemos a probar que todo operador de este tipo posee una so-
lucién fundamental. Primero probemos el siguiente resultado de algebra lineal.

Lema 3.9 Sean fi(t),..., fy(t) : R — R funciones linealmente independientes.

Entonces existen t1, . .., t, € R, tales que la matriz F = (f; (tj))ij es invertible.

Demostracién. Llamemos f(t) al vector cuya i-ésima componente es la funcién
f;(t). Escojamos t; € R de tal forma que f(t1) # 0, es decir, de tal forma que
el subespacio

Vi = {sE'eRq 1z ft) = o}
sea de dimensiéon ¢ — 1. Inductivamente, para 1 < r < ¢ — 1 supongamos que
hemos escogido t1,...,t, de tal forma que el subespacio

w:{fewa-f(tj):o VjZI,...,T}

es de dimensién g—r, y sea @, € V. con z,. # 0. Entonces existe tr+1 € Rtal que
@y f(tr41) # 0 (de lo contrario, las funciones serfan linealmente dependientes).
Ahora sea

—

V,,H:{:?G]Rﬂﬁf(tj):o w:1,...,r+1}.
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Como z, ¢ V.41 tenemos que V41 g Vi, luego dim(V,.41) = ¢ — r — 1. Hemos
demostrado entonces que existen t1,...,%, € R tales que

Vq:{fequ-f(tj):o Vj=1,...,q}:{6},

lo que quiere decir que las filas de la matriz F son linealmente independientes.

El siguiente lema nos dice que, si encontramos una medida de Radon con
cierta propiedad, podemos hallar una solucién fundamental de una distribucién
T € &', a partir de ésta. Este no es todavia el resultado que queremos. Des-
pués probaremos que, cuando T tiene soporte finito, podemos construir una
medida de Radon con la propiedad que se necesita para que exista la solucién
fundamental de T

Lema 3.10. Sean T' € &'(R) y p una medida de Radon sobre R™ con soporte
compacto tal que

Lp(2x) T=3.

FEntonces la distribucion

[ FT(§ —in)
E= o
es una solucién fundamental de T
Antes de empezar la demostracién, veamos qué es (E, ) para ¢ € D da-
da. Como veremos mas adelante, para € R", la expresién que esta en el
lado derecho de (,) es una distribucién, llamémosla F;,. Es decir, para ¢ € D,
1 [ (FT)(E —in) g
F, o) = e F | ==2>—" ) (2),¢(x) ). También veremos que la fun-
cién
f:R" — D
n— Iy

es continua, por lo tanto (F},, ¢) es una funcién que depende continuamente de
7. Podemos aplicar entonces la medida p(n) a la funcién (F,, ) (pues p tiene
soporte compacto) y asi tenemos que

(E, ) = ((u(n), Fy) o) = (u(n), (Fy, 9)) -

Demostracion. 1. Veamos que la expresion para E tiene sentido, es decir, que,
para todo n € R"™, existe la transformada inversa de Fourier del cociente, y que
la funcién f es continua y tiene sentido aplicar la medida p. En primer lugar, el
teorema de Paley-Wiener-Schwartz nos asegura que la transformada de Fourier
de una distribucién con soporte compacto es una funcién analitica sobre C™
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(véase [5], pag. 181). Entonces, para n € R" fijo, (FT)(§ — in) es analitica en
R™. Si g(z) es una funcién analitica sobre C™, con g # 0, entonces

92 = a2 =3 e, (14)
v A=0

donde px(z) = > a,z”. Sea \g = min{\ € N|py # 0}. Ahora, para cada ¢ =
[v|=A
(c2y...,¢,) € C* L, la aplicacién oz : C* — C™ definida por oz(wy, ..., w,) =
(w1, wy + cowy, . .., Wy + cpwy) se llama un corte. Denotemos por ¥ al conjun-
to de todos los cortes. Tenemos que ¥ es un grupo abeliano de biyecciones
biholomorfas de C™ sobre C™ (véase [3], Cap. III, § 3). Entonces Vo € 3,
o0

goo= Y (proo),yparac=(ca,...,c,) € C" 1y X\ €N tenemos que

A=Xo
(pr 0 0z)(w1,0,...,0) = pr(w1, cowy, ..., cpw)
v v VUn
= g a,wyt (cqwy)”? -+ (cphwn)
|v]=X
= E aycy? - clrwy
[vl=A
_ A
- p)\(027 RN} Cn)wl )
donde p) es un polinomio en n—1 variables. M&s precisamente, py(ca, . ..,c,) =

> aycy? - el y los a, son los mismos coeficientes de py. Ahora, no todos
IZE2N
los coeficientes de py, son nulos (de lo contrario py, = 0). Por lo tanto existen
cé0)7 . ,cslo) € C tales que pj, (céo), ce ch’)) #£0.

Sea o¢ = a(cgo) RO Entonces

(gooo)(wy,0,...,0) = (px 0 00)(wy,0,...,0)

NE

>

Il

>
o

I
M8

Dx (céo), .. .,c;")) w # 0,

A=Xo
pues px, (cgo), .. '707(10)) # 0. Por lo tanto, para cualquier funcién analitica
g # 0 sobre C™ podemos encontrar un corte og tal que (goog)(w1,0,...,0) £ 0.
, (0) ) . .
Nétese que pueden tomarse ¢, . .., ¢, ° nimeros reales. Analicemos el conjunto
Zy ={z € C|(FT)(21,2") =0}
definido para cada 2z’ = (z2,...,2,) € C" 1. Fijemos 2/ € C"~!. Sabemos

que Z,» = C 6 es a lo sumo enumerable ya que, para todo 2/ € C"~!, la fun-
cién (FT)(z1,2") es analitica en C (véase [14], pdgs. 208-209, Teorema 10.18).
Como se noté anteriormente (con g = FT), efectuando eventualmente un
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corte U(C(o) C(0>), con cg0)7 .. _7020) € R, podemos obtener que Vz' € C*1,
2 9 Cm

FT(z1,2") £ 0 pues (en la ecuacién 14), si py,(z1, 2’) Z 0, el coeficiente de zf‘”
en FT'(z,2") se hace igual a

A(20.0,...,0) = Do (céo),..,,cgoo £ 0.
Consideremos ahora el conjunto N = {¢ € R™ | (FT)(¢ —in) = 0}. Entonces
N=J Nex{¢}
£'eRr—1

donde Ng = {& € R|(FT)((&1,€') — in) = 0}, para cada & = (&2,...,&,) €
R"™~!. Tenemos ya que puede suponerse que Vz' € C"~!, el conjunto Z.. es a lo
sumo enumerable; por lo tanto cada N¢s es a lo sumo enumerable. Esto implica

que
!daz— / /dﬁldfzo.

Rr—1 NE/
FT(€ —1in) . .
Entonces S(§) = —————% € L™°(R") C &’ y tiene sentido tomar la trans-
&)= Frie i) <Y
formada inversa de Fourier. Finalmente, veamos que la funcién
f:R* — D
[ F(T(€ —in)
ner e F -
¢ \F(T(E—in)

es continua. Para esto, sea {ny } ren una sucesién en R” tal que i, — 1 cuando
k — oo. Entonces para toda funcién ¢ € D y Vk € N tenemos que

(f(me), o) = <€"sz:{1 (M) ,np(x)>

)
_ (FT) (& —ing) 1 e
_<<(fT)(€ink)>’fw (e™e( ))>
- e ) - -1 ebido a
- <<(]:T)(§i77k)> (Fe)(E 77k)> (debido a 2.23(1))
_ [ (FD)E — k)  a _i
_R[ (]-”T)(gfink)( ©)(& — i) dE.
Sea
_ (FD) (& —imk) , .
i) = (FT)(& znk)( o) (& —ink) -

Entonces, para todo k € N,

l91(©) = [(F~ o) (€ — inw)l,
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y, por el teorema de Paley-Wiener, para todo N € N existe una constante
Cny > 0 tal que

(F7ro) (€ —inp)| < On(1+ V]EP2 + [ne|?) Ve ) (véase la ecuacién 13).

Sean a > 0y b > 0 tales que la envolvente convexa cerrada de supp () estd con-
tenida en la bola cerrada de radio a y centro en el origen, y para todo k € N,
Ink| < b. Entonces
H(—mn) < sup{—z - ni|z € B(0,a)}
< sup{|z||n| [z € B(0,a)}
< ab.

Por lo tanto

N (L4 VIER + )~ Ve M) < O (1 +[¢]) N e

y asi, para todo k € N, y para todo £ € R",

|9k (&) < On (1 +[€)Ne,

y Cn(1+|¢)~Ne® € LY(R") para N > n + 1. Entonces, por el teorema de la
convergencia dominada,

| e
Jm (f (), ) = klﬁooW (FT)(€ — iny)
- [ P

S FT) (€ = ime)

(F~1o)(€ — im)dE

(F ) (€ — imw)dg

R™

Ry e —)
J T

= {f(n), ),

(F~lo) (& —in)de

y asi f es continua.
2. Ahora probaremos que T« E = 4. Si S € '(R) y n € R" entonces

* (enx}-—ls) _ (e"“’e_"‘”T) " (enx}-—ls)
=" ((e7"T) x (F~15)) (debido a 2.13)

1 FLF (e T) « (F7LS)))
(FYF(e "™ T)S)) (debido a 2.33)
=" (F {(FT(€ —in)S)) (debido a 2.31(4)).

I
)

I
o



54 A. Pérez. Demostracién constructiva del teorema de Malgrange—Ehrenpreis

. F(T(€ —in)
Poniendo S = —————= tenemos que para toda ¢ € D,
FTE—n) 7
(T« E, ) = (Ez, (Ty, p(x + y)))

(
= (u(n), ( nzv< Ty, o(x +y))))
= (u(n), (T * Fy, )

% % ‘F(T(g — “7)
(o (o (FE) )
p(n <e”x}' (F(T(E — 1)), w>>,

por lo tanto T * E = <u(77 ), €T NFT(E - ”7))>
Ahora,

FDE ) - —<T ey

lo que quiere decir que
F(FTE=m) = 7 (F (eT)) = T
Podemos concluir entonces que
T+E= <N(n), eQWT> = (Lp)(22)T =6
y asi, F es una solucién fundamental de T'.

A continuacién probaremos el resultado principal.

Proposicién 3.11. Para toda distribucion T' € &' (R™)\ {0} con soporte finito
existe una solucién fundamental E € D'(R™). Mds especificamente: Sea T =

> P(0)dy, con xy, € R™ diferentes dos a dos y con Py (§) € C[¢]\{0} de grado
k=1

{m. Supongamos que x1 = 0 y que el grado de Py esm. Sean g =r(m+1) y
n € R™ tal que los nzy, son diferentes dos a dos y P1 ,(2n) # 0 (aqui Py, es la

parte principal del polinomio P, ). Entonces existen A\j, a; € Rparaj=1,...,g,
tales que
FT(&—1i\n)
E= ehme sl o I
;a] ‘ <fT(€ )

es una solucién fundamental de T'.
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Antes de hacer la demostracién, veamos que existe dicho 7. Para toda pa-
reja i,j € {1,...,r} con i # j, sea H;; = {n € R"|n(z; —z;) = 0}.
Entonces dim(H; ;) = n — 1 por lo tanto H;; tiene medida 0. Ahora sea
Hp, ,, ={n € R"|P1,,(2n) = 0}. Este conjunto también tiene medida 0 y por

T
lo tanto la unién | |J H;,; | U Hp,,, también tiene medida 0. Luego existe
ij=1
i#]

T
neR"talquen¢g | U Hi; | UHp,,,, es decir, existe n € R" tal que para
i,j=1
- A\
1,) € {]—a“wr} con @ #‘7, 77(1'1 758]') # 0 y Pl,m(277) # 0.
Demostracion. Py, denotard la parte homogénea de grado m del polinomio

Py, (que eventualmente puede ser 0), es decir, si Py(§) = Y. bi,q £ entonces
la|<m

Pem(§) = Y bra ™
|a]=m
1. Consideremos el siguiente sistema de ¢ ecuaciones con 2q incégnitas (aj,
Ajparaj=1,...,q):

0 sik>260<i<m

q

Lo 2AiMTEe T 1
Z%e AT —— sik=1lei=m
g=1 Py (2n)

Probaremos que existen Aq,...,A; € R tales que el sistema lineal en
a; tiene solucién. Para k = 1,...,r pongamos ¢, = —2nx;. Entonces
los ¢ son diferentes dos a dos. Sea f; () = e** t'parak=1,...,re
1 =0,...,m. Entonces estas funciones son linealmente independientes.
En efecto, si

f) =) dipe*'t'=0 VteR
ki

y si suponemos que ¢, > ¢,_1 > --- > c; entonces
Ay = lim f(t)e 't ™™ =0.

’ t—o0

Si seguimos este proceso inductivamente, tenemos que
dip = lim f(t)e " t7" =0

’ t—o0
para todo %, k. Demos un orden cualquiera a las funciones f; j, digamos
que las subindexamos por f,. con r = 1,...,q. Entonces, por el lema

3.3, existen ¢ valores de ¢ (llamémoslos A1,...,\,;) tales que la matriz
(fr(Aj)),.; es invertible. Entonces el sistema tiene solucién.
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q
2. Pongamos 1 = ) a0y, con (aj, Aj)j=1,..4 solucién del sistema de
j=1
ecuaciones en 1. Entonces p es una medida de Radon con soporte finito.
Para todo ¢ € S,

T

< > <Zpk Ouyr P )>:;<5wwpk(_8)‘ﬁ(—$)>

= ZE(—@w)ap(—fﬂ) |w:zk: Z(ﬁk(a)@)(_xk)

k=1

= Z (06—, P(0 <Z Py (=0)0_z,, 80>

Por lo tanto T = Y Pi(=0)d_4,, ¥
k=1

(Lp)(22) - T = (Zajﬁ(&jn)(?fﬂ))( k(—3)5zk>
j=1 k=1

Ahora,
FIB(~0)0 g, = Pu(~0+ )0 ,)  (debido a 218)
= (=0 + 2xm) (72 netndg )
Pr(—0 +2)jn) (e 2275, )
6_2/\-777xk?k(—6 + 2)\j77)6—.7;k-

Por lo tanto,

r

q
(Lp)(2z) Z Z aj e NP0 4 201)0 s, -

Jj=1k=1
Por otra parte,
Po(=0+2X\m) = Pom (=0 +2Xm) + > bra(—0+2X;n)”

la|<m—1

m—1

—Pka/\ﬂ? ZDkzﬁn
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luego, si reemplazamos esto tultimo en la igualdad anterior, obtenemos

q

(Lp)(2z) - T = ZZa e~ 2AinTk Z )\ Dy.i(0,m)0—g,+

j=1k=1
q r r m—1 q
Z aje 2P (N6 gy = Z Z Dy,.i(0,1m)0_4, Zaje_”‘jmf’“)\;—i-
j=1k=1 1= j=1
> a; e MNPy 0 (20)6 0, = Prm(20)0 s, <1> = .
h=1j—1 P (2n)

Por el lema anterior, tenemos entonces que

) L (FED
§=Tx <M(C)7€< Fe (fT(g—zc)>>
* <;aj5/\m(0,ec T <-7:T(§—ZC)>>

! [ FTE=ing)
_ AN 1
=T e F (]-'T(f—iAj‘U)

j=1

=TxF
Observacién 3.12. Si el soporte de T es {x1,22,...,2,} con x1 # 0 entonces
el soporte de T'(z — x1) := 75, T es {0,209 — x1,...,x, — z1}. Por lo tanto

podemos hallar la solucién fundamental de T'(x — 1) mediante el procedimiento
anterior. Si llamamos F a la solucién fundamental de T'(x — x1) entonces la
solucién fundamental de T serd E(x — x1). En efecto, debido a la proposicién
2.14 tenemos que

Tx1p E=71,T*E=0.

4. Una clase de operadores de convolucién invertibles con soporte
infinito

En la ltima proposicién de la seccién anterior (proposicién 3.11) se probd
que todo operador de convolucién con soporte finito tiene una solucién fun-
damental. Nos propusimos entonces estudiar a cudles operadores invertibles
(véase [6], Definicién 16.3.12, pag. 330) se podria extender el método de Wag-
ner. El ejemplo 16.3.19 de [6] (pdg. 333) nos motivé a considerar distribuciones
de la forma

T =Y oxPu(0)ds,, (15)
k=1

donde:
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s {2;}r>1 es una sucesién acotada en R™,
" (ak)€€17ak7é0Vk21y
» VE > 1, Py(0) = > akq0” es un polinomio diferencial de grado
la]<m
< m siendo m > 0 fijo y ademds existe una constante K > 0 tal que
|ak,o| < K para todo k> 1y todo « con || < m.

De esta forma tenemos que T € £’ estd bien definida. En efecto, sea R > 0 tal
que para todo k > 1, |xg| < R. Sea ¢ € £. Entonces para todo k > 1,

| <Pk‘(a>§$k’<p> | = < Z ak,aaaéacm(p>

la|<m

SK ) {60, 0%)]

lal<m

=K ) |0%0) ()]

lal<m

= KC(m, ),

donde C(m, ) es constante para todo k > 1. Por lo tanto ({Py(0)dy, ,¢)) € £
para todo ¢ € £. Como (ay,) € £* tenemos que (T, ) converge para todo ¢ € €.

Este problema no se pudo resolver en toda su generalidad, sino inicamente
para un caso especial. Sin embargo, creemos que vale la pena hacer el plantea-
miento general y luego considerar el caso en que se encontré solucién.

4.1. Planteamiento General del Problema. Sea T como en la ecuacién
15. Podemos suponer que z1 = 0 ya que si E es solucién fundamental de T'(z —
x1) entonces F(x — x1) serd solucién fundamental de T' (véase la observacién
3.12).

La idea es hallar una medida de Radon g sobre R™ con soporte compacto,
tal que 5
(Lp)(22)T =4,
para luego aplicar el lema 3.10.

Para cada k > 1, sea my, el grado del polinomio Py y para cada polinomio
Py, denotemos por Py a la parte homogénea de grado | (0 <! < m), donde
Py =0sil > my. Escojamos n € R” tal que Py, () #0yn-xp 0V k> 2.

Pongamos
oo
H= E :aj O
j=1

donde (a;) € £' y (\;) € £> son sucesiones que hay que determinar posterior-
mente. Tenemos entonces:
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(Lp)(22) = <§1 a; 5>\m(y)a€2my> = i aj e*ine,

Jj=1

« T= % aPu(~0)0 s,
k=1
. (L) (22)T = <_°° a 62)‘1”3‘) (fj ak.Pk(—a)agE,c)
= k=1

18
18 =

aa; e Py(=0)(0—q,)

~
Il
-

<
Il
-

= kZ Zl agaje M P (=0 + 201)0 4,
=1j=

- . mr—1
= Vk > 1, Pu(=0+2X0)0 2, = Pom, (20)A] 60, + > AT}y, donde
=
las distribuciones T}, ; son combinaciones lineales de derivadas de J_, .

Todas estas igualdades se obtienen de la misma forma que en la demostracién
de la proposicién 3.11. Por lo tanto,

5 oo 00 mpg—1
(Lp)(22)T = agaje 2 <Pk7mk(2n))\§”’“5_xk + > )\éTk71> .
k=1 j=1 1=0

El problema consistirfa ahora en hallar las sucesiones (a;) € €' y (\;) € £,
de tal forma que

1
1. aj)\}"l = -
j=1 a1 P1m, (2n)
(%) { 2. Zaj)\é»:() para 0 <l <my —1
j=1
3. '21 a; 6_2/\17]96")\2- =0, para k> 2, 0 <1 <my
]:
Asi, tendriamos que
(L) (22)T =Y " agaje " By (2)A*6_p, +
k=1 j=1
oo 0o mg—1
S5 anae v S g -
k=1 j=1 1=0

oo o0
Zalaje_%jm'lPl,ml(277))\;7“57301 = Zaj)\?“ a1 Py, (20)0 =6,
j=1 j=1

y el problema quedaria resuelto.

Pero el sistema (), en esta generalidad, aparece muy complicado (tal vez no
tenga solucién). Por ejemplo, en el caso en el cual la convolucién por T es un
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operador con diferencias (sin derivadas), o sea, cuando m = 0, las ecuaciones
1, 2 y 3 se reducen a

i) 1
1. Y aj=—
(*)I j=1 / aq
3. Y a; et =0, parak>2,
j=1

problema que se enmarca en la dualidad de ¢! y ¢>°, pero para el cual no
encontramos prueba de la existencia de una solucién. Sin embargo encontramos
un caso en el que si se puede resolver este problema.

4.2. Un Caso Especial. Si ocurre que los puntos zj del soporte de T se
hallan todos contenidos en un numero finito de hiperplanos afines paralelos de
R™, con dos condiciones adicionales que enunciaremos en seguida, si se puede
resolver el problema general. Més precisamente tenemos:

Proposicion 4.1 Sea
T = ZakPk(a)érk
k=1

la distribucion dada en la ecuacion 15, con las condiciones alli enunciadas.
Supongamos adicionalmente que existen nimeros reales ¢c; = 0,ca, ..., ¢, dis-
tintos dos a dos y un vector n € R™ con P ,,, (1) # 0 tales que si ponemos,
paral <p<r,

By, ={zi | k> 1,nzr =cp},

se tenga:
Blz{l‘l} y UBPZ{.’Ek‘kZI}
p=1

Entonces existe una medida de Radon p en R™ con soporte compacto, tal que

(Lp)(22)T = 6.

q
Demostracion. Sea q = r(m + 1) y pongamos p = ) a;dy,,, donde los
j=1
Q1,...,Qq, A1, .., A; satisfacen las siguientes ecuaciones:
1

ym1
a])\j =

a1 Py m, (2n)
aje’%P)‘j)\é- =0 si (p=>2y0<Ii<m) 6

MM

<
Il
—

si (p=1y0<Ii<myl#m).
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Entonces p es una medida de Radon con soporte compacto y, de acuerdo con
lo expuesto anteriormente,

~ 0 q —
(Lp)(22)T = Z Z agaje NP (2" 6z +
k=1j=1
mk—
33w S ) -
k=1j5=1
Zakpk me (277) Za e 2)‘Jm”/\m’“ Ozt
k=1 Jj=1
mg—1 q

E g E Tk, E aj672)\jnzk>\;
k=1 =

a1 P . (21) ms(27) Z a; )\ml (pues nxy = 0 tnicamente para k = 1) = 4.

La existencia de los a1, ...,aq, A1, ..., Aq se sigue de la independencia lineal de
las funciones t — e~ 2¢pt¢! (1<p<r,0<1<m), comoen la prueba de la
proposicién 3.11. ™

La solucién fundamental de T' serd entonces

q TN N\
_ LAinT (‘FT)(g — i\ 77)
F= LI FEe—

Como FT es una funcién analitica en C", se prueba de la misma manera
(FT) (€ —iAm)
(FT)(& — iAjm)

que en el lema 3.3 que el cociente representa una distribucién

temperada.
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