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Unién de vecindades para longitud de caminos
y ciclos en grafos bipartitos balanceados

DANIEL BriTO, PEDRO MAGO Y FELICIA VILLARROEL
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ABSTRACT. Let s and n be positive integers numbers. We are con-
cerned with the neighborhood of two vertices of a same partition in a
balanced bipartite graphs of order 2n, i.e. a graph with a bipartition
into two independent vertex set, to ensure a path of lenght at least
2s — 1 or a cycle of lenght at least 2s, for some s < n.
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RESUMEN. Sean s y n numeros enteros positivos. En este articulo se
establecen condiciones suficientes sobre la unién de vecindades de una
misma particién en grafos bipartitos balanceados de orden 2n, es decir
un grafo con una biparticién en dos conjuntos de vértices independi-
entes, para garantizar la existencia de caminos de longitud al menos
2s — 1 y ciclos de longitud al menos 2s, con s < n.

1. Introduccion

Sea G = (A, B, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n con | A | =
| B| =n,donde A ={aj,as,...,a,} y B=1{b1,bs,...,b,}. Para un vértice z la
vecindad de z se denota por N(z) = {y :y € AUB,yx € E} y el grado de z por
d(xz) =| N(z) |. Siy € N(X), se dice que z es adyacente a y. Cj denota un ciclo
de longitud k£ en G. En este articulo se trabaja con la siguiente orientacion: si x,
y son vértices de Cy, entonces xC; y (respectivamente zC}, y) es el subcamino
de C} uniendo z a y siguiendo el sentido de la orientacién (respectivamente
inversa) y si z y y son vértices de un camino P en G, zP%y (respectivamente
xP~y) denota el subcamino de P uniendo z a y siguiendo el sentido de la
orientacién (respectivamente inversa).

Un grafo bipartito balanceado es hamiltoniano si contiene un ciclo elemen-
tal de longitud 2n (ciclo hamiltoniano) y es traceable si contiene un camino
elemental de longitud 2n — 1 (camino hamiltoniano).
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En 1963 Moon y Moser [5] demostraron que si G = (X,Y, E) es un grafo
bipartito balanceado de orden 2n tal que para cada par de vértices no adya-
centes z € X y y € Y se tiene | N(z) UN(y) |> n + 1, entonces G es un grafo
Hamiltoniano.

En 1987 Faudree et al [2] definen NC como el min {| N(z) U N(y) |}, donde
el minimo es tomado sobre todos los pares de vértices x,y no adyacentes en el
grafo y demuestran que dado un grafo, G, 2-conexo y NC > s, se tiene:

i. Sin > s+ 2, entonces G contiene un ciclo de longitud al menos s+ 2 o si
n < s+ 2, entonces G es completo.

ii. Sisesimpary n > s+ 2, entonces G contiene un ciclo de longitud al
menos s + 3.

iii) Sin > %s + 2, entonces G contiene un camino de orden al menos %5 +2
osin< %s + 2, entonces G es trazable.

En 1995 Amar et al [1], adaptaron a grafos bipartitos los resultados dados
en [3] y obtuvieron las siguientes cotas sobre la cardinalidad de la unién de
vecindades no adyacentes z € X y y € Y en un grafo bipartito balanceado
G = (X,Y, E), las cuales garantizan un ciclo o un camino de longitud dada en
G, para todo s natural. Si | N(z) UN(y) |> n + 1, entonces:

i. G es trazable.
ii. G contiene un ciclo de longitud 2s, con 2 < s <n — 1.

iii. G contiene un camino de longitud s.

Dado un grafo bipartito balanceado simple G = (X,Y, E) de orden 2n,
N3(G) denota el minimo entre No(X) y No(Y) donde No(X) = mini<izj<n{|
N(z;) UN(z;) [}y No(Y) = miny<izj<n{| N(yi) U N(y;) [}-

En 1996 P. Mago y A. Villaroel [4] obtuvieron las siguientes cotas sobre la
cardinalidad de la unién de vecindades de vértices x y y pertenecientes a una
misma particién en un grafo bipartito balanceado 2-conexo G de orden 2n, las
cuales garantizan un ciclo o un camino hamiltoniano.

i. Si No(G) > 2L entonces G es trazable.

ii. Si No(G) > “£3, entonces G es hamiltoniano.

En este articulo, para s y m numeros enteros positivos con s < n estable-
cemos condiciones suficientes sobre la unién de vecindades de vértices de una
misma particién en grafos bipartitos balanceados de orden 2n, para garantizar
la existencia de caminos de longitud al menos 2s — 1 y de ciclos de longitud al
menos 2s.
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2. Resultados en grafos bipartitos balanceados

Lema 1. Sea G = (X,Y, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n
y minimo grado §(G) > 2. Si N3(G) > s con s < n, entonces G contiene un
camino de longitud maxima r, donder =2t —1 or =2t, cont > s.

Demostracion. Como G es conexo existe un camino. Sea P un camino de
longitud maxima. Consideremos los siguientes casos:

Caso I. P = z1y122¥2-.--TmYm con 7 = 2m — 1. En este caso x1 y y,, tienen
s6lo vecinos en P, ya que en caso contrario se formarian caminos de longitud
mayor que P. Puede ocurrir:

Subcaso I.1. z,, tiene vecinos solamente en P. Si z,, tiene vecinos sola-
mente en P, entonces por ser | N(21) U N(z,,) |> s, se sigue que m > s.

Subcaso 1.2. z,, tiene vecinos en G — P. Si z,, tiene vecinos en G — P,
sea y, uno de estos, entonces y, no puede tener vecinos en G — P ya que se
formarfa el camino x1P*,,y,z, de mayor longitud que P. Luego por ser
| N(ym) U N(yg) |> 5, se tione que m > s.

Caso II. P = z1y122¥2....%m+1 con 7 = 2m. En este caso se tiene: z; y
Tm+1 tienen vecinos solamente en P, ya que en caso contrario caerfamos en el
caso I. Luego por ser | N(z1) U N(2m41) |> s, se tiene que m > s.

En cualquiera de los casos se tiene el resultado para cualquier m en particular
para 7.

Teorema 1. Sea G = (X,Y, E) un grafo bipartito balanceado 2-conexo, de
orden 2n y minimo grado 6(G) > 2 y sea 2 < s < n. Si Na(G) > s, entonces,
G contiene un ciclo de longitud al menos 2s.

Demostracion. Supongamos G no contiene un C,. con r > 2s y sea P un camino
de longitud maxima en G. Por el lema 1 puede ocurrir:

Caso I. P = z1y122¥s....x1y¢. En este caso se tiene:

1- t>s.
2.- x1y y; tienen vecinos solamente en P.
3- myy ¢ E.

Siy; € N(z1) NV(P), entonces j < s, ya que en caso contrario G contiene un
ciclo C, con r > 2s.

Reetiquetemos de la forma z1y1x2ys...x+y: todos los caminos de la misma
longitud que P y tomemos uno tal que y; € N(z1) donde ¢ es mdximo en el
sentido de que x; no tiene vecinos en el camino z;1 PTy;. Puede ocurrir:

Subcaso I.1. z; tiene otro vecino y, con p # 1,4, en z;PTy;. En este
subcaso, x, no tiene vecinos en y;+1 PTy; ya que en caso contrario, si x4y, € E
con y, € V(P) y q > i. entonces se forma el camino z, P~ y,z1 Pt z,y,Ptyy, el
cual es de la misma longitud que P y si se reetiqueta con x4 = x; se contradice
la maximalidad de ¢. Tomemos x, con p # 1,7, como el vértice de P maés
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cercano a x tal que y, es vecino de x;. T, no tiene vecinos en G — P ya que en
caso contrario se formaria un camino de mayor longitud que P. Contradiccién.

Subcaso I.2. z; no tiene otro vecino y, en x1P1y; con p # 1,i. En este
subcaso, x; no tiene vecinos y, en P, con ¢ > s. Ya que en caso contrario,
se formarfa un C,., con r > 2s. Se concluye que | N(xz1) U N(z;) |< s. Con-
tradiccién.

Caso II. P = z1y122y2...x7¢ (Igual ocurre si P = yzoys...x1y;). En este
caso se tiene que x7 y x; no tienen vecinos en G — P ya que P no seria de
longitud maxima.

Sea y, € N(x1) NV (P), entonces ¢ < s, ya que en caso contrario G contiene
un ciclo C, con r > 2s. Puede ocurrir:

Subcaso II.1. ¢ # 1. En este caso x4 no tiene vecinos en el subcamino
zsPTx;. En caso contrario G contiene un ciclo C. con r > 2s. Se concluye
que | N(z1) U N(zq) |< s. Contradiccién. Ademds x4 no tiene vecinos en
G — P ya que se formaria un camino de mayor longitud que P. Se concluye
que | N(z1) U N(zp) |< s. Contradiccién.

Subcaso II.2. ¢ = 1. Siguiendo un razonamiento analogo al anterior, se
concluye que el tnico vecino de z; es y;—1 entonces | N(z1) U N(zy) |< s.
Contradiccion.

Los Casos I y II demuestran que lo supuesto no es cierto y asi G contiene
un ciclo C, con r > 2s. ™

Teorema 2. Sea G = (X,Y,E) un grafo bipartito balanceado conexo de
orden 2n y minimo grado §(G) > 2 y sea s < n. Si No(G) > s — 1, entonces, G
contiene un camino P de longitud al menos 2s — 1.

Demostracion. Supongamos G no contiene caminos de la forma

Py ziy122y2.. T4 Yt

con t > s. Por el teorema 1, G contiene un ciclo de longitud 2r, con r > s—1. Si
r > s, entonces G contiene un camino de longitud al menos 2s—1. Supongamos
quer=s—1,ysea C =x1y122Y2...Ts_1Ys—1 con x; € X y y; € Y un ciclo de
longitud 2s — 2 en G. Claramente G — C # ) ya que en caso contrario C es
hamiltoniano y asi n = s — 1. Contradiccion.

Sean Hy, Ha, ..., Hj, componentes de G — C'. Entonces | Ule V(H;) |=2n—
(2(s—1)) =2n—2s+2. Ademds, | V(H;) |=1 para todo i, puesto que si para
algiin ¢ = 1,2,...,k | V(H;) |> 1 entonces, por ser G conexo, se formaria un
camino de longitud mayor o igual a (2s —2) — 1 + 2 = 2s — 1. Contradiccién.

Como G es balanceado, G — C tiene al menos dos componentes Hy = {z,} y
Hy = {yp}. Como §(G) > 2 se tiene que x, y yp es cada uno de ellos vecino de al
menos dos vértices en C. Sean yp, Ym € V(C)NN(xp) ¥y zh, g € V(C)NN (yp).
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Puesto que x, € V(C) N N(yp), se tiene que ypn,YpTrt1 ¢ E. En caso
contrario se formarfan los caminos z,ynCTxpy, 0 TpynC~ Thi1y, respectiva-
mente y ambos son de longitud mayor o igual 2s — 1. Se concluye, pues, que
ZTp ¥ Thy1 Do tienen vecinos en G — C'. Igual razonamiento demuestra que .,
Y ZTm+1 10O tienen vecinos en G — C. Se sigue que | N(z;) UN(z;) |[< s —1
con i,j € {hyh+1,m,m+ 1} y i # j. Luego por hipdtesis se concluye que
| N(z;))UN(z;) |=s—1coni,j€ {h,h+1,m,m+1}yi# j. Pueden ocurrir
dos casos:

Caso I. z, estd en el subcamino y,,C " zp. En este caso Tym41Ygs Tmyq ¢ E.
En caso contrario se formarian los caminos

ypqu*mequ*ymxp

y
ypch_ymxpyhc+wmch+xh )
respectivamente, y ambos son de longitud mayor o igual a 2s—1. Contradiccién.
Se concluye, pues, que | N(z,,) UN(2pmy1) |< s — 1.
Caso II. z, estd en el subcamino z,C"y,,. Segin el caso 1, ¢ # m y
g # h+1. Ademés y, ¢ N(xp) U N(zp+1). En caso contrario, se formarian los
caminos

YpTgC~ Th19,C ynay
y
YpTaC ™ YnTpymC ™ Yg2nC™ Tm1
respectivamente, y ambos son de longitud mayor o igual a 2s—1. Contradiccién.
Se concluye entonces que | N(z,) U N(zp41) |< s — 1. Contradiccién. ™

Corolario 1. Sea G = (X,Y, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo, con
k > 2, de orden 2n y sea s < n. Si No(G) > s — 1, entonces, G contiene un
camino de longitud al menos 2s — 1.

Demostracion. Si G es k-conexo con k > 2, entonces G es conexo con minimo
grado §(G) > 2, y por el teorema 2, G contiene un camino de longitud al menos
2s — 1.

A partir de las demostraciones dadas podemos concluir que se establecieron
condiciones suficientes sobre la unién de vecindades de vértices de una misma
particién en grafos bipartitos balanceados de orden 2n, para garantizar la exis-
tencia de caminos de longitud al menos 2s — 1 y de ciclos de longitud al menos
2s con s < n.
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