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Operadores de Toeplitz en la 2-esfera

Toeplitz’s operators on the 2-sphere
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RESUMEN. En este articulo se demuestra que el operador de Toeplitz T, con
simbolo radial actuando en los espacios de Bergman con peso A? (C) es uni-
tariamente equivalente a un operador de multiplicacién y se obtienen algunos
corolarios de este resultado.
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ABsTRACT. In the article we study the Toeplitz operators defined on the 2-
sphere. We show that the Toeplitz operators T, with radial symbol, acting on
the Bergman space Ai((C)7 is unitary equivalent to a multiplication operator.
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1. Introduccion

Los operadores de Toeplitz han sido ampliamente estudiados para diversos do-
minios. En el caso del espacio de Bergman A%(ID), donde D es el disco unitario,
N. L.Vasilievski [4] demostré que el operador de Toeplitz con simbolo radial
es unitariamente equivalente a un operador de multiplicacion. En [6], para el
caso de simbolos radiales, se estudia el comportamiento de diferentes propie-
dades (acotacion, compacidad, propiedades espectrales, etc.) de los operadores
de Toeplitz Ty‘) actuando en los espacios de Bergman con peso A3 (D) sobre

2Kl tema desarrollado en el presente articulo esta dirigido por los doctores Nikolai Va-
silevski y Sergey Grudsky, profesores del instituto CINVESTAV del I.P.N de México. Este

trabajo es patrocinado por la Universidad Tecnolégica de Pereira (Colombia) y por CO-
NACYT.
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88 ERNESTO PRIETO SANABRIA

el disco unitario D, en dependencia del parametro A\, y se compara el compor-
tamiento del limite cuando A — 400 con las correspondientes propiedades del
simbolo inicial a.

Para un estudio en la bola de C™ se puede ver [5].

En [3], usando el método de cuantizacion de Berezin en la 2-esfera, se dan
los detalles de la construccién de los campos vectoriales hamiltonianos, los
corchetes de Poisson, el operador de Laplace-Beltrami y usando la teoria de
Bergman se construye el nicleo de Bergman y se da la forma integral de la
proyeccion de Bergman. Estos conceptos son utilizados en el desarrollo de la
teoria de los operadores de Toeplitz y se pueden estudiar en [1].

Nuestro principal objetivo es demostrar que el operador de Toeplitz ac-
tuando en la 2-esfera con un simbolo radial es unitariamente equivalente a
un operador de multiplicacién. En el presente trabajo también se estudian los
operadores de Toeplitz con simbolos angulares y con simbolos generales.

El articulo tiene el siguiente orden. La seccién 2 esta dedicada a la proyec-
cion de Bergman. En la seccién 3 se estudian los operadores de Toeplitz con
simbolos radiales. En la seccién 4 se consideran los operadores con simbolos
angulares y la seccion 5 esta dedicada a los operadores con simbolos generales.

2. La proyecciéon de Bergman

En esta seccion seguiremos el articulo [4]. Se estudiara el espacio L?(C,(x)
y su subespacio de Bergman A?(C) el cual esta compuesto por las funciones
analiticas de L?(C, By).

Aqui la medida Gy tiene la siguiente forma:

By (6,6) = (N +1) (1+€6) " du(&,€)

e A dE
omi (1+€€)°
La proyecciéon de Bergman de L?(C, By) sobre A2 (C) esta dada por:

N=+eN he(0,1)ydu(s8) =

(B f)(z) = / (14 26)" £(€)dBn (€).

El espacio A% (C) puede describirse como el subespacio cerrado de L*(C, By )
de todas las funciones que satisfacen la ecuacion:

of 1(98 0\,
82_2(&+Zag/>f_o’
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donde z = z + 1y. Pasando a coordenadas polares se tiene que

rdr
N+2> & L2 ([0,27‘() 7dOé)

L2(C. ) = 1 ([o, +0o (N + 1)

= L*([0,+00) , An(r)) ® L? (51’ :ztt) ’

dt

donde S? es el circulo unitario y £ = |dt| = da es el elemento de longitud.

Se tiene que

(220

0z 2\ 0z Zay

o 1or]_,
2 or  roal|l

1 .
= —(cosa + isina) [ +

haciendo t = cos a + i sin « se llega a

o _t(o 1oy,
9z  2\or rot)”

Sea U; el operador unitario definido como
U1 =I®F: L2 ([0>+OO) 7ﬂN(T)) & L2 (Sl) = L2 ([O’+OO) 76N(r)) ® l23

donde la transformada de Fourier discreta F : L2 (S 1) — [y estd dada por:

1 dt
F: Cp = —F—— HtT"— n ez,
froen=—=[ s0rS

y su inversa F~! = F* : [y s L2 (Sl) tiene la siguiente forma:

— 1 n
va 1:{Cn}n€Z'_)f:EZC’nt .

nez
Calculamos
t(o to o 1 .
IeF); (87"_7"815) (IToF ) {ealr)} — Mﬂ%cn(r)t

1 t(9 to .
Hméz(ar‘rat%(”t

- \/%7 $ % <c;(r)t” _ icn(r)nt")

neEZ

1 1/0 m ( )/ tmfndt
= — — | = — — | cnlr —
2w £~ 2 \0r v T e i’
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o)
t(0 to . 1/ -1
(I®]:)§ (87"_7"(’915) (I®.7: ){Cn(’l”)}—{Q (8’)"_ r )Cn_l(’f')}nez.

Por lo tanto la imagen del espacio de Bergman A} = U;(A%(C) puede
describirse como el subespacio cerrado de

L2 ([0,400) , Bn(r) ® Iy = Iy (L* ([0, 400) , Bn (7))

el cual consiste de todas las sucesiones {c,(r)} que satisfacen las ecuaciones

;<£”>cn(r)o, nez. (1)

IN(N—1)...(N—n+1)

n! ’

La solucion general de (1) es ¢, (1) = ank,r™, donde «;, =
y k, € C. Cada funcion c,(r) = apk,r™ debe pertenecer al espacio
L2 ([0,+00) , Bn(r)) lo cual implica que ¢, = 0 para cadan > N +1y n < 0.
Esto es, el espacio A3 C L? (Ry, Bn(r)) ® la = lo(L* (R4, Bn (7)) coincide con
el espacio de todas las sucesiones (dobles) {c,(r)},c, con

{anknr”, n=0,...,N
cn(r) =

0, en los otros casos,

y ademas,
{en(r)nezll = (Z Icn|2> = [{kn}nezlli,-

Es facil probar que el operador
Ro:CV* — L2 (R, B (1) @12,
definido como

n —
ankpr™, n=0,...,N,

Ro(inpi, = { %

en los otros casos

es una isometria.

El operador adjunto de Ry esta dado por

+oo n .
X _ ot fu(r)Bn(r), sin€ly:={0,...,N},
Bo{fn(t)}nez { 0, en los otros casos.
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De las anteriores definiciones se tiene que

RSRO{kn}nEIN = RS {Oénk'n’l"n}neIN

+oo
= {an/ anr%knﬁn(r)}
0 nelyn

+oo
—_ ikn 2n }
i [0

= {kn}nEIN )

es decir
R;Ry=1:CNT! - CcN*L,

También se tiene que

Rt 4,0} = Ro{ [ an’“"f”(rm(”}nem

{air" s r"fnmdﬂN(r)}nEIN .

Finalmente, sea

R=RiU, =R;I®F),

el operador R mapea el espacio L? (C, Bx) sobre I3 y la restricciéon
Rlaz2cy — 13

es un isomorfismo isométrico.

Los anteriores calculos los resumimos en el siguiente teorema

Teorema 2.1. Sea R = RjU, = R§(I ® F). Entonces
RR*=I1y R"R= By .
Demostracion. Directamente de las definiciones se tiene que
RR* = RyULWUTRy = RyRy =1 .

Para la segunda igualdad nétese que RoRj = P; es la proyecciéon ortogonal del
espacio Ly (R, Bn (7)) ® la sobre el espacio de Bergman A?. Entonces

R*R=URRU, = (I® F " )P(I® F) = By .
™
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92 ERNESTO PRIETO SANABRIA

3. Operadores de Toeplitz con simbolos radiales

Dada la funcion a, el operador de Toeplitz T,, con simbolo a y actuando en el
espacio de Bergman A% (C), est4 definido por

T.(f) :== By(af), paratodo f¢€ AZ(C). (2)

_3
Teorema 3.1. Sea a(r) una funcidn del espacio Ly (R+, (1 + 1"2) 2 dr), en-

tonces el operador de Toeplitz T, definido en A?(C) es unitariamente equi-
valente al operador de multiplicacion v,I = RT,R*, donde el operador R estd
dado por R§(I @ F) y

“+oo
2 2n ’f'dT
Ya(n) = ag (N + 1)/0 a(r)r (1+r2)N+2°

para todon =1,2,..., N.

Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente al operador

RT,R* = RByaByR* = R(R*R)a(R*R)R*
= (RR*)RaR*(RR*) = RaR*
= R;UaU; Ry
=Ry(I®Fa(r)(I® F 1Ry
= Ria(r)Ro .
Ahora

Rya(r)Ro {Kn}n_o = Ri {a(r)anK,rm g

© dr N
= 02K / M(N 1)
{an " Jo alryr (N + )(1+7"2)N+2 n=0
= {kn 'Va(n)}nez )
donde

Hoeo rdr
) =20+ 1) [ e ®

Del teorema anterior se deducen los siguientes corolarios:

Corolario 3.2. Si en (3) el simbolo a(r) se toma igual a 1, el operador Ty, es
la identidad.

Corolario 3.3. Si en (38) el simbolo a(r) es acotado entonces su opera-
dor correspondiente T, es acotado y la norma del operador coincide con el
méxo<n<N [Va(n)]-
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OPERADORES DE TOEPLITZ EN LA 2-ESFERA 93
Lema 3.4. Si existen constantes M >0 y 0 < a <1 tales que
la(r)| < M (1 +r2)a )
para todo r > 0 , entonces su operador correspondiente T, es acotado.

Demostracion. De (3) se sigue que

] < a2V 4 1) [ a0
YalN)| S & a(r)|lr" —mm——=
a n o (1 + /,.2)N+2
“+oo
rdr
< OzzM(N+1)/ p2n -
" 0 (14 p2)NF2me’
de nuevo las anteriores integrales existen para todon =0,1,..., N. o
Finalmente se plantea la siguiente pregunta: dados 7y, 71, ..., yn nimeros

complejos, jcomo definir el simbolo a(r), tal que el operador de Toeplitz T,
tenga como valores propios estos valores? Para responder afirmativamente esta
pregunta en (3) se toma U, (r) de la siguiente forma:

T.2n+1

Upo=a2(N+1)———,
on(N -+ )(1+r2)N+%

paran =0,1,..., N, y se define la funciéon b(r) como
b(r) = 7Q(T) - .
(1+7r2)2

Notese que b(r) € Ls (R4) para todo a(r) € Lo (R4). Puesto que las funciones
U,, son linealmente independientes y pertenecen al espacio Lo(R) se tiene la
siguiente descomposicion:

Ly(Ry) = Ly41© Ly,

donde Ly 1 es el subespacio (finito dimensional) generado por las U, y Ly 4
es su complemento ortogonal. Ahora como b(r) pertenece a Lo(R,) para toda
funcion a(r) acotada, de lo anterior (3) se puede reescribir como

v(n) = (b,Un), (4)
donde el producto punto es en Lo (R}).

Con lo anterior se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.5. El problema espectral inverso se resuelve tomando la funcion
b(r) como:

N
b(r) = Z cxUk . (5)
k=0
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94 ERNESTO PRIETO SANABRIA

Demostracion. Reemplazando (5) en (4) se tiene que

(chyk, ) ch Ui ) = ()

El sistema anterior tiene solucién (tnica) puesto que
det |(Ug, Up) ¥ eo # 0
ks Yn)lkn=0 ’

por ser las funciones U, linealmente independientes [2, p. 92]. o

Terminamos esta seccién resolviendo el problema espectral inverso para el
siguiente caso:

Teorema 3.6. Sea E,, = | 0,0,..., 1 0,...,0] para 0 < m < N, y la

funcion a(r) dada por
a(r) = (1+1r? Z cpUg(r

2 2k+1
donde Uy(r) = % para 0 < k < N y las constantes cy,c1,...,CN
+r 2
1

forman el vector columna (m + 1) de la matriz [(Uy,Un)lg<y n<n- Entonces
el operador de Toeplitz T, definido en A?(C) tiene como wvalores propios las
coordenadas del vector E,,

Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente al operador de mul-
tiplicacion v,(n)I donde

+oo
rdr
Ya(n) = a? / a(r)r*™(N 4+ 1) , para 0<n<N. (6)
n 0 (1 + TQ)N+2
Haciendo U, (r) = Qu (N2 y b(r) = —2)_ en (6) se tiene que
" (1+r2)N+3 (1+r2)3

Ya(n) = (b,Un) Ly(ry) para 0<n<N.

Puesto que las funciones U, son linealmente independientes y pertenecen al
espacio Ly(R4), se tiene la siguiente descomposicion

Ly (Ry) = Lv 1 P Lvia s

Volumen 43, Numero 2, Ano 2009
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donde Ly es el subespacio generado por las U, y Ly 41 es su complemento

ortogonal. Ahora haciendo b(r) = ZkN:o ¢, Uy se tiene:

N N
(b,U,) = (chvk,vn> = e (U, Un) = 7a(n). (7)
k=0 K=0

El sistema (7) tiene la siguiente forma matricial
AC' = E! | (8)

donde A = [(Uy, Un)lg<p nen: C = (cosc1,--5eN) ¥ (7a(0), - -+, 7a(N)) = Eppy.
La matriz A es invertible por ser las funciones U,, linealmente independientes
y pertenecer al espacio Lo(R4), v de (8) se sigue que

Ct=A"E!,.
o
Los elementos de la matriz A se pueden calcular explicitamente en términos
de la funcién Gamma de la siguiente forma:
Lema 3.7. El elemento ayy, de la matriz A = [(Uy, Un)lg<y n<n €std dado por
F'(k+n+3)T (2N —k—n+3)

= a2a2(N + 1)
agn = aga;, (N +1) 202N +2)1 ) )

para todo 0 < k,n < N.

Demostracion. De la definicion se obtiene
r2(k+n+1)

“+o0
agn = Uy, Un) = agap (N + 1)2/0 ( N3 dr-

1+172)

donde las integrales que aparecen en el tltimo término se calculan directamente.
Haciendo = = 2 se tiene que

too 2(ktntl 1 (oo p(ktn+3)
/ ri)d = */ S—
0 ( 0 (

14 p2)2N =3 1+ z)2N+3

—;B(k+n+3,2Nkn+3>

2 2
1IT(k+n+ 3T (2N —k—n+3)
2 T(2N +3)
F(k+n+3)T(2N—k—n+3)

B 2(2N +2)! ’

donde B(p,q) es la funcion Beta. Reemplazando estos valores se demuestra el
lema. of
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96 ERNESTO PRIETO SANABRIA

4. Operadores de Toeplitz con simbolos angulares
Los anteriores céalculos son para simbolos que dependen solo del radio. Ahora
se estudiara el caso cuando el simbolo depende solo del d4ngulo, es decir cuando

a(z) = a(re”) = a(t), t=e",

En este caso el resultado es un poco mas inesperado pues, partiendo de un
sfimbolo no nulo, se obtiene el operador nulo. Mas exactamente se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea a(t) = t* con k € Z y |t| = 1, entonces el operador de
Toeplitz Ty es, o bien el operador identidad de A% si k = 0, o el operador
corrimiento a la derecha si 0 < k < N, o el operador corrimiento a la izquierda

st —N <k <0.

Demostracion. Para ver esto sea a(t) = t* con k € Z y [t| = 1. Ahora calcula-
mos

RO{Kn}éV:O = a, K, r".
Definimos

N

1
F Han K"} = f(t) = Nors ganKnr”t"

a(t) (1) = gt) = J% S o K

1 dt
t) = Cm = o= Y anKnr™ [ TR
Flo(t)) = em = o n:oa " /51 it

para m € Z. En la anterior integral solo un término es diferente de cero y es
para n = m — k. Por lo tanto

Flg(t)) =em = Qe b Ky —e?™ "
y finalmente
Ro{em} = Ttk{Km}iX:O

* d
= a?n—ka—k/ T2(mik) (N + 1)T -
0

N+2 °

(14+7r2) (10

Si en la ecuacion (10) se hace k = 0 se tiene
T\ (Ko, Ky,...,Kn) = (Ko, K1,...,KN) ,
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es decir, T es el operador identidad. Si en (10) se hace k = 1 se tiene
E(K07K17 o 7KN> = (07K07K17K27 .. '7KN71) 9

esto es T; es el operador corrimiento a la derecha.

En forma general se tiene que T;x es el operador corrimiento a la derecha k

lugares si k > 0. De forma anéloga, si en (10) se hace k = —1,—2,..., —N sus
operadores correspondientes Ty-1,T;-2,...,T;-~ son operadores corrimiento a
la izquierda k lugares. v

Corolario 4.2. Si se toma a(t) = t*, donde |k| > N en el teorema anterior,
entonces el operador Ty es el operador nulo.

Sea Py la proyeccion sobre las primeras k componentes y Q la proyeccion
sobre las tltimas k componentes. Con el teorema (4.1) las proyecciones Py y
Q. se pueden expresar en términos de los operadores de Toeplitz de la siguiente
forma:

Corolario 4.3. Las proyecciones Py y Q. satisfacen las identidades:

Pk == Tt—thk 3
Qk - Ttth—k .

Demostracion.

TowTp (Ko, Ky, ..., Kyn) =T~ (0,0,...,0,Ko,K1,..., Kn_p)
= (Ko, K1,...,KN_£,0,0,...,0) = Py.
ToTy—v (Ko, K1, ..., Kn) =T (Kn—g,-.., Kn,0,...,0) = Qp .

Por 1dltimo, sea R,, la proyeccion sobre la componente m, entonces:

Lema 4.4. La proyeccion R,, cumple la identidad:
Rm == TtmTt—m — Ttm+1Tt—(m+1) .
Demostracion.

TimTy-m —Tomt1 Ty—m+1) = Qm — Qmy1
=(0,...,0, K, Kpi1, ., Kn) = (0,...,0, K1y, KN)
=(0,...,0,K,0,...,0) = Ryy,.

]
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98 ERNESTO PRIETO SANABRIA

5. Operadores de Toeplitz con simbolos generales

Sea a(z) € Loo(C). Al tomar su serie de Fourier sobre ¢ se tiene:

—+oo

a(z) = Z ak(r)tk,

k=—o0

por lo tanto
+oo
Tor= Y Tortryr-
k=—o

Ahora calculamos el término T,, (,y¢+ de la anterior sumatoria, usando el opera-
dor RT,R*, el cual es unitariamente equivalente al operador Tj,.

Calculando se tiene que

N anKpr™, mnely,
Bo{lnhico = { 0 nez\Iy

luego
1 N
I F YWi{aK,r" N = f(z) = 72 o Kt
( ){ }n—O f(z) mnio

Multiplicando por el simbolo, tenemos

N
k = L « ap(r)rmentk
ar(r)t f(Z)—g(Z)—mT; n K ay (r)rt T

Finalmente
(I @ F)g(2)] = {em(r)}ez »

donde
k

e (1) = Ak K™ Fag(r), m e Iyqg,
" 0, m € 7Z \ Intg,
con Inix ={k,k+1,...,k+ N}, y por dltimo
+oo
Rifen ez = { [ amren(r)ivrr
0

meln

—+o00
/ amam_ka_kTQm_kak(r)ﬁN(r)dr, meInNIyig,
0

0, m € In\ Inyk,
| dem Kk, meInNiygg,
- 0, m € In\ INtk,
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OPERADORES DE TOEPLITZ EN LA 2-ESFERA 99
donde
o0
2m—k
dim z/ O O — 7" P ag (1) By, dr
0
Entonces

Qe Em—t, meEINNInyy,

RTak(T)th*{Km}%=0 = { 0 m € IN \ IN-‘,—k .

Los anteriores calculos demuestran el siguiente teorema

Teorema 5.1. Sea

+o00 +N
az)= > ax(MtF = D a()tF+ > an(r)tt =a(z) +a(z).
k=—oo k=N |k|>N
Entonces
Taiz) =0
Y
doo  d_1y0 doo -+ donp
dq1 do 1 d_iyp -+ d-ng11
RT&(Z)R* = ,
dvn dy-1,N dn—on - do, N
donde

oo
dk,m = / O‘mam—krzmikak(r)ﬁn dr.
0
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