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ABSTRACT. In this paper, using elementary properties of the Leray-Schauder
degree, we give a simple proof of the invariance of the Leray-Schauder degree
under the Lyapunov-Schmidt reduction method. This result has been showed
previously by Lazer and McKenna in [7]. As a simple application, we show that
a nonlinear Dirichlet problem has at least three solutions.
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RESUMEN. En este trabajo, utilizando las propiedades elementales del grado
de Leray-Schauder, presentamos una demostracién simple de la invarianza del
grado de Leray-Schauder bajo el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt.
Este resultado ha sido demostrado previamente por Lazer y McKenna en [7].
Como una aplicacién simple, demostramos que un problema de Dirichlet no
lineal tiene por lo menos tres soluciones.

Esta investigacién ha sido parcialmente apoyada por COLCIENCIAS-BID (contrato No.
381-97) .
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1. Introduccion

Para resolver una gran variedad de ecuaciones (integrales, diferenciales, fun-
cionales, etc.) es suficiente hallar soluciones a ecuaciones de la forma

(1.1) f(z) =0,

donde f es una funcién no lineal definida en un espacio de Banach X de di-
mensién infinita. La teoria del grado de Leray-Schauder (ver [4] y [8]) ha
demostrado ser una herramienta muy util para la solucién de ecuaciones del
tipo (1.1). Recordamos que si f(z) —z define una funcién compacta (ver [8]) y
2 C X es una regién acotada tal que f(z) # 0 Vz € 99, el grado de f en 2 con
respecto a 0, denotado por d (f,£2,0), es un niimero entero y esta caracterizado

por las siguientes tres propiedades:
(i) (Homotopia) Si para (A, z) € [0,1] x 99, (1 —X) f(z) + Ag(x) # 0 entonces

a(f,9,0) = d(g,9,0).

(ii) (Escisién) Si Q3 U Qy C Q, con Q; y Qy abiertos y disjuntos y
0¢ f(2— (21 UQ2)) entonces

d(f,Q,O) :d(fa9170)+d(f79270)

(iii) (Existencia) Sid (f,€2,0) # 0 entonces existe una solucién de la ecuacién
f(z) =0en Q.

Cuando la funcién f esta definida en un espacio de Hilbert y es el gradiente
de algun funcional J, es decir (1.1) es equivalente a encontrar puntos criticos
de J, se puede, ademads, utilizar informacién sobre las propiedades de J. En
algunos casos la solubilidad de la ecuacién (1.1) es equivalente a resolver una
ecuacién de la forma

(1.2) f(z) =0,

donde f estd definida en un espacio de dimensién finita.

El propdsito de este articulo es mostrar como las técnicas de reduccion y el
grado de Leray-Schauder estdn relacionadas. En efecto, en el Teorema A, a ser
enunciado, se demuestra que el grado no cambia cuando se pasa de la ecuacién
(1.1) a la ecuacién (1.2). Ademas, en la Seccién 3 mostramos un ejemplo tipico
de como se aplican estas ideas.

Seguidamente presentamos una versiéon global del método de reduccién,
conocida también como método de Lyapunov-Schmidt, cuya demostracién pue-
de consultarse en [3].
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Lema 1.1. Sea H un espacio de Hilbert real y sean X y Y subespacios cerrados
de H talesque H = X @Y. Sea j: H — R un funcional de clase C'. Si existen
m >0y a>1 tales que

(1.3) (Vi(z+y)—Vil+y1),y—v1) >mlly—wnl]® VeeX,Vy,y1 €Y

entonces
(i) Existe una funcién continua v: X — Y tal que

jx+y(z)) = ;rgg;j(w +y)-

Ademds, 1(z) es el tinico elemento de Y tal que

(1.4) (Vilz+1(z)),y) =0 VyeY.
(ii) La funcién 7: X — R definida por 7(z) = j(z + v(z)) es de clase C! y
(1.5) (Vi(z),z1) = (Vi(z +9(2)),21)  Vz, 21 € X.

(iii) z € X es un punto critico de j si y sélo si z + 1(z) es un punto critico de
j-
El propésito fundamental de este trabajo es demostrar el siguiente teorema.

Teorema A. Sean H, X, Y, j, 7y ¢ como en el Lema 1.1. Sean S C X y
3. C H regiones acotadas tales que

{z+¥(z);z € S}=Zn{z+9y(z);z € X}
Si Vj(z) # 0 para x € 0S entonces
d(V73,8,0)=d(Vj,%,0),
donde d denota el grado de Leray-Schauder.

En la demostracion del Teorema A, la cual se hace en la Seccién 2, se utilizan
esencialmente la propiedad de invarianza bajo homotopia y la propiedad de
escision del grado de Leray-Schauder. El Teorema A fue obtenido previamente
por Lazer y McKenna (ver Lema 2.6 de [7]) y ha sido utilizado para obtener
soluciones de problemas elipticos semilineales (ver [5] y [6]).

Sea f: R — R una funcién diferenciable tal que f(0) =0y

f'(c0) = lim @ eR
lu|m00 U
N o 92
Sean € una regién acotada de RV con frontera suave y A = Z 922
— 0]
de Laplace. Sean A\; < Ay < --- < X; < ... los valores ;)ropios de —A con
condicién de frontera de Dirichlet en ).
Utilizando el Teorema A se demuestra, en la Seccién 3, el siguiente teorema.

el operador
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Teorema B. Si f/(0) < Ay, f'(00) € (Mg, Akt1) (B > 2) ¥ /(1) <7 < Apga
Vit € R entonces el problema

(16) {Au + f(u)=0 en Q

u=0 en 0S)
tiene por lo menos tres soluciones.

2. Demostracién del Teorema A
Sea I': H — H la funcién definida por I'(z + y) = Vj(z) + y — ¥(z).
Lema 2.1. Sié>0yT={z+y:z € S,|ly—v¥(z)| <} entonces

d(T,T,0) = d(Vj,T,0).

Demostracién. Sea h: [0,1] x H — H la funcién definida por
h(t,z+y) =tl(z+y)+ (1 -1) Vi(z +y).

Probemos que si z € 9T entonces h(t,z) # 0. En efecto, sea z =z +y € 9T.
Siy = 9(z) entonces z € 3S. Luego Vj(z) # 0. Como h(t,z) =tVj(z)+ (1 —
t)Vi(z + ¢¥(z)) = Vj(z) tenemos que h(t,z) # 0.

Si y # (x) en vista de las ecuaciones (1.3) y (1.4) obtenemos

(h(t,z +y),y —P(z)) = (U(Vilz) +y — (@) + (1 -)Vi(z +y),y — ¢())
= (t(y —¥(@)),y — (@) + (1 = )Vj(z +y),y — P(2))
2 tlly = @)|* + (1 =) mly — ()] >0,

luego h(t, z) # 0.
Por la invarianza del grado de Leray-Schauder bajo homotopia obtenemos
d(T,T,0) = d(Vj,T,0), lo cual demuestra el lema. &

Lema 2.2. Bajo las hipétesis del Lema 2.1

d(T,T,0) = d(V7,S,0).

Demostracién. Por la definicién del grado de Leray-Schauder existe un sub-
espacio finito dimensional Y; de Y tal que

d(T,T,0) =d(I+@Qn,TN(X&Y1),0),
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donde @ es la proyeccién ortogonal sobre X ®Y; y

n(z +y) = Viz) -z — ().
Sea {gm }°°_; una sucesién de funciones de clase C' que converge uniforme-

mente a Vj. Escojamos m suficientemente grande y ¢ € X un valor regular de
gm suficientemente pequeno tales que

(2.1) d(Vj,8S,0) = d(gm,S,e).

Sea {9, }°_; una sucesién de funciones de clase C' que converge uniforme-
mente a Q 9. Para (x +y) € Ty :=T N (X & Y;) definamos

Ui (T +Y) = gm(z) +y — ¥m (7).
luego {¥,,}>°_, converge uniformemente a I + Q7.

Como
— (@) 1 ———=(z)
DY,y =| ¥ L
0 LT

y € es un valor regular de g,,, tenemos Vz € g,,,! (¢),

Det (DU, (z + y)) = Det (%(x)) # 0.

ox
Por lo tanto € + 0 es un valor regular de ¥,,.
Luego
- . O9m
d(V3,5,0) = d(gm,S,) = Y sign (Det (5™ (x)))

z€gm' (€)
= > sign (Det(DV,,(z +y))) = d (¥, T1, €+ 0)
(z+y) €T (e40)
=d(V,,,T;,0) =d (I +Qn,T1,0)=d([,T,0) &
Demostracién del Teorema A. Sea T' como en el Lema 2.1. Como (¥ —
T)N{z+9¥(z);z € X} = 0 entonces Vj no tiene ceros en ¥ — T'. Por lo tanto

utilizando la propiedad de escisiéon del grado de Leray-Schauder y los Lemas
2.1y 2.2 obtenemos

d(Vj4,%,0)=d(Vj,T,0)+d(Vj,%-T,0)
=d(Vj,T,0)=d(T,T,0)=d(V}5,0). &
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3. Demostracién del Teorema B

Sea H el espacio de Sobolev H} () (ver [1]). Sea J: H — R el funcional
definido por

7w = [ GIVuP - Fw)da,

donde F(§) = f(f f(s)ds.
Como f(0) = 0 se sigue que u = 0 es una solucién del problema (1.6).
Ademis, como f'(0) < A1 tenemos que 0 es un minimo local de J.
Por hipétesis f'(00) € (Ag, Ak+1) por lo tanto existe una constante positiva
C tal que
|[f(u)] < C(L+ [u]).

Luego J € C1(H,R) (ver [9]) y

(3.1) (VJ(u), ) = /Q(Vu.Vgo — f(u) p)dz VYo € H.

En particular u es una solucién débil (3.1) siy sé6lo si u es un punto critico de
J.

Denotemos por X el subespacio de H generado por {¢1,p2 @3, " , ¢k},
donde @1, s, , @k son las primeras k funciones propias de (—A) con con-
dicién de frontera de Dirichlet. Sea Y el complemento ortogonal de X. De-
mostraremos a continuacién que V.J satisface la hipétesis (1.3) del Lema 1.1.
Utilizando (3.1) y el teorema del valor medio tenemos

(Ve +y) = V(@ + )y — 1) = ly - v ]l? - /ﬂ 76w - )

Denotando por || |lo la norma en L?(Q) y usando la hipétesis
f1(€) <7 < Agt1 tenemos

(VI(z+y) - VI(z+v1),y —v1) > ly —vil> = vlly — w12

v
> (1= 55 ) - wl?
k+1

donde hemos usado que ||z|| > Ax+1llz]lo Vz € Y. Por lo tanto VJ satisface
(1.3)coom=(1—-+)>0y a=2.

Ak+1
Por el Lema 1.1 se sigue que existe una funcién continua ¥: X — Y tal que

la funcién J: X — R definida por J(z) = J(z + ¢(z)) es de clase C' y un
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elemento zo € X es un punto critico de J si y sélo si zg 4 9(z() es un punto
critico de J.
Usando la hip6tesis f/(c0) € (Mg, Ag+1) se prueba que existen b € Ry 5 > A

tales que F'(§) > ﬁ + b. Luego para z € X tenemos

J<w>=§||x||2—/ﬂ (@) < glal? =7 [ 2 bl

Como ||z||? < Xg||z]|2 Vz € X, obtenemos
—||;1:||2 ( —) - b — —o0 cuando ||z|| — oo.
<

En vista de que J(z)
(3.2)
Como dim X < oo existe o € X tal que

J(wo) = max J(z + ().

J(z) tenemos que
J(z

) = —oo cuando ||z|| = oc.

Haciendo ug = x + () tenemos por el Lema 1.1 (iii) que VJ(ug) = 0 y por
lo tanto ug es una solucién del problema (1.6). Nétese que ug # 0 porque zg
es un maximo de J y 0 es un minimo local de J.

Demostraremos a continuacién que si la solucién ug, obtenida por el método
de reduccién, es aislada su grado local es (—1)*. En efecto, sea V C H una
vecindad de ug que no contenga otros puntos criticos de J. Llamemos S = {z €
X;z+v(z) € V}. Como —J tiene un minimo local en g, d (V(=J), S,0) =
(ver [2]). Por lo tanto d(V.J,S,0) = (=1)k. Por el Teorema A obtenemos
d(VJ,V,0) = (-1)*.

Como f'(0) < A; entonces 0 es un minimo local de J y existe € > 0 tal
que 0 es el Gnico punto critico de J en B.(0) y d(V.J, B.(0),0) = +1 (ver [2]).
Ademais, de la ecuacién (3.2) se deduce que existe R > 0 suficientemente grande
tal que d(V.J, Bg(0),0) = (1)

Probemos ahora que existe un tercer punto critico de J distinto de 0 y To-
Supongamos , por contradiccién, que no exista otro punto critico distinto de
0 y zg9. Usando la propiedad de escisién del grado de Leray-Schauder tenemos
que

(-1)k = d(VJ, Bg(0),0) = d(VJ, Bc(0),0)+d(V.J, Br(0)—B.(0),0) = 1+1 = 2]
Lo cual es una contradiccién. Se concluye asi la demostracion del Teorema B.

of

Observacion: Para otras aplicaciones del Teorema A sugerimos al lector
consultar las referencias [5] y [6].
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