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RESUMEN. Luego de hacer una exposicién del problema de integra-
bilidad elemental, se expone una demostracién (nueva) de un teore-
ma clasico en esta rama de la matemadtica: El teorema de Liouville
Hardy.

1. Introduccion

En los textos de cdlculo integral nos encontramos frecuentemente
con integrales tales como [ e dr, [ 224y o [£dz y otras més, las
cuales no pueden ser halladas por ninguno de nuestros métodos de in-
tegracion, y de hecho se puede demostrar que no es posible mediante

ningin método.

Algo sorprendente es el desconocimiento casi general que se tiene sobre
este tema, que facilmente sale a relucir en una clase de calculo integral.
Tal vez esto se deba al punto de vista practico, ya que el calculo de tales
integrales, se necesita basicamente para encontrar el valor de integrales
definidas y para esto existen excelentes técnicas en andlisis numérico
que resuelven el problema. Sin embargo, debido a las investigaciones
que se estdn desarrollando en dlgebra simbdlica en paises como los Esta-
dos Unidos y Alemania, desde hace ya unos veinte anos se ha renovado
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fuertemente el interés en encontrar algoritmos que nos permitan saber
si una integral dada es expresable o no en términos de “funciones ele-
mentales” (es decir funciones que pueden ser obtenidas mediante sumas,
restas, multiplicaciones, divisiones y extraccién de raices usando solo ex-
ponenciaciales, logaritmos, funciones trigonométricas y trigonométricas
inversas).

La tesis doctoral de J. R. SLAGLE (1961), ([8]), fué el primer tra-
bajo que llamé la atencion a los investigadores de manipulacion alge-
braica. El método empleado fué plenamente heuristico y en realidad
es una aplicacion de las técnicas de intelegencia artificial al problema
de integracién. La eficiencia del programa desarrollado por SLAGLE es
semejante a la de un estudiante promedio de cdlculo. El primer trabajo
computacional que hace uso de una matemdtica rigurosa es la tesis del
investigador del MIT Joel Moses, Symbolic Integration, ([4]). Al final de
la década de los sesenta aparece uno de los resultados mas importantes
que se tienen sobre este tema: “El Algoritmo de Risch” ([5]) un pro-
cedimiento de gran generalidad que permite decidir para una gran clase
de funciones la posibilidad de integracién. La principal desventaja del
algoritmo de Rish es su complejidad, por lo cual continian los esfuerzos
por encontrar métodos mas eficientes. Las investigaciones actuales bus-
can encontrar algoritmos semejantes al de Risch que permitan ampliar
nuestro conjunto de funciones elementales, incorporando funciones tales
como la funcién error, la funcién seno integral y otras més. Entre los
investigadores mas notables de la actualidad se destacan los nombres
de JOEL MOSES, M. SINGER, J.H. DAVENPORT, G. W CHERRY y M.
BRONSTEIN.

En este articulo, luego de exponer el problema de integracién finita y
mostrar su caracter algebraico, se expone una generalizacion del teore-
ma de HARDY-LIOUVILLE, el cual es un criterio de integrabilidad para
funciones de la forma f(z) In z, siendo f una funcién racional. La técnica
que se seguird es semejante a la que el matematico ROSENLICHT usa en
([6]) para demostrar el teorema de Liouville. Es importante decir que
aunque la generalizacidon que se expone es interesante por la facilidad
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con que se puede manejar, el tipo de funciones que se estudiardn estan
incluidas en el algoritmo de Risch.

2. Algebra Diferencial

El estudio de la diferenciacién como una operacién algebraica (y no
como una operacién analitica) es lo que constituye el algebra diferencial,
un campo de la matemdtica fundado por Joseph Fels Ritt, aunque se en-
cuentran los rudimentos de esta en los trabajos de Liouville y Laplace.
A continuacién se exponen algunos conceptos fundamentales de alge-
bra diferencial con el fin de desarrollar las herramientas necesarias para
demostrar el teorema de Liouville-Hardy.

Definicidén 1.1. Llamaremos Campo Diferencial a un campo F', junto
con una operaciéon “derivacién” sobre F', la cual es una aplicacién de F’
en si mismo, usualmente denotada a — o', tal que (a +b) =a’' +0b' y
(ab)' = a'b + ab’ para todo a,b € F.

Consecuencias inmediatas son que (a/b)’ = (ab' — a'b)/b? si a,b € F,
b# 0, (a™) = na"'a’ para todos los enteros n. Ademas 0' = (0+0)' =
0'+0 dedonde 0' =0y 1 = (12)) =2+ 11 asi I’ = 0. Por lo
cual K = {c € F : ¢ = 0}, es un subcampo de F, como se puede
comprobar directamente, el cual llamaremos campo de constantes de F'.
Por ejemplo sir € K, (r # 0) entonces existe 71 € F, tal que r*r = 1;
derivando a ambos lados, obtenemos 7/ * r~! 4+ 7 x (r~1) = 1’, de donde
r* (r 1) =0y por lo tanto (r 1) =0, es decir 7! € K.

Definiciéon 1.2. Si a,b son elementos del campo diferencial F, a
no nula, llamaremos a ‘a’ exponencial de b o a b un logaritmo de a, si
b =d'/a.

Definicién 1.3. Por una “FEztension diferencial” de un campo difer-
encial F' entenderemos, por supuesto un campo diferencial, el cual es

un campo extensién de F' cuya derivacién extiende la derivacién sobre
F.
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El siguiente lema es un resultado conocido en &dlgebra diferencial y
serd basico en la demostracion del teorema de Liouville-Hardy.

Lema 1. Sea F' un campo diferencial, F(t) una extensidn n diferencial
de F con el mismo subcampo de constantes, t trascendente sobre F', y
t' € F; entonces para cualquier polinomio f(t) € F[t] de grado positivo,
(f(t)) es un polinomio en F[t] de grado menor en uno que el de f(t) o
del mismo grado, segin si el coeficiente dominante de f(t) es o no una
constante.

Prueba: Sea t' = by n > 0 el grado de f(¢), de modo que f(t) =
ant™ + ap_1t" 1 +--- +ag, con ag,...,a, € F, ay, # (. Entonces

(F@) = a. t" + (nanb+al_ )"+ -

es un polinomio en el anillo F'[t], de grado n si a, no es constante. Sia, es
constante y napb+a;,_, = 0, entonces (nan,_1t+an_1)" = napb+a;,_; =0
asi que napt+a,_1 es una constante, por lo tanto un elemento de F' (Acéd
debemos tener en cuenta la igualdad entre el subcampo de constantes
de F' y de F(t)), asi que t € F, lo que contradice la hipétesis de que ¢
es trascendente sobre F. Es decir si a,, es constante, (f(t))’ tiene grado
n — 1.

Definicién 1.4. Sea F un campo diferencial. Definimos una exzten-
sion elemental de F' como un campo extension diferencial de F' la cual
es obtenida por sucesivas adjunciones de elementos que son algebraicos,
o logaritmicos, o exponenciales, esto es, un campo extension diferencial
de la forma F(ty,...,tn), donde para cada i = 1,..., N, el elemento
t; es o bien algebraico sobre el campo F'(t1,...,t;1) o el logaritmo o
la exponencial de un elemento de F(t1,...,t;—1). Observemos que cada
campo intermedio F(t1,...,t;—1) es un campo diferencial y una exten-
sién elemental de F'.

Ahora tenemos las herramientas necesarias para dar la definicién for-
mal de funcién elemental:

Definicién 1.5 Sea F' un campo diferencial. Diremos que f € F
tiene integral elemental sobre F' si existe una extensiéon elemental E de
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Fyge FE tal que ¢ = f. Una funcion elemental es cualquier funcién
de cualquier extensién elemental de C(z).

De la definicién anterior se desprende que las funciones trigonométri-
cas y sus inversas son elementales, puesto que estas se pueden expresar
como el logaritmo de funciones algebraicas. Se sigue que la integral de
una funcién racional es elemental, ya que es combinacién de logaritmos,
tangentes inversas y funciones racionales.

El problema de integracién en un nidmero finito de términos lo pode-
mos ahora formular de una manera precisa: Dado un campo diferencial
FyfeF, ;Céomo decidir en un nimero finito de pasos si f tiene inte-
gral elemental sobre F' y cémo calcular una de estas integrales en caso
de tenerla?

El siguiente teorema es un conocido criterio de integrabilidad y es el
eje central de este articulo.

Teorema de Liouville-Hardy. Si f(z) es una funcion racional, en-
tonces [ f(z)Inzdz es elemental si y solo si existe una funcion racional
h(z) y una constante M tal que f(z) = M/z+ h'(2).

La demostracién de este teorema, se puede encontrar en el articulo
de Marchisotto y Zakeri, ([3]) en el cual el método usado es plenamente
analitico (se usa series de Taylor en varias variables, ecuaciones diferen-
ciales , etc.). A continuacién se expondra una demostracién totalmente
algebraica y que generaliza el teorema. Este resultado es atin mas intere-
sante si tenemos en cuenta que las investigaciones actuales se encaminan
a extender el conjunto de las funciones elementales incluyendo entre es-
tas la funcién error, la funcién seno integral y logaritmo integral; los
criterios encontrados son en su mayoria para funciones de la forma fe9
(f y g racionales, consultar [7]) y la demostracién que se presenta da un
posible camino para extender estos criterios a funciones del tipo flng.

La principal herramienta usada en la demostracion es el siguiente
teorema (el mds importante en integracién elemental), la demostracién
se puede encontrar en [6].
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3. Teorema de Liouville

Sea F un campo diferencial de caracteristica cero y a« € F. Si la
ecuacion y' = o tiene una solucion en alguna extensién elemental difer-
encial de F' con el mismo subcampo de constantes, entonces existen con-
stantes c1,...,c, € F y elementos uy,...,un,v € F tales que

n !
_ Uy !
a= ci— +v
Uy

=1

4. Extensién del teorema de Liouville-Hardy

En primer lugar observemos que Ing no es algebraico sobre C(z), si
g € C(z) no es constante:

Supongamos por el contrario que Ing es algebraico sobre C(z) y
sea. P su polinomio minimo (el cual supondremos ménico), entonces
P(Ing) = 0 y no existe un polinomio de grado menor que el de P con
esta propiedad. Ahora derivemos la igualdad P(lng) = 0,obtenemos
P'(Ing)g’'/g = 0, de donde P'(Ing) = 0 y por el lema 2.1, sabemos que
P! es un polinomo de grado menor que el de P, lo que contradice que P
es el polinomio minimo de Ing y por lo tanto In g no es algebraico sobre
C(z).

Teorema

Sea C(z) es el campo las funciones racionales sobre los complejos y
f.9 € C(z), entonces [ f(z)Ing(z)dz es elemental si y solo si existe
h € C(z) y una constante M € C tales que f(z) = M(¢'/g) + 1.

Demostracion:
Sea F = C(z) y Ing = t, y consideremos el campo F(t)=C(z,t)!. Si
[ f(2)Ing(2)dz es elemental , por el Teorema de Liouville tendremos

!Este campo lo podemos considerar como un campo diferencial en donde la op-
eracién “derivacién” es la que conocemos en célculo diferencial elemental.
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que
n u,
1 t=) c—+o
( ) f Zczui +v
=1
con ¢i,...,¢, € Cyug,...,uy,v € F(t). Observamos que

1. Cada w;(t) puede ser expresado como un cociente u/v de dos poli-
nomios en F[t] y como (u/v)'/(u/v) = u'/u — v'/v podemos ree-
scribir la expresién para ft y asumir que cada u;(t) € F[t].

2. Sialginu; =UV,con U y V € F[t] , entonces

W (VY UV

7

w UV UV

de modo que podemos pensar en los u; como elementos de F' o de
F'[t] los cuales son diferentes, ménicos e irreducibles y que ninguna
constante ¢; es nula.

Por el Lema 2.1, los ] estdn también en F[t] y tienen grado menor
que el de w;, por lo cual u; 1 u) y la fraccién u)/u; estd ya en forma
irreducible. Ahora por un razonamiento de reduccién al absurdo se
probara que v € F[t] :

Si una expresién de la forma f/u] ocurre en la expresiéon de v en
fracciones parciales y r es el miximo exponente para u;, entonces v’
consistird de varios términos en cuyo denominador figura u; a lo mas
r veces y ademds (1/uf)'f = —rful/uit!. Puesto que u; { ful, (Pues
de lo contrario al ser u; y f coprimos, u; dividiria ) vemos que un
término con denominador uZHl aparece en v'. Por lo tanto, si algiin
u; € F[t] — F apareciera en el denominador de v, apareceria en ft (por
1) lo cual es absurdo. En consecuencia ningin u; € F[t] — F' aparece en
el denominador de v y v(t) € F[t].

Ahora bien, Zc,Z—Z € F (Si en el miembro derecho de 1, alguna
fraccién tiene en el denominador un h(t) € F[t] — F, necesariamente esta
deberd anularse con algin otro término de esta suma, para que la suma
pueda ser fty como v(t) € F[t] estas cancelaciones no son posibles, asi
que necesariamente cada u; € F'), por lo cual (por 1) v’ es un polinomio
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en t de grado uno y en consecuencia (Lema 2.1) v es un polinomio
de grado menor o igual a dos. Sea v(t) = wo + vit + vot?, entonces
v'(t) = vy + vit + vt + vht? + 2uatt! = (vf +v1t’) + (V] + 2v9t))t + vht?.
Al igualar los coeficientes de las potencias en ¢ en 1 se obtiene?,

" "L g
(2) zci—f+vé+v1t':zci—f+vﬁ+v1—:0
i1 -1 g
(3) f =01+ 2vot" = v} + 2029’ /g
(4) vh =10

por 4, vy es constante. Escribiendo v; = h y 2v9 = M (constante), 3
queda que

f(z) =M(d'[g) + h
Para terminar debemos ver que si f tiene la forma
f(z) = M(g'(2)/9(2)) + I (2),

entonces [ f(z)Ing(z)dz es elemental®. Usando integracién por partes
obtenemos que

/f(Z) Ing(z)dz = / (h'(z) Ing(z) + MZI((;) lng(z)) dz =

h(z)Ing(z) — /(h(z)g'(z)/g(Z))dz + M(Ing(2))*/2,

donde [(h(2)g'(2)/g(2))dz es elemental puesto que h(z)g'(z)/g(z) es una
funcién racional.

Corolario. Si f,g € C(z) entonces [ f(z)arctan g(z)dz es elemental

si y solo si existe h € C(z) y una constante M € C tales que f =
Mg'/(1+g¢%) + 1

2Observemos que si In g fuera algebraico sobre C(z) la igualdad entre los coefi-
cientes de t no siempre seria valida.

3Lo cual también probara que 2 no tiene relevancia alguna para el teorema que se
estd demostrando, aunque en esta igualdad aparezcan los términos v y vi.
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9(z)—i
g(Z)JrZ
norar la constante 1/2i en el andlisis de la integracmn En consecuencia

al aplicar la extensién del teorema de Liouville-Hardy, tendremos que
J f(z) arctan g(z)dz es elemental si y solo si existe una constante My y
h € C(z) tal que,

= wa (BD0Y (28 4 o) =
Mo (BT~ ) ) = T+

Veamos algunos ejemplos de la aplicabilidad de este teorema;
In(2™+1)
z

Demostracidn: Podemos tomar arctan g(z)=g; In

y ademas ig-

Ejemplo 1. f@dz, n un entero positivo. Si [ dz es

elemental entonces existen P,Q € C[z] (coprimos) tales que
1 nz" 1 P nz""1  P'Q— PQ

B Y/ h— _/:M
z z"+1+( ) z"+1+ Q2

o lo que es equivalente,

Q*(z" +1) = Mn2"Q* + (2" + 1)2(P'Q — PQ’)
reordenando,
(5)  QQR(E"+1)— Mnz"Q — (2" + 1)zP') = —(2" + 1)2PQ'.

Supongamos que ) no es constante y que una de sus raices « es diferente
de cero y de cualquiera de las raices de 2" + 1, y sea m su multiplicidad,
entonces la ultima igualdad nos lleva a una contradiccién, puesto que «
es un cero del lado izquierdo de multiplicidad > m, y un cero del lado
derecho de multiplicidad menor que.m Por lo tanto « debe ser o cero o
una raiz de 2" +1, en este caso obtenemos nuevamente una contradiccion,
ya que « serd una raiz del lado izquierdo de 5 de multiplicidad > m+1y
un cero del lado derecho de multiplicidad menor o igual a m. Concluimos
que @ debe ser una constante, la cual podemos suponer igual a 1. La
igualdad 5 se transforma en

2"+ 1— Mn2" = (2" +1)zP".
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que es imposible puesto que grad(z" +1— Mnz") < grad((z" +1)zP").
Por lo tanto no existen los Py @ buscadosy [ Wdz no es elemental

para ningin n entero positivo.

Ejemplo 2. [ztanzdz Como tan z:%, haciendo el cambio
de variable z = iInt, la integral se transforma en [ t(t;—;ll) Intdt y si esta

es elemental tendremos que para ciertos P,Q) € C[t] y una constante M,

2 -1 M P M PQ - PQ
:_+(_)’:_+M

t2+1)  t Q¢ Q?
De donde
(6) Q= 1) = M(* + 1)Q* + t(* + )(P'Q - PQ')
Reordenando,

QM -1) - M(#2+1)Q — t(t> +1)P') = —t(t2 + 1) PQ'

Supongamos que () no es constante y que a # 0, ¢ y —i es una
raiz de @) y que su multiplicidad es m, la dltima igualdad nos conduce
a una contradiccién puesto que « seria una raiz del lado izquierdo de
multiplicidad > m y un cero del lado derecho de multiplicidad < m.
Luego a € {0,i,—i}. En este caso nuevamente por 6 obtenemos una
contradiccién, « es una raiz del lado izquierdo de multiplicidad > m +1
y una raiz del lado derecho de multiplicidad < m + 1. Se sigue que Q
debe ser una constante, que podemos suponer igual a 1 y la igualdad 6
se convierte en

(> —1) - M@t +1) =t +1)P'

lo cual es imposible puesto que en el lado izquierdo tenemos un polinomio
de grado < 2 y en lado derecho un polinomio de grado > 3. Concluimos
que no existen polinomios P y @ € C[t] que satisfagan 6, por lo cual
[ztan z no es elemental.

Ejemplo 3. [ I?ij)z , P un polinomio sin raices de multiplicidad > 1.
Si la integral dada es elemental existen polinomios R y Q (coprimos)
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tales que % = % + (g)’ = % + R'QCEZRQ' = MQQJ”Zing_RQ’), de donde
2Q* = (MQ* + 2(R'Q — RQ))P
(7) Reordenando, Q(zQ — MPQ — 2R'P) = —2PRQ'

Supongamos que ) no es constante, denotemos por « una raiz de @) de
multiplicidad m y consideremos los casos que pueden suceder en 7:

1. « es diferente de cero y de cualquier raiz de P, entonces « es un
cero del lado izquierdo de multiplicidad > m y un cero del miembro
derecho de multiplicidad < m.

2. « es raiz de P diferente de cero, entonces, « es raiz del miembro
izquierdo de 7, con multiplicidad > m+1 y de multiplicidad < m+1
en le miembro derecho..

3. a =0, en este caso tendremos dos posibilidades: « es raiz de P, en
este caso la multiplicidad de « en el miembro izquierdo es > m +1
y en el miembro derecho es < m+1; la segunda posibilidad es que «
no sea raiz de P, en cuyo caso, la multiplicidad de « en el miembro
izquierdo de 7 es > m y en el miembro izquierdo la multiplicidad
es < m.

En cualquiera de los casos analizados hemos llegado a una contradic-
cién por lo cual concluimos que () debe ser una constante que podemos
supouner igual a uno y asi 7 se reduce a,

(8) z=P(M + zR)

Observando el grado de los polinomios que aparecen en cada miembro
de igualdad, vemos tenemos tan solo tenemos las dos siguientes posibil-
idades,

1. grad(P) = 0, en cuyo caso P = Py es constante y la integral es
elemental, por ejemplo, [ 112—:dz=(zlnz —2)/ P.

2. grad(P) =1y R =0, en este caso P es de la forma P = z + a,
siendo a una constante, remplazando esta expresién en 8 queda

z=(z4+a)M =Mz+aM



92

ELIO EDUARDO ESPEJO ARENAS

de donde M =1y aM =0, o bien a = 0, asi P = z y la integral
en este caso es elemental, por ejemplo, [ lr‘Tzdz = In(In 2).

Hemos asi demostrado que la integral dada es elemental solamente

cuando P es constante o P = z.
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