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RESUMEN. En este articulo se provee una demostracion alternativa del teore-
ma de ultralimites, establecido por Kochen en 1961. Para ello se definen los
modelos genéricos constantes, construidos como limites de modelos de Kripke
con el mismo universo en cada nodo, con respecto a un filtro de abiertos sobre
el mismo orden parcial con su topologia natural.
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ABsTrACT. This paper provides an alternative proof of the Ultralimits Theo-
rem, established by Kochen in 1961. In order to achieve this, generic constant
models are defined, constructed as limits of Kripke models with the same uni-

verse on each node, with respect to a filter of open sets over the same partial
order with its natural topology.
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1. Introduccion

Un ultralimite de una estructura A es una estructura de la forma
lim{A, : n € w},

en donde A4y = A, y A,+1 es una ultrapotencia de A,. En 1961 Simon Ko-
chen demostro6 el teorema de ultralimites: dos estructuras son elementalmente
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116 ANDRES FORERO CUERVO

equivalentes si y solo si poseen ultralimites isomorfos ([5]). En 1971, Saharon
Shelah demostr6 un teorema andlogo para ultrapotencias ([6]), que implica el
teorema de ultralimites (puesto que toda ultrapotencia de una estructura es
isomorfa a un ultralimite de la misma).

El objetivo principal de este articulo es proveer una demostracion alter-
nativa del teorema de ultralimites. Este articulo se divide en tres partes: en
la primera se definen los haces de estructuras, su seméntica y sus modelos
genéricos, estableciendo un teorema anélogo al teorema de ultralimites para
modelos genéricos. En la segunda parte se estudian ciertos aspectos concretos
relacionados con isomorfia parcial y finitaria, que permiten transformar la equi-
valencia elemental entre estructuras en isomorfia parcial entre ultrapotencias
de las primeras. En la tltima parte se demuestra el teorema de ultralimites.

2. Haces de estructuras y modelos genéricos

En esta seccion se introducen definiciones y resultados bésicos relativos a la lla-
mada logica de haces topoldgicos de estructuras, las cuales pueden encontrarse
en el trabajo seminal de Xavier Caicedo Ldgica sobre los haces de estructuras
([2])- Se recomienda al lector consultar este trabajo para familiarizarse con las
nociones bésicas de la logica de haces y su conexion con la seméantica de Kripke.

Definicion 2.1 (Haz de estructuras). Un haz de L-estructuras .A sobre
un espacio topologico X consiste en un par (E,p) tal que E es un espacio
topolégico y p : E — X es un homeomorfismo local y una familia de L-
estructuras (A,).cx que cumplen con las siguientes condiciones:

1. Para todo z € X, A, = (E,, ¢z, F, R;) es una estructura con universo
E, =p '({z}).!

2. Para cada simbolo de constante ¢, y para cada z € X, p(c¢;) = z. Ademés
la funcion X — F dada por = — ¢, es continua.

3. Para cada simbolo de funcién n-aria f, la funcion f4 = Uf, : UE} — E
es continua.

4. Para cada simbolo de relacion n-aria R, R* = UR,, es abierto en Ug BT

Una seccion de A es una funcién continua o : U — E (con U € Ab(X)) tal
que poo = Idy. Dado U € Ab(X), sea A(U) el conjunto de secciones del haz
(E,p) con dominio U, y sea Sec(A) el conjunto de todas las secciones de .A.

Definicion 2.2. Dado un haz de estructuras A, se define la funcién
tA(ol,...,an) U — E,

endonde t (x1,...,2,) es un término y o1, . . ., 0, secciones con U C Dom(o1)N
-+~ N Dom(oy,):

1Si E, es vacia, A, serd una estructura vacia.
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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 117
» 24(0) = 0, (o) = A

® Sity (1, 3%n)yeenstm (X1, ..., @y,) son L-términos y f es un simbolo
de funcién de aridad m, 7 = t4(0q,...,0,) es la funciéon dada por

r(z) = fA (tf‘ (01,---,00) (m),...,tﬁ (01, 0n) (J;))

Gracias a la continuidad de f* y a un argumento inductivo, las funciones
t4(o1,...,0,) son secciones de A.

A continuacion se define el forzamiento local y puntual en haces:

Definicion 2.3. Sea A un haz de estructuras sobre X. Se define inductivamen-
te la relacion “A fuerza ¢ en U para las secciones o1, ...,0,” (con U € Ab(X)
y U C N Dom(s;)), y se denota por A lFy ¢[7]:

= Alby (t1 =to) [7) siy solosi t{(@) | U = t5'(7) | U.

» Alby R(ty,. .. tm)[o] siy solosi (t4(7),...,t2(7)),[U] C RA.

Alby (¢ A)[o] sty solo si A by o] v A lby ¥[a].

Ay (¢ V )[a] sty solo si existen Uy, U abiertos en U tales que U =
U, ul,, A Ik, ¢[5} y A ko, Z/J[E]

» Ay —¢[o] siy solo si para cada abierto W en U, si W # & entonces

A lFy (¢ — )[a] si y solo si para todo abierto W en U, A IFy ¢[7]
implica A IFy ¢ [a].

A lFy Jv ¢lv, 7] siy solo si existe un recubrimiento de abiertos {U;} de
U y secciones 7; € A(U;) tales que para todo ¢, Alry, @[ri,7].

A by Yo ¢[v, 7] siy solo si para todo abierto W de U y para toda seccion
7 definida en W, A lryw ¢[7,7].

Definicion 2.4. Sea A un haz de estructuras sobre X. Se define inductiva-
mente la relacion “A fuerza ¢ en x para las secciones o1, ...,0,” (r € X), y se
denota IF,¢[7], de la siguiente forma:

= Al (t1 = t2)[7) si y solo si t{(7)(x) = t34(7)(x).
» Al R(ty, ... t,)[0) siy solo si (¢{(7)(z),...,t14(7)(z)) € RA.

s Alr, (9 A)[F] siy solosi Alb, ¢[5] y Al ¢[7].

Al (¢ V)] siy solosi Alk, ¢[a] o Alk, o]
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118 ANDRES FORERO CUERVO

= A, —¢[F] siy solo si existe U € Ab(z) tal que para todo y € U,
AW, o[a].

Ak, (¢ — v)[F] siy solo si existe U € Ab(x) tal que para todo y € U,
Ak, ¢[a] implica A I, [7].

» Ak, Jv: ¢[v,7] siy sblo si existe una seccién 7 que contiene a = en su
dominio tal que A I, @[T,7].

AR, Vv : ¢lv, 7] siy solo si existe U € Ab(x) tal que para todoy € U y
para toda seccién T que contenga a y en su dominio, A I, ¢[7,7].

La “compatibilidad” entre las anteriores nociones de forzamiento se puede
enunciar asi:

Teorema 2.5. Para un haz A de estructuras sobre X, secciones o1,...,0p,,
un abierto U en X y una formula ¢,

Alry ¢la(x)] siy sdlo si para todo y € U, Al ¢la(z)].
Prueba. Véase [2]. o

Un filtro de abiertos G sobre un espacio topolégico X es un filtro G sobre
X tal que cada U € G es abierto en X.

Definicién 2.6 (Filtro genérico). Dado un haz de estructuras A sobre X
y un filtro G de abiertos sobre X, se dice que G es genérico para A si dados
U € G, formulas ¢, 1) y secciones o1, . .., 0, cuyos dominios contienen a W € G,
se tiene:

1. Existe V € G tal que V. .C N Dom(c;) y A lFv ¢[a] o Alky —¢[a].

2. Si A lky Flv, 7], existen W € Gy 7 € AV NW) tales que A lFyaw
Y[r, 7).

Teorema 2.7. Sea G un filtro de abiertos sobre X. Entonces G es maximal si
y solo si para todo haz de estructuras A sobre X, G es genérico para A.

Prueba. Véase [2]. vf

Sea A un haz de estructuras sobre X y G un filtro de abiertos sobre X, se
define la relacion de equivalencia ~¢g sobre el conjunto Sec(A) asi:

o~ T sty solo si existe W € G tal que o|W = 7|W.
Se define la estructura A[G] como sigue:
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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 119
El universo de A[G] es el conjunto Sec(A)/ ~g= {[o]c : o € Sec(A)}.2
Si ¢ es un simbolo de constante, cAl¢l = [(¢,)zex]a-

Si f es un simbolo de funcion de aridad n, fAC([o1]q,...,[on]q) se
define como:

[ 1o g = |(Fa01(9): - 0n (@)

G
con U = N Dom(o;).

Si R es un simbolo de relacion de aridad n, ([o1],...,[0n]) € R siy
solo si existe W € G tal que (071,...,0,)[W] C RA.

Es facil verificar la buena definicion de fA¢l y RAIGI Si G es un filtro
genérico para A, la estructura A[G] es llamada un modelo genérico.

Definicién 2.8 (Interpretacion de Godel). La interpretacion de Godel de
una formula ¢ de primer orden es la formula ¢©¢ definida asi:

Para ¢ atomica, ¢@% es ~—¢.
(@A) es 994 AT
(V)T es = (mpST A —pGe).
(¢ — ) es = (699 A %),
(=) es 5.

(V)7 es Va (¢59).

(Bz¢)C? es —Vz (—¢9).

El siguiente teorema es el equivalente al teorema de Y.os para el caso de
modelos genéricos en vez de ultraproductos (y filtros de abiertos en vez de
filtros), que caracteriza la validez de formulas en un modelo genérico:

Teorema 2.9 (Teorema del modelo genérico). Sea A un haz de estructu-

ras sobre X, sea G un filtro de abiertos sobre X, genérico para A y o1,...,0,
secciones. Entonces para toda formula @, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. AlGI E ¢lloilg s - - lonlal-

2.

Erxiste W € G tal que AlFw ¢% [0y, ..., 00].

2En ocasiones, si G es claro en el contexto, [o]g se denota por [o].
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120 ANDRES FORERO CUERVO

3. {x eX:Al, qSGd[al,...,an]} ed.
Prueba. Véase [4]. ]

Sea (I, <) un orden parcial. Se dice que E C I es hereditario si dados g € E
vy hel,sig<hentonces h € E. La topologia natural de I esta dada por

Ab(I) = {S CI:S es hereditario}.

Dado S C I, sea [S) = {h €I : existe g € S tal que g < h}. Dado un modelo
de Kripke? K en logica de primer orden, digamos

K= ((Ia S) ) (Ki)ie] ) (fij)i,jel,igj) )
K esté asociado de forma natural con un haz de estructuras
H(K) = ((E7p) ajv (Kz)le])
sobre I (con su topologia natural), definido de la siguiente manera:

1. E = UK, (se toma la unién disjunta), con la topologia generada por
las tuplas coherentes sobre abiertos, esto es, tuplas de la forma (e;);cr
(U e Ab(D)), e; € K; y parai < j, ej = fij(e;).

2. p: E — I es la funcién dada por p(e) = i, para e € K.

El haz H(K) es llamado el haz de Kripke correspondiente a K. A cada
e € K, le corresponde la seccion o, : [i) — E, dada por o.(j) = fij(e). Las
secciones del haz H(K) corresponden exactamente a las tuplas coherentes. La
semantica de Kripke puede verse como un caso especial de la semantica en
haces:

Teorema 2.10. Sea K = ((I, <), (Ka)ier s (fij)ijeu<j> un modelo de Krip-

ke, ¢ una formula y eq,...,e, € K;. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Kk ¢ler, ... en] (semdntica de Kripke),
2. H(K) ks @loey,---,0e,] (semdntica puntual de haces),
3. H(K) Iy ¢loe,, .., 0e,] (semdntica local de haces).

Prueba. Véase [4]. o

Se dice que G es genérico para K siy solo si G es genérico para H(K) y
K|[G] se define como el modelo H(K)[G].

3Para mas sobre modelos de Kripke, véase [7].
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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 121

El modelo genérico constante

Dada una L-estructura A e I un orden parcial, sea K 4 1 el modelo de Kripke

(1.0, ((8an),), Uil ) en donce

s Estructuras: (KAJ)g = A, para todo g € I,

s Homomorfismos de transicion: Para g,h € I, con g < h, fon = Id 4.

La estructura K 4 ; es llamada el modelo de Kripke constante de A con
respecto a I. En modelos de Kripke constantes el forzamiento en cada punto
del orden parcial es “clasico”. Mas precisamente:

Teorema 2.11. Para ay,...,a, € A, go € I, y una L-formula ¢:
K 1 lkg, @[al sty solo si A= ¢lal.
Prueba. Véase [4]. o

Lema 2.12. Para un filtro de abiertos G sobre I, genérico para K41, A se
sumerge elementalmente en el modelo genérico K 4 1]G].

Prueba. Sea a: A — K 4,1[G] la funcién dada por a(a) = [(a)4er]c. Entonces
para ai,...,a, € A,y ¢ una férmula, se tiene:

Ka1lGl ¢ [[(a1)gerlas - - [(an)gerllq
ssi {gEI:KA,[ g qu[al,...,an]} eqG
ssi {gel:AE¢%ar,....an]} €G
ssi {gel: AEdla,...,an]} €G
ssi Al dlay,. .. a.],

donde la primera equivalencia vale por el teorema del modelo genérico, y la
segunda por el teorema 2.11.

Definicion 2.13 (Par ordenado de estructuras). Sean A, B L-estructuras.
Se define la (Ly U Ly U { Py, Py})-estructura [A, B] asi:

1. P; y P son simbolos nuevos de predicados de aridad 1.

2. L1, Lo son copias relacionales de L, esto es, en donde los simbolos de
funcion de aridad n en L se convierten en simbolos de relacion de aridad
(n+1)en Ly y Lo.

3. El universo de [A, B] es la unién disjunta entre A y B.
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122 ANDRES FORERO CUERVO

4. PP = 4y PP = B,

5. Los simbolos de L; se interpretan en [A, B] como los simbolos de L en A
y analogamente para Ly y B.4

Dado un sistema de isomorfismos parciales I entre las L-estructuras Ay B,
se define el siguiente modelo de Kripke K 4 5 1 sobre el orden parcial (I, C):

= Estructuras: Para cada g € I, (Ka,s,1), = ([A,B],g), para todo g € I.

s Homomorfismos de transicion: Para g,h € I con g < h, fgn = IdaUldpg.

De este modo, si se define L* como el lenguaje extendido L* = L; U Ly U
{P1, P2, f} (donde f es un simbolo de relaciéon binaria), entonces para cada
gel, (KA,B,I)g puede verse como una L*-estructura sobre [A, B], en donde f
se interpreta como la relacion g C (AU B)?.

Teorema 2.14. Sean A y B L-estructuras parcialmente isomorfas con I un
sistema de isomorfismos parciales entre ellas y sea K = Ky . Sea G un

filtro de abiertos en (I,C), genérico para K y sea K[G] su modelo genérico.
Entonces:

1. K[G] es de la forma ([A*,B*], f*), en donde A* y B* son L-estructuras.
2. f* es un isomorfismo entre A* en B*.

3. A A* y B X B* (0 lo que es equivalente en ldgica de primer orden,
[A, B] =< [A*, B"]).

Prueba.

)

1. Se comienza por demostrar que {PlK (€] PQK [G]} es una particion de K[G]

(més precisamente, de su universo):

a) Para j = 1,2, PjK[G] # &; debe verse que K[G] & ¢, donde ¢
es la formula 32P;(z). La formula ¢¢ = —Vz———P;(z) es intui-
cionistamente equivalente a ¢ := —Vz—P;(z). Por genericidad sea
E € G tal que si K W =, entonces K |Fg 1. Para ver que K ¥g
-, fije hg € E y ap, € PlKhO. Asi K Ik, Pjlan,], por lo cual
K W, —Pjlan,]; esto implica que K ¥ Ya—P;(x). Entonces K IFg
¥, luego K I-g ¢“4. Por el teorema del modelo genérico, K[G] = ¢.

4Mas precisamente: para cada simbolo s’ € L1, §/MABl = sA, en donde s’ es el simbolo en
Ly correspondiente al simbolo s € L.
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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 123

b) PlK [l P2K (6] = &: Para demostrar esto sea r € PlK [ Como

K[G] E Pir], existe E € G tal que r = [(ar)rerlc ¥ (an)her €
pK(B)

1 , esto es, ap € PlK“7 para todo h € E. Se debe verificar que
K[G] £ Py|r]. Sea E' € G, se puede suponer que E' C E. Fije
ho € E'. Como ay, € PlK", entonces aj, & PQK". Esto implica que
(an)nem & Py 7). Asi, K[G] = Polr).
K[G] KI[G], _
¢) K[G] € P U P, ™ Sear = [(an)pep| € K[G] y suponga que
K [~ Ps|r]. Por el teorema del modelo genérico, para todo D € G,
K ¥png P, [(ah)heE], luego por genericidad existe C € G tal
que K kg —P, [(ah)heE], de modo que para todo h € C, aj, ¢
PXr = B, esto es, ap, € A= P Entonces K[G] = Py[r].
A continuacion se verifica que las interpretaciones de los simbolos de cada
léxico “respetan” la particion:
a) Sea ¢ € Ly un simbolo de constante. Entonces para todo h € I,
cKn = ¢A de modo que ¢XIG = {(cKh)hGI}G = {(CA)hGI}G €

PlK (€ Para el caso en que ¢ € Lo se razona analogamente.
b) Para todo simbolo de relacion R € L; de aridad n (j = 1,2),
K[GlEVz1,...,xn : R(x1,...,2n) = (Pj(z1) A+ A Pj(z5)) :
Sean 7,...,r" € K[G] tales que K[G] = R [rl, ... ,r"]. Entonces
existe E € G tal que
T i K(E)
"= {(Th)hEE} a 7 <(rh)h€E)1§i§n € R ’

. ; K" .
es decir, para todo h € F, (Tﬁl)lgign € RE» C {Pj h} . Asi, para

todo i, (r},) € P/F 1o cual garantiza que K[G] = P; [r'], i =
1,...,n.

heE

¢) Puede verse que si F' € L es un simbolo de funcion de aridad ny F’ es
su copia en L1, entonces F'¥1C] es una funcion F/X[C] . (A*)" — A*
y analogamente para Lo, B*.

Sea A* la L-estructura con universo A* = PIK [G], en donde los simbolos
se interpretan segtin aquellos de Ly en K[G]. De modo anélogo se define
B*. Sea f* = fKIGl Por ende, K[G] = ([A*, B*], f*).

2. f* es un isomorfismo entre A* y B*:
a) f* C A* x B*: Sea (r,s) € f* y sea E € G tal que 7 = [(an)cp) o

s = [(bh)heE]G y ((an)ner, (bn)ner) € FE: esto es, para todo
h € E, (ap,bn) € th - PlKh X PQK’L, asi que ((an)ner, (bn)her) €
PE” x PK” 1o que implica (r,s) € A* x B*.
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124 ANDRES FORERO CUERVO

b) f* esuna funcién: Sean (r, s), (r,s’) € f*. Entonces existe E € G tal

que 7 = [("n)hep] g 5 = [(Shhpeple ¥ 8 = [(S;l)hEE]G' Adems,
para todo h € E, (rp,sn),(rn,s},) € fK9 = g. Como cada g es
funcion, se tiene que (sp),cp = (5},) e > 10 cual implica que s = s'.

¢) Dom (f*) = A*: ya se estableci6 una inclusion. Para la otra, sea
re A*, y E € G tal que r = [(an)ner]s v para todo h € E, aj, €

PlKh = A. Para demostrar que K[G] |= Jyf(r,y), basta demostrar,
por el teorema del modelo genérico, que para todo g € E:

K H—g —N’yﬂf ((ah)heE 7y) )

lo cual equivale a demostrar que para todo ¢’ D g:

KWy vy-f ((a‘h)heE ,y) .

Para establecer lo ultimo, sea ¢’ D g: sea ¢” € I tal que ¢’ C ¢" v
ag € Dom (g"). Por ende, K kg f ((an)pep 9" (ag)).

d) La demostracion de que Im (f*) = B* es analoga.
e) f* es inyectiva: Si f*(r) = f* (r'), entonces existe E € G tal que
r= [(rh)heE]G, r = [(rﬁl)hGE}G y paratodo h € E, h(ry) = h(r},).

Como h es inyectiva, esto implica que r, = r},. Entonces r = 1.

f) f* es un isomorfismo:

1) Sea c un simbolo de constante. Como ¢ = {(c"‘)h } , existe
ellg
FE € G tal que

G G
_ B __ B*
= [(")) ], = ¢
2) Sea F un simbolo de funcién de aridad n; sean 71,... r" € A*,

existe £ € G tal que r® = [(rﬁl) e ademaés:

e,

FA (™) = [(FA (b 73)) ] -
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UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 125

Por ende:
I (FA* (7“1,...,7””)) - {(ng (F4 (r}’"“’rm))heE]
= [(n (s
= [P (0 (rh) o R 7)) ]
_ {(Fs (F5n (k) s, 50 (rﬁ)»heE}G
= ([ s [ 61)0cs].)
= FE (£ (1), £ (™)

3) Sea R un simbolo de relaciéon de aridad n, sean rt, ... 7" € A*y

sea F € Gtal que r’ = [(TZ)heE] o vy f* (Tl) = [(h (T;L))}LGE] o
Tenemos:

G

sst (f*(r'),....f (r™) € RE
3. A* = M = K4 [G): Dado r = [(rh)ep] 4 € P1K[G], sea D € G tal que
para todo g € D, 1, € Ay sea p(c) = [(rn)peply € M. Es facil verificar
la buena definicién de p. A continuacion se verifica que p : A* — M es
un isomorfismo:

a) Sea ¢ un simbolo de constante. Entonces
A A _ A _ M
p() =2 ([ o) = [(ner] g =

b) Sea F un simbolo de funcién de aridad n y 7' = [(r4) ¢ 5] c € PlK[G]
i=1,...,n. Existe F € G tal que para todo h € E, r},...,r7" € A.
Entonces:

PP m) = ([P G i)
= [(FA (T}llyw-arZ))heE}G

= pM ({(ri)heE]G ey [(Tﬁ)heE]G)
= M (p (Tl),---ap(rn))

)

¢) El caso para simbolos de relacion es anélogo.

Revista Colombiana de Matematicas



126 ANDRES FORERO CUERVO

Por el lema 2.12, y dado que todo filtro genérico para K 4 5, lo es para K 4 1
y Kp 1 (lo cual se demuestra por induccion en férmulas), se concluye que A
se sumerge elementalmente en A*. Analogamente se verifica que B se sumerge
elementalmente en B*.

La estructura A* definida en el teorema anterior es isomorfa a K 4 ;[G].
Para simplificar la notacion, K 4 ;[G] se denotara por A*%.

Definicion 2.15 (Modelo genérico constante). Sea G un filtro de abiertos
sobre un orden parcial I, genérico para K 4 ;. La estructura K 4 ;[G] es llamada
el modelo genérico constante de A (con respecto a G e I) y se denota por A%,
Cuando G e I sean claros del contexto, A*%+! se denota simplemente por A*.

El siguiente teorema condensa los resultados anteriores:

Teorema 2.16. Sea I : A=, B, y G un filtro de abiertos sobre un orden parcial
I, genérico para K p,1. Entonces A©%1 =2 B=GI - A < AGL y B < BoGI,

3. Isomorfismos parciales y finitarios

A continuaciéon se estudia la interaccién entre ultrapotencias y sistemas de
isomorfia parcial y finitaria, demostrando que la equivalencia elemental entre
estructuras se traduce en isomorfia parcial entre ciertas ultrapotencias de las
primeras.

Definicién 3.1. Dadas sucesiones (a;),;c;, (bi);c; € w!, y un filtro U sobre w,
se define la relaciéon <z, asi:

(ai)ie[ <u (bi)iel si y solo si {Z el:aq; < bi} eu.

Si el filtro U es claro en el contexto, < abreviara <.

A continuacion se recuerda brevemente la construccion de ultrapotencias
de estructuras. Dada una estructura 4, un conjunto I y un ultrafiltro U sobre
I, se define la relacién ~; sobre A’ de la siguiente manera:

(ai)ie] ~u (xi)iej — {’L el:a; = .’Iﬁl} ceu.

Es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia. Se denota por A!/U al
conjunto A’/ ~y, al cual se puede dotar de estructura (véase [1] para mas
detalles). La estructura A! /U es llamada la ultrapotencia de A con respecto a
U. En particular los elementos de esta estructura son clases de equivalencia,
esto es, elementos de la forma [(a;);cr]y, en donde cada a; € Ay

[(@i)iel]u = {(-ri)iel : {7, el:a;= bl} S U}
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Dado E € Uy (a;)er € A’ es facil ver que cualquier par de extensiones de
la tupla (a;)icp a una tupla en A son equivalentes con respecto a la relacion
~y. Gracias a esto, es natural y conveniente definir

[(ai)ierlu = [(zi)ierlu,

en donde (7;);e; € Al es cualquier extension de (a;)icp, es decir, para todo
i€k, a; =x;.
Sean A, B L-estructuras finitamente isomorfas y sea I = {I,, : n € w} :

A =y B un sistema finitario de isomorfismos parciales entre ellas. Ademés sea
U un ultrafiltro no principal sobre w. Sean A’ = A¥ /U,y B' a B¥ /U, se define

inductivamente la nocion de (ml, x2, ... ,x”) -funcion, para
1 1 2 2
= (xi)iew >t = (xi)iew > >at = (1) iey

sucesiones crecientes y no acotadas de ntimeros naturales:

= Una (z;);e,-funcion es una funcion de la forma

{([(ai)iew}uv [(bi)iew}u)}’

que cumple con la siguiente propiedad: para todo ¢ € w existe y; € I, tal
que y;(a;) = b;. Note que existe i (= 0) tal que para todo i > i} b; es de
la forma y;(a;), con y; € I,,.

= Suponga que

o={([@c],, [Dic],) - (LaDica] [Eic L) }

es una (xl, .. .,x")—funcién, con iy € w tal que para todo 7 > i, b =

ntl <™ una (z',...,2""1)-

yi (af), con yf' € Ip. Para 2 = (a71),

funcién es una funciéon de la forma

i=g0{([@™.] [er])}

tal que:

o [(Q?H)iew}u € A~ Dom (g), [(b;”’l)iau]u e B < Im(g),

e existe if"! tal que para todo i > gt brT =yt (q;), donde
Yt € Ly yp 2y [Parad < i, b7 =bo ]

n+1

La definicion de § no es ambigua: si (a}),c,, ~u (a] )iEw y se define

b, =y (a}), cuando a; € Dom (y/"™") y b, = by de lo contrario, en-

3

[(a’?“‘l)ieJu, ig™ y la familia (y'*

7

tonces [(b?“)iew}u = [(b/‘)iew]u' En realidad g esta determinada por g,
)iEUJ'
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Si g es una (xl, - 7ﬂv")—funci()n, digamos

o= {([@D.c] - [eic],,) s (Mamie] [e0ie]) }

entonces existe 79 € w tal que para i > 4y y para todo k < n, y* extiende al
correspondiente y¥, y y? (af) = b¥. Bajo estas condiciones se dice que ig es un
numero suficiente para g.

Es facil ver que toda (xl, e 7gc")—funci(’)n es un isomorfismo parcial entre
.,_4’ v B'. Sea I (I_,U) el conjunto de todas las (:El, . ,x")—funciones respecto a
IyUu, (new).

Lema 3.2. Suponga que I : A ¢ B yU es un ultrafiltro no principal sobre w,
entonces I : A% U =, B* /U, en donde I =1 (I,U).

Prueba. Sean A" = A /U, B' = B*/U. Es facil ver que I = I (I,U) es un
conjunto no vacio. Por ejemplo, si 2! = (i), y € Iy, con y # @, donde a €
Dom(y), entonces {([(a)icwly > [(¥(a))icwly)} € I. Para demostrar la propiedad
de extension de dominio para I, sea

g={([ahca], [0 ) oo ([@ic ) [0 |

una (:vl, e m")—funci(’)n, y [(a?“)] € A"\ Dom (g).
Sea ip ™ = min {i : 27 > 0} y sea 2"*! la sucesion definida por z™! = 27
para i <ig ',y ap Tt = a} — 1 parai > ig"". Es claro que " = (z*)

es creciente, no acotada y que 2™ < x"*! (puesto que U es un ultrafiltro no
principal). Para cada i > ift! sea h?“ € I n1 tal que a?“ € Dom (h?“) y

y?“ extiende al isomorfismo parcial yi* € I,». Defina b;‘“ como yi"+1 (a?“)
para i > gty b7 = by para i < ift! (donde by es un elemento fijo en B).

Para ver que {(b;’“) e } ¢ I'm(g), suponga que no. Sea k < n tal que E =
1cw u
{i cw:bk= b?"’l} € U. Entonces para cadai € E' = EN [maa: (z'” i"+1) 7oo)

0%
se tiene que

(o) = o (af) =0 =0 =g ).

K2 7 7

k

i

[(G?Jrl)iv’:‘w]u — [(af)ie“}}u € Dom (g) .

Como y"*! es inyectiva, entonces a® = a?“. Dado que E’ € U, entonces

Sea g = gU{([(a?H)iew]u , [(b;ﬁl)iew]u) } Entonces g € I, {(Q?H)iew}u €

Dom (§) y § 2 g. La propiedad de extension de la imagen se demuestra de forma
analoga. ™
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El llamado teorema de Fraissé afirma que en léxicos finitos las nociones de
equivalencia elemental e isomorfia finitaria coinciden:

Teorema 3.3 (Teorema de Fraissé). (L finito) Dadas L-estructuras A y B,
A= B siy sdlo si A= B.

Prueba. Véase [3] vf

Corolario 3.4. (L finito) Dadas L-estructuras A y B, A = B si y sdlo si
A JU =, BY JU para todo ultrafiltro U no principal sobre w.

Prueba. La implicaciéon < es clara. La implicaciéon = vale por el teorema de
Fraissé junto con el lema 3.2. o

Si L es un léxico arbitrario, no necesariamente finito, la equivalencia ele-
mental no implica en general la isomorfia finitaria. Sin embargo la equivalencia
elemental entre dos estructuras puede “transformarse” en un sistema finitario
de isomorfismos parciales entre ciertas ultrapotencias de las primeras, cuidado-
samente seleccionadas:

Lema 3.5. A = B si y solo si existe U un ultrafiltro sobre un conjunto I tal

que ATJU = B JU.

Prueba. La direcciéon < es clara. Para el reciproco, sea I = {7 : ¢ es un subcon-
junto finito de L}. Dado ¢ € L, sea S. = {i € I : ¢ € i}. Dado que {S.: c€ L}
posee la propiedad de interseccion finita, éste puede extenderse a un ultrafiltro
U sobre I. Para cadai € I, sea I[§ DI D -+~ D I} D .- un sistema finitario de
isomorfismos parciales entre los reductos A [ ¢ y B [ i, que son elementalmente
equivalentes al ser reductos de estructuras elementalmente equivalentes. Para
cada n € w sea K, el conjunto de las funciones de la forma gen ((gi)iel) en
donde g; € I' y g = gen ((gi)iel) es la funcion cuyo dominio consta de los
elementos a = [(ai)iel]u € A! /U tales que

E={iel:a; €Dom(g;)} €U,

en cuyo caso g(a) = [(gi (ai))ieE]u. A continuacion se verifica que K = {K, :
n € w} es un sistema finitario de isomorfismos parciales entre A’ /U y B /U:

1. Si g =gen ((gi)iel) € K, 11, entonces g; € Iflﬂ C I, luego g € K.

2. Fije n € w. Para cada i, I’ es no vacio, luego K, # @. Sea g =
gen ((gi)ie 1) € K,,. Para demostrar la inyectividad de g, suponga que

g ([(ai)iel}u) =9 ([(bi)iel]z,{) )
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entonces existe £ € U tal que para todo i € E, g; (a;) = g; (b;), lo que
implica, por inyectividad de las g;, que a; = b;, para todo i € E y asi

[(ai)iel]u = [(bi)iel]u'

Ahora se verifica que g es un isomorfismo parcial:

= Sea ¢ € L un simbolo de constante y suponga que AU ¢ Dom(g).
Entonces existe E € U tal que para i € E, ¢* € Dom(g;). Por ende,

g (CBI/M) = [(gl (CA))ieEmSJZ,{ - {(CB)iEE”SJu =,

El reciproco es analogo.

= Sea F' € L un simbolo de funcion de aridad m, sean

a = [(ai)iel]u 70‘1 = [(a})iEI}u P ’am = [(a;n)iel]u € Dom(g)v
y suponga que FA'/U (a',...,a™) = a. Entonces existe E € U tal
que para todo i € E, a;,al,...,a € Dom (g;) y FA (a},...,a") =

a;. Por ende, para todo i € EN Sp, FB(g; (a}),..., g (a")) =
gi(a;), de modo que FB'u (9(a*),....g(a")) = g(a). El reciproco
es analogo.

= Sea R € L un simbolo de relaciéon m-aria, con
ot = [(@)es] 0" = [@)ie]y, € Domlg).

Suponga que (al, ey a") € RA'/U y sea E € U tal que para todo
i € E,a},...,a" € Dom(g;) y (al,...,a™) € RA. Por ende, para
i€ ENSg, (9i(al),...,g: (a!)) € R, luego (g (a*),...,g(a™)) €
RB'/U _E] reciproco es analogo.

3. Finalmente se demuestra la propiedad de extension de domino: sea g =
gen ((9i)ser) € Kny1 vy a = [(ai)se;],, € A'JU. Para cada i € I, tome
g; € I} tal que a; € Dom(g;) y §; 2 gi- Entonces § := gen ((§i);c;) €
K., vy§2gyac Dom(g). La propiedad de extension de imagen es
demostrada de forma anéloga.

]

Lema 3.6. Si Ay = Al /Uy y Ay = A{2/L{2 (con Uy ,Us ultrafiltros), entonces
existe un ultrafiltro Us sobre I3 = Iy x Iy tal que Ay = A" JUs5.

Teorema 3.7. A = B si y sdlo si existe un conjunto I y un ultrafiltro U sobre
I tal que ATJU =, B JU.
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Prueba. La direccion < vale gracias al lema 3.5, mas el hecho de que la isomor-
fia parcial implica isomorfia finitaria. Para el reciproco, suponga que A = B.
Por el lema 3.5 existen ultrapotencias A’ y B’ de A y B respectivamente, fi-
nitamente isomorfas. Por el lema 3.2, existen ultrapotencias A” y B” de A" y
B’ respectivamente, parcialmente isomorfas. Por el lema 3.6, A" es isomorfa
a una ultrapotencia C de A, y B” es isomorfa a una ultrapotencia D de B, y
naturalmente C y D son parcialmente isomorfas.

4. El teorema de ultralimites

En esta seccién se demuestra finalmente el teorema de ultralimites. El primer
paso es establecer algunas propiedades categoricas relativas a diagramas diri-
gidos y conexiones.

Definiciéon 4.1. Un diagrama dirigido D en una categoria consta de un orden
parcial dirigido (I, <), objetos a; (i € I) y morfismos o, ; : a; — a; (¢ < j),
tales que para cada i € I, o;; = 1,, y para 4,5,k € I, sii < j <k, entonces
Qjk O Q5 = Ol k-

Lema 4.2. Sea D = ((Lg) (@i);ers (aivj)i<j) un diagrama dirigido, Iy un

subcongunto cofinal de I, y Dy = ((Io, <), (@) ey, ’(ai’j)i,jelo,igj)' Entonces
todo colimite de D es isomorfo a todo colimite de Dy.

Prueba. Véase [4]. o

Dados dos diagramas dirigidos se pueden establecer conexiones entre ellos.
Si tales conexiones son coherentes, éstas determinan una conexioén entre los
limites de los diagramas. A continuacién se precisa esta idea.

Definicion 4.3 (Conexion). Sean

D= ((1,2), (@)ier» (@ig)i;) » B = (1.2 03)jes0 (Bis)ic,)

diagramas dirigidos. Una conexidn entre D y E es un conjunto F' = {f;; :
a; — bj: (i,j) € R} tal que R C I x J, y ademas:

= Dom(R) es cofinal en I, e Im(R) es cofinal en J.
® Si(i,4), (i1,41) € R, e i <y, entonces j < j1y B35, © fij = firji © iy
= Si(,5), (i1,51) € R, con j < ji, entonces i < i1y Bj5,0fij = fir j1 0, -
fi g
a; —> j

Qiig Bj.i1

a;, — b]1
i1,91
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Como es de esperar, toda conexiéon de isomorfismos sobrevive al pasar de
diagramas a sus colimites, convirtiéndose en un isomorfismo:

Lema 4.4. Sean D, E y F como en la definicion anterior y (d; : a; — a);c; ¥y
(ej :b; — b)jeJ colimites de D y E respectivamente. Entonces existe un mor-
fismo f:a — b tal que si todo f; ; € I es un isomorfismo, entonces f también
lo es.

Prueba. Véase [4]. v

A continuacion se describe una manera “adecuada” de transformar siste-
mas de isomorfismos parciales entre estructuras en sistemas de isomorfismos
parciales entre ultrapotencias de las primeras estructuras.

Dado un sistema de isomorfismos parciales I : A =, By un ultrafiltro I/ so-
bre I, sea J(I,U) el conjunto de todas las funciones h construidas de la siguiente

forma: dado (yg)gel € I tal que paratodo g € I, y, D g,seah = gen ((yg)gel)
la funcién cuyo dominio consta de todos los elementos a = {(ag)q c 1} e Alju
9 lu

tales que £ = {g: a; € Dom(y,)} €U y h(a) = [(yg(ag))geE]u e B'/u.

Lema 4.5. J(I,U) es un sistema de isomorfismos parciales entre ALJU y
B /uU.

Prueba. Ya que gen ((g) ) e J(I,U), J(I,U) # @. A continuacion se verifica

gel

que cada h = gen ((yg)gel) € J(I,U) es un isomorfismo parcial:

1. Sea c¢ un simbolo de constante y sea a = [(ag)qu} € Dom(g), con E =

{9 €I:a, €Dom(yy)} € U. Si AU — 4, entonces existe B/ € U tal
que para g € E’, ¢* = a,, luego para todo g € ENE’, B =y, (a,). Por

ende, A" /U = [(CB)QEEQE'}U = [(yg (ag))geEmE'}u = h(a). El reciproco

es analogo.

2. Sea F un simbolo de funcién de aridad n, y a' = [(a;)ggj} ,o,a =
[(a;hLl)gEEL/{ € Dom (g), con E = {g e I:a},...,a)™ € Dom(y,)} €
U. Si fA MU (a',...,a™) = @™, entonces existe E' € U, tal que para
todo g € E’, fA (a;, .. .,aZ) = a;’“, lo que implica que para todo g €
EnFE,

FP(yg (@)oo v yg (@) = yg (™),

esto es, f8'/U (h(a'),...,h(a™)) =h(a™*'). El reciproco es similar.
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[(@)ge],,reea” =

[(aZ)geEL{ € Dom (g), con E={geI: ag,...,al € Dom (y,)} € U. Si

(a',....

al, a
1
(ag,...,a

3. Sea R un simbolo de relacion de aridad n, y a'

") € RA'/U  entonces existe E' € U tal que para todo g € E,

5) € RA. Por ende para todo g € ENE’,

((wg (ag)) .+ (v (a5))) € RZ,
o lo que es lo mismo,
(h (@) h (@) = ([ (@) yemn] oo [ 00 @) yei] )
e RB'/M,

El reciproco es analogo.

Para demostrar la propiedad de extension de dominio, sea h = gen ((yg)g c I) €

JL,U),ya= |:(ag)geE:|M € Al /U. Para cada g € I, tome 3, € I tal que a, €

Dom (gjg), Y Yg 2 yg- Como y, 2 g, entonces g, 2 g, luego h = gen ((?fg)gef) S

J (I,U). Por construccion b D h'y a € Dom (il) La propiedad de extension de

imagen se demuestra de manera anédloga. ™
Sea Iy : Ag =, By. Considere el siguiente diagrama:

Ao =p.Io Bp

g Bs
_Ag)f—;") B
a@o Bo
AP Uy Zp BY Uy

aj Bi

*

I

(A /Uo)*

En el diagrama anterior:

(By /to)*

= (G es un filtro maximal de abiertos sobre Ij.

= (Ag)* = AFT y (Bo)r = By ot
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o I = J(Io, Up).

= U; es un ultrafiltro sobre I;, tal que G; CU; (j =0,1).

() = ()" s 0) = () "

= ¥ fF son los isomorfismos inducidos por Iy e I; de acuerdo al teorema
Ip> J1h
2.16.

* * * * :
og, By, af v 87 son las sumersiones naturales.

= ag : (Ag)* — Al /Uy es el homomorfismo [(ag)geE}Go — {(ag)geE}uo

(en donde E € Go y (ag),cp es una tupla coherente). §y se define de
forma analoga.

Sea @y = af o ap, y By = B o By. Entonces se tiene que:
@ ([@en]y,) = [([@her),, ) |
Go Uo hely G1
y anilogamente para 3.

Lema 4.6. En el diagrama anterior, (3, o Ii, = I1, o @o.

Prueba. Sea a = [ e Aj.

QGIO]GO

Se tiene que ag ( [ ag) selo ) , v por ende:
hely G

i@ = |(r([eenl,,)), ] - e,

Ahora, ff (a) = [(g (ag))geD} a0’ con D € Gy. Si se define b, = g (ay) para g €

D, y cualquier otro elemento de lo contrario, es claro que f} (a) = [(bg)g c Io} o

Bo (1. (@) = [([(bg)gelo}u)heh]

Fije h € E. Como h € I) = J (Ip,Uy), h = gen ((y9>gelo)7 en donde y4 2O g.
Entonces existe C' € U, tal que:

Entonces:

Gy
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p([@henly,) = [0tec],

Como E € G\, entonces [} (ag (a)) = By (f, (a)). o]

Lema 4.7. Si Gy es maximal, entonces oy y By son inyectivos.

Prueba. Sean a = [(ah)heE]Go ,b = [(bh)heE]Go € Aj (E € Gy). Por ende
para g,h € E, g C h implica ay = ap y by = b. Suponga que ag (a) = aq (b),
esto es, [(ah)heE]uo = [(bh)heE]uo' Sea C € Uy tal que para todo h € C,
ap =by. Sea C' = {h € I : existe g € C tal que g C h}. Dado que C' D C, C’
interseca a todo elemento de G. Por maximalidad, C' € Ggy. Ademas, si h € C’,
sea g € C con g C h. Tenemos: ap, = a4 = by = by,. Entonces (ah)helo y (bh)hel0

coinciden en C’, asf que a = b. La demostracion para 3y es analoga.

Lema 4.8. Si Gy es mazimal, ag (Af) es una subestructura elemental de
Al JUy y es isomorfo a Aj.

Prueba. Claramente g (Af) es una subestructura de A% /Uy, al ser su universo
la imagen de un homomorfismo. Ya se ha notado que aq es inyectiva, y de
hecho es un homomorfismo estricto, asi que ag (Aj) = Aj. Para verificar que

* I 1 n _ n *
ap (A) = AL /Uy, sea a' = {(a;)geE}Go,...,a = [(ag)geE . € Aj, de
modo que g C himplica a, = ay, ..., aj = aj. Sea ¢ una formula. Si ag (Af) =
1) [ozo (al) ..., Q0 (a”)], entonces Aj = ¢ [al, ... ,a"], y por ende
D={hely: Kay, by o9 [a',....a"]} € Go.
Por el teorema 2.11 se concluye que:
D={hely:(Kays,),=AE¢[as,....a}]} € Go.
Lo anterior implica que
D = {hejo : (K_AJO)h:A':Qb[a}L,...,CLZ]} EGo.
Como D € U, se concluye por el Teorema de Los, que
AL Uy = ¢ [ag (a') ..., a0 (a™)] .
v
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A continuacién se establece el teorema de ultralimites. La idea de la de-
mostracion es la siguiente: dadas dos estructuras elementalmente equivalentes,
sobre cada una de ellas se construye una cadena alternada de ultrapotencias y
modelos genéricos. Los limites de las cadenas seran ultralimites de las estruc-
turas originales, gracias a la presencia de las ultrapotencias, e isomorfos entre
si, gracias a la presencia de los modelos genéricos constantes.

Teorema 4.9. A y B son L-estructuras elementalmente equivalentes si y sélo
si A y B poseen ultralimites isomorfos.

Prueba. Evidentemente si Ay BB poseen ultralimites isomorfos, entonces A = B.
Para el reciproco, suponga que A = B. Gracias al teorema 3.7, sea I : Ay =,
By, en donde Ay y By son ultrapotencias de A y B respectivamente. Por el
teorema 2.16, existe un filtro genérico de abiertos Gy sobre (Iy, C) tal que
Ay = Af =y, By := B, en donde f, = f; . Sean

a1 Ao — A1, Boi: Bo — B,

las sumersiones elementales candnicas. Se definen inductivamente, para cada
n € w, estructuras A, y By, y homomorfismos o, nt1 @ An — Anti, Bnnt :
B, — Bpi1, isomorfismos fo,11 : Azpi1 — Bapg1 y sistemas de isomorfismos
parciales I,, : Ajg,, =2, Ba,. Por construccién Ag, 12 y Ban42 seran ultrapoten-
cias de Ay, y B2, respectivamente, siendo las compuestas ton41,2n4+20 @20, 2n+1
Y B2nt1,2n+2 © Ban,2nt1 las sumersiones candnicas, respectivamente. El caso
n = 0 ya ha sido descrito, en el cual se obtiene el diagrama siguiente:

[a¥)
Ao =p1y B
Q0,1 Bo,1

.A1>L> Bl

Sea n > 0. Considere el diagrama:

~Y
Agp—2 Zp1._1 Bap—2
Q2n—2,2n—1 Ban—2,2n-1

-AQn—l

f2n71

BQn—l
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Utilizando el lema 4.6, este diagrama se extiende de la siguiente forma:

AZ —2 gp71n71 BQ —2

Qan—2,2n—1 Bon—2,2n-1
A2n— 1>f2"%71 BQn—l
Q2n—1,2n l62nl,2n
A?n gp,fn B n
Q2n,2n+1 Bon,2n+1
A2n+1 fania 82n+1

Dados n,m € w, con n < m, sea tnpn = Ida,, ¥y nm @ Ay — Ay la
funcién compuesta natural, definida asi:

Am—1,m ©OUm—2m—19 "0 Qpntl,

(note que si m = n + 1, esta definicion coincide con la original).

Por construcciéon, para k < n < m, qnm © Qkn = Qkm. Por esto, D =
(w, (An)new > (O‘n’m)n<m) es un diagrama dirigido. De manera analoga los ho-
momorfismos B, »+1 determinan homomorfismos 53, », (n < m), y asi se obtiene
el diagrama dirigido E = <w, (Bn)new > (5n7m)n§m)' Sea F = {fapnt1:n € w}.

Se debe verificar que F es una conexioén entre Dy E (con R = {(2n+1,2n+1) :
n € w}). Dom(R) = Im(R), cofinal en w. Para demostrar la tercera propie-
dad (y anélogamente la cuarta) sean (2n+1,2n+1),(2m+1,2m+1) € R,y
2n + 1 < 2m, esto es, n < m. El lema 4.6 garantiza que el siguiente diagrama
conmuta:

fan+1
A2n+1 BZTH—l
a2n+1,27n+1l \Lﬂ2n+1,2nz+1
Aomt1 Bamt1
fam+1

Como F' es un conjunto de isomorfismos, se concluye por el lema 4.4 que
lim D = lim E. Sea P el conjunto de los ntimeros naturales pares. Sean Dy el

diagrama D restringido a P,y Ej el diagrama FE restringido a P. Por construc-
cion, lim Dy y lim Ey son ultralimites de A y B respectivamente. La cofinalidad

de P en w junto con el lema 4.2 garantizan que lim Dy = lim D = lim F =2

—

lim Ey. Entonces lim Dy = lim Ey. o
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