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RESUMEN. Se presenta una introduccién elemental al uso de la arit-
mética de curvas elipticas para demostrar la insolubilidad de teorias
logicas. Se explican los trabajos de PHEIDAS y de MAZUR sobre el
décimo problema de Hilbert en Q.

1. Introduccion.

El propdsito de este cursillo es el de presentar una introduccién elemental
al uso de la aritmética de curvas elipticas para demostrar la insolubilidad de
teorias logicas. La razon por la cual elegi este tema es porque la posible solucién
negativa al décimo problema de HILBERT sobre Q depende de si existen curvas
elipticas definidas sobre Q con ciertas propiedades aritméticas. Este proyecto
lo explicé PHEIDAS en 1998 (ver [5]). No abordaré el trabajo de PHEIDAS pues
requiere conocimientos mas avanzados.

El pionero en el uso de curvas elipticas para demostrar insolubilidad fue
RAFAEL ROBINSON. En 1950 demostrd que la teoria elemental del campo
Q(t) es insoluble. Este resultado y una generalizacién posterior, son la parte
principal de este cursillo. En otra direccion B. MAZUR, reconocido especialista
en curvas elipticas, hizo una conjetura en 1991 que implica que el programa
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de PHEIDAS jno puede ser cierto! Esta conjetura es el tema de la seccién 3 de
estas notas. Hay pues incertidumbre: jquién tiene la razén?

Para mi fué muy grato el haber participado en la celebracién de los 50 anos
de la Sociedad Colombiana de Matematicas. Le agradezco a los profesores LUIS
J. CORREDOR, XAVIER CAICEDO y ANDRES VILLAVECES la invitacién que me
hicieron.

2. El décimo problema de Hilbert.

El décimo problema de HILBERT original (abreviado H10(Z)) es:
“Dar un algoritmo que decida para cada ecuacién

flzr,ze,...,2,) =0 (1)

donde f es un polinomio con coeficientes en Z, si tiene o no una solucién con
cada x; € Z7.

Este problema es el décimo en la famosa lista de 23 problemas que propuso
HILBERT en 1900.

Resolver ecuaciones como (1) en enteros es un problema natural, extremada-
mente general, dificil y cuya solucién en casos especiales ha producido teorias
matematicas bellisimas (y ttiles en otros contextos).

Hay cierto enigma en la pregunta de HILBERT. Parece ser que HILBERT
anticipa una solucién positiva al problema. Por otro lado, es también natu-
ral preguntarse si (1) posee soluciones en Q: ;jporqué HILBERT no hace ésta
pregunta?

Note que H10(Z) no pide encontrar las soluciones a (1); sélo decidir si las
tiene o no. Evidentemente HILBERT reconoce aqui que encontrar las soluciones
puede ser aiin muchisimo més dificil.

El problema H10(Z) es realmente monstruoso. Note que el problema in-
cluye la solucién a sistemas de ecuaciones pues si f1, fo,..., f pertenecen a
Z[x1,...,x,] entonces el sistema f; = 0, fo = 0,..., f = 0 tiene solucién en
Z™ siy sélo si la ecuacion f2+ f2+ -+ + f2 = 0 tiene solucién en Z".

., Qué evidencia tenia HILBERT a su favor?

La generalizacién que mas nos interesa es la siguiente:

(Existe un algoritmo que para cada ecuacién (1) decida si ésta posee solu-
ciones con cada x; € Q7

Abreviamos esta pregunta por H10(Q). Nétese que para una ecuacién fija,
el que ésta no posea soluciones enteras no implica automaticamente que no las
tenga racionales; y si tiene soluciones racionales ello no implica que se sepa algo
sobre si tiene soluciones enteras o no.

Es probable que HILBERT conociera el siguiente resultado. Esto explicaria
porque no formulé H10(Q) separadamente.
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Proposicién 2.1. Si H10(Z) es soluble entonces H10(Q) es soluble.

Demostracion.  Sea f € Zlxy,...,zy). Existen r1,7r9,...,7, € Q y
T x

flri,...,mn) = 0(2) < existen z1,...,2,,2 € Z con f(—l,...,—n) =0y
z z

z# 0 < existen x1,...,xp,2 € Zcon z#£ 0y

I x
zdf(?, ce, 7”) =g(z1,...,2n,2) = 0(2a)
(con d = grado méximo de los monomios de f y g € Z[z1,...,xn, 2]).

Esto casi es suficiente. Falta expresar la condicién z # 0 por medio de un
polinomio. Esto se puede hacer de varias manera. Usamos una idea de DENEF.

Lema 1. z # 0 < existen a,b, € Z tales que z = ab y (a,2) =1y (b,3) =1
(aqui (z,y) es el mdximo comiin divisor de x,y)

Demostracion (del lema). “<": Si (a,2) = 1 entonces a # 0 y de igual modo

si (b,3) = 1 entonces b # 0. Luego z = ab # 0.
“=7: Si 2z # 0sea z = (2'2)(37y) con i,5,> 0, 2 fry, 3 Jry. Sea a = 3y,

b = 2'x. Entonces (a,2) = 1y (b,3) = 1. Recordamos ahora que para enteros
x,y vale (z,y) = 1 si y sélo si existen enteros u,w tales que

uxr +wy =1
Concluimos entonces que: z # 0 < existen a, b, ¢, d, e, f € Z con
z—ab = 0
2c+ad—1 = 0
de+bf—1 = 0

S (z—ab)?+ (2c+ad—1)2+ Be+bf —1)2=0 ]
Continuando con la demostracién de la proposicién tenemos que

(2a) < existen x1,29,...,Zn,2,a,b,¢c,d,e, f €Z

y
91, @0, 2)? + (2 —ab)* + (2c+ad —1)* + (3e +bf — 1) =0 (3)
Tenemos pues que (2) < (3).
Sea P un programa para decidir H10(Z). Entonces puedo usar ese mismo
programa para resolver el H10(Q): si P aplicado a (3) dice “si” entonces (2)
es cierta. Si P aplicado a (3) dice “no” entonces (2) es falsa. v

Una pregunta natural es la siguiente: ;Cuéles ecuaciones f(z1,...,2,) =0,
con f € Z[#], son féciles de decidir? Pensemos por el momento en soluciones
enteras. Evidentemente si f(Z) = 0 tiene solucién en Z™ entonces la tiene en R™
y, para cada entero M > 1 las congruencias f(Z) = mod (M) tienen solucién.
Por el teorema chino de los residuos las congruencias mod M se reducen a
congruencias mod (p™) para cada primo p y cada n > 1. Asi, por ejemplo,
la ecuacién y? = 23 + 7 no tiene soluciones enteras (sf las tiene en R) porque
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no hay soluciones a la congruencia y? = x® + 7 mod (M) para todo M. La
condicién de solubilidad real y las congruencias no son suficientes para forzar
solubilidad en Z. Por ejemplo, 1022 + 292 + 21 = (22 + 3)(5z + 7) = 0 tiene
soluciones en R y mod (p") para cada primo p y n > 1, pero no las tiene en Z.

Es util saber que resolver ecuaciones (con coeficientes en Z) sobre R es
algoritmicamente soluble (se deduce del teorema de TARSKI pero a lo mejor
se conocia anteriormente). Para cada p y n fijos, decidir si f(#) = 0 mod
(p™) tiene solucién es en el peor de los casos una verificacién finita. NERODE
[4] demostré en 1963 el siguiente resultado: Sea p un primo dado. Existe un
algoritmo que para cada ecuacién f(x1,...,2,) = 0 con f € Z[Z] decide si las
infinitas congruencias f = 0 modp, f = 0 mod p?, etc. tienen o no solucién.

Esto es un buen avance pero hay infinitos primos que verificar. AX en 1967
[1] demostré que existe un algoritmo que para cada ecuacién decide si hay
solucién a la congruencia mod(p™) para todo primo p y n > 1. El ejemplo
anterior (1022 + 292 + 21 = 0) tiene soluciones en Q. Uno podria pensar que
las condiciones de solubilidad en R y de congruencia, si bien no implican una
solucién entera a lo mejor si implican una solucién en Q. Esto no es cierto: la
ecuacién (z% —13)(2? — 17)(2? — 221) = 0 tiene soluciones en R y mod(p™) para
cada primo p y n > 1 pero claramente no en Q.

Para resumir: por los teoremas de TARSKI y AX el conjunto de ecuaciones
f(Z) = 0 con f € Z[Z] que tienen soluciones reales y soluciones a cada con-
gruencia mod(M) (M > 1) es recursivo. Las que tiene soluciones en Z son un
subconjunto propio de éstas (recursivamente enumerable). En 1970 MATIJA-
SEVIC mostré que H10(Z) no es soluble.

Nadie sabe como invertir la implicacién en la Proposicién 2.1, asi que el
problema H10(Q) esta abierto. {Un problema fascinante!

Es conveniente introducir la siguiente definicion debida a M. DAvis.

Definiciéon 2.2. Sea R un subanillo de Q: un subconjunto S C R™ se llama
diofantino si existe un polinomio f(&,¥) € Z[Z,y] donde & € R™ y § € R™ tal
que: §€ S < existe W € R™ con f(5,w) =0.

En términos geométricos S es la proyeccién en R™ del conjunto algebraico

f(Z,9) = 0 en R*™™. Existe una especie de algebra de conjuntos diofantinos.
En lo que sigue usaremos el simbolo 3 para abreviar “existe”.

Lema 2. Si A, B C R™ son diofantinos entonces AUB y AN B son diofantinos.
Demostracién. Si @ € A < 37 € R™(f(@7) = 0) y b € B =
35 € RP(g(b,d) = 0), entonces:

FeANB & 3E(f(T )+ 9(Z,&) =0)

e AUB & TI,d(f(Z,7) - g(#d)=0). i

Ejemplos 2.3. a) N={0,1,...} C Z es diofantino en Z. Por el teorema
de Lagrange tenemos, z € N & Ja, b, c,d € Z(z = a® + b* + 2 + d?).
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b) A= {z:2z# 0}. Vimos anteriormente que A es diofantino en Z.
¢) QF ={r>0:r € Q} es un subconjunto diofantino de Q.

r € Q" & 3a,b,c,d € Qr = a® +b* 4 ¢ + d?)

(ejercicio usando a)).
d) B = {(z,y) : x divide a y} es un subconjunto diofantino de Z2.

(a,b) e B3z € Z(b=z-a).
Pregunta 2.4. ;Es Z es un subconjunto diofantino de Q?
Esta es una gran pregunta pues tenemos:

Corolario 1. SiZ es diofantino entonces H10(Q) es insoluble.

Demostracion. Sea r € Q y supongamos que r € Z < 3y € Q"(f(r,y) = 0).
Entonces podemos reducir H10(Z) a H10(Q) asi:

Fz, .2 €Zg(x1, .y Ty) =0 (4)

<~ Elxl,...,xmﬂﬁl,...,gj’me@: (5)
flz,5i))=0 para i=1,....m y g(x1,...,2m,)=0

<~ 3(51,,J;mH:ljl,,ngQZf(-T“'g’Z)Z'i‘g(f)Q:O (6)

i=1
Si P es un programa para decidir ecuaciones sobre Q entonces lo puedo usar
para decidir ecuaciones sobre Z, pues (4) < (6). Esto contradice el teorema de
MATIJASEVIC.

Hay un equivalente al H10(Q) que es interesante. Antes de formularlo nece-
sitamos una definicién. Un polinomio f € Z[z1,...,x,] se llama homogéneo
(o una forma) de grado d si cada monomio de f tiene grado d. Por ejemplo
f(z,y) = 323 + zy?® es una forma en dos variables de grado 3. Para f ho-
mogéneo la ecuaciéon f = 0 simpre tiene la solucién trivial donde x; = 0 para
cada 7. Una solucién no trivial es por definicién una solucién donde al menos
un z; # 0. Para polinomios homogeneos la ecuacién f = 0 posee soluciones
enteras no triviales si y s6lo si posee soluciones racionales no triviales.

Proposicién 2.5. El H10(Q) es equivalente a decidir si ecuaciones homogéneas

con coeficientes en Z poseen o no soluciones no triviales en 7Z.

Demostracion. Seguimos una demostracion dada por A. ADLER. Primero re-
ducimos H10(Q) al problema sobre formas. Sea P(z1,...,2,) = 0 una ecuacién
con coeficientes en Z y deseamos saber si tiene soluciones en Q™.

z x
Sea R(x1,22,...,Tn,u) = udP(—l,...7 L

—) la homogenizacién de P donde
d = grado de P = grado maximo de los monomios de P. Defina

n 4
S(xla"'vxnarla'7r4ay) :ZI?+ZT? 7y2 yT(y,Z,U) :y272227u2'
i=1 i=1
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Note que P = 0 tiene solucién en Q" < R = 0 tiene solucién en enteros
zi,ucon u # 0. Sea D = R* + $2? + T2, Entonces D es una forma de grado
4d en n + 7 variables con coeficientes en Z.

Vale lo siguiente:
P = 0 tiene solucién en Q" < D =0 tiene solucién no trivial en Z" (o Q™).
Antes de demostrar esta afirmacién necesitamos un lema sobre v/2.

Lema 3. La ecuacién x2 — 2y? = 1 tiene infinitas soluciones.

Demostracion. El par (3,2) es una solucién. Obtenemos més usando la norma

de Q(v/2) sobre Q: para a = x + /2y con z,y € Z defina

N(o) = (z+V2y)(z - V2y)
= 22— 2y2 .
Es facil probar que N(af) = N(a)N(8) (donde 3 = u++/2v con u,v, € Z). Se
deduce de esto que si N(a) = 1 entonces N(a?) = N(a3) =--- = 1. Tomando

a =3+ 22 tenemos N(a) = 1 luego N(a") = N(z, + v2y,) = 1 con
Tn,Yn € Z para cada n > 1. La tltima ecuacién dice que 22 — 2y2 = 1. Como
o # o™ para n # m, tenemos infinitas soluciones. Ciertamente entonces
|z, | — oo v
El lema serd usando de la siguiente forma: para a # 0 en Z la ecuacién

22 — 2% = o2
tiene soluciones con x2 arbitrariamente grande. Esto es inmediato pues pode-
mos tomar un par (T,,y,) con z2 arbitrariamente grande y z2 — 2y2 = 1.
Entonces tenemos (ax,)? — 2(ay,)? = a® con (ax,)? arbitrariamente grande.
Volviendo a la demostracién de la proposiciéon supongamos que P = 0 tiene
solucién en Q". Entonces R(Z,u) = 0 con u # 0. Ahora, y? — 222 = u? tiene

n
soluciones con y2 >3 xf Por el teorema de Lagrange existen r1,73,73,74 en
i=1

Z tales que Y x? —y* +
i=1
D =0.

En la otra direccién, supongamos que D(&, 7, u,y, z) = 0 con alguna variable
no nula.

2

r? = 0. Luego R =0,T =07y S = 0. Es decir
=1

Siy =0, puestoque R=T=5=0, tenemos z=0,u=0,7=0y &= 0.

Concluimos que y # 0. Puesto que v2 € Q se sigue que u # 0 y tenemos
que R=0y u #0. Luego P =0.

En la otra direccién, supongamos que f(x1,...,2,) es una forma de grado
d y que queremos saber si existen soluciones enteras no triviales a f(Z) = 0.
Dejamos como ejercicio verificar que esto ocurre si y sélo si g(x1,...,z,) =
f(,xa,...;xp) - f(x1,22,...,1) =0 tiene soluciones en Q.
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La proposicién 2.5 es interesante porque es un hecho empirico que hay més
métodos para demostrar teoremas sobre formas que sobre polinomios no ho-
mogéneos. Por otro lado, hay un fenomeno interesante: formas con muchas
variables con respecto a su grado automaticamente tienen soluciones no trivia-
les en Q. Por ejemplo, MEYER en 1884 demostré que una forma cuadratica en
5 o mas variables con coeficientes enteros tiene una solucién no trivial en Z si es
indefinida (es decir si tiene una solucién no trivial en R). La condicién de ser in-

n

definida es claramente necesaria pues las formas f : Y a;2? con a; > 0 no tiene
soluciones no triviales para ningin n > 1. De hec};olpara formas cuadraticas
vale el famoso resultado de HASSE-MINKOWSKI: una forma cuadritica tiene
soluciones no triviales en Q si y sélo si tiene tales soluciones en R y mod (M)
para todo M > 1. En particular esto implica que podemos decidir para una
forma cuadratica si ésta posee soluciones no-triviales. Por peculiaridades del
caso cuadrdtico (“completar el cuadrado”) esto implica que podemos decidir si
un polinomio no homogéneo de grado 2 en cualquier niimero de variables tiene
una raiz en Q (o en Z). El caso de formas ctbicas esta abierto y la matematica
que ha generado es espectacular. Un resultado hermoso es el de DAVENPORT
de 1963 que no ha sido mejorado: Toda forma cubica con coeficientes en Z
tiene una solucién no trivial en Q si tiene 16 o més variables. Se piensa que 10
debe ser suficiente. La investigacién diofantina de las ctbicas todavia da para
muchos anos maés.

Otro resultado en esta misma direccién es el teorema de BIRCH: Sid > 1 es
impar entonces existe un nimero n(d) tal que para toda forma F de grado d
en n variables con n > n(d), la ecuacién F = 0 tiene soluciones no triviales en
Q. En vista de la proposicién 2.5 estos resultados muestran que hay grandes
familias de ecuaciones que tiene soluciones racionales. Obviamente no hay

problema para decidir estas ecuaciones. (Es de locos pensar que H10(Q) es
soluble?

Un intento para responder la pregunta 2.4 es la de eliminar denominadores
de un nimero racional r de manera diofantina. A continuacién mostraremos
como J. ROBINSON y R. ROBINSON usaron un teorema de GAUSS para eliminar
el primo 2.

Teorema 2.6. [GAuUss 1800]. Seam > 1, m = 4™ - u, 4 { u. Entonces
Ix,y,2 € Z tales que 2> +y> + 22 =m £ 7 mod 8

Corolario 2. Sea m € Z. Entonces 3p, q,r € Q tales que p*> + ¢*> +r2 =m <
Jx,y,z € Z con x> + y? + 2% = m.

No haremos la demostraciéon del teorema, pero si la del corolario.

a c e
Demostracion. Suponga p = 3 q = - y r = —. Esto implica que

d f
(adf)? + (cbf)* + (ebf)* = m(dbf)*.



192 CARLOS R. VIDELA

Pongamos m = 4™u con 4 { u. Tenemos que mostrar que v # 7 mod (8).

Sea bdf = 4™v con 4 1 v. Esto implica que m(bdf)? = 4" 2myp?. Aplicando
el teorema a este nimero vamos a concluir que u # 7 mod (8). Esto lo hacemos
investigando la paridad de v:

Caso I: Suponga 4 { uv?, luego por el teorema uv? # 7 mod (8). Por otro lado,
v=1,3,5,7 mod(8) y entonces v? = 1 mod(8) (vea la tabla mas adelante).

Si u = 7 mod(8) entonces uv? = 7 mod(8) lo cual es imposible. Concluimos
que u Z 7 mod (8) y por el teorema m es la suma de tres cuadrados enteros.
Caso II: Si v = 0 mod(2) (pero #Z 0 mod(4)). Entonces v = 2s con s = 1
mod(2). Se sigue que m(bdf)? = 4"+2m+1 . ys? con 4 1 us?. Como antes
us? #7 mod (8). Como s =1 mod(2), s> =1 mod(8). Igual que en el Caso I
concluimos que u Z 7 mod (8). Esto términa la demostracién.

La tabla que sigue serd ttil en la demostracion del teorema 2.8. En ella
todos los valores son calculados mod(8).

2.7. Tabla.
x| z? | 72?12?42
0] 0 0 2
1] 1 7 1
2| 4 4 6
311 7 1
410 0 2
511 7 1
61| 4 4 6
711 7 1

Sea R = {E s(myn) =1y (m,2) = 1}. R es un subanillo de Q: el subani-
m

llo de todas las fracciones con denominador impar.

Teorema 2.8. R es un subconjunto diofantino de Q. Tenemos la siguiente
definicion: para v € Q,

r€ R Ja,bcc Q72 +2=0a?+b*+%).

Demostracion. “<”: Supongamos que z,a,b,c € Qy Tx?2+2=a? +b?>+c2,y
n

que x = — con (n,m) = 1,2 n,2 fm y t > 1. Eliminando denominadores

del lado izquierdo tenemos

n? +2-2%m? = suma de tres cuadrados de Q.

Por el corolario podemos tomar los cuadrados en Z (es decir cuadrados de
nimeros enteros). Como n es impar tenemos segtin la tabla que 7n? + 2 - 22¢.
m? = 7n? = 7 mod(8). De ahf que 7n? + 222" . m = 7 + 8k para algin k
entero. Ahora, los ntimeros de la forma 7 + 8k son de la forma 4° - u, 4 Ju.
Pero entonces u = 7 mod(8) lo cual contradice el teorema de GAUSS.



EL DECIMO PROBLEMA DE HILBERT 193

n
“=”. Sea v = — con (n,m) = (2,m) = 1. Entonces 72? + 2 es suma de
m

tres cuadrados si y s6lo si 7n? 4 2m? es suma de tres cuadrados. Y esto tltimo
es cierto si y sélo si Tn? + 2m? no es de la forma 4°(8k + 7). Probamos esto
por contradiccién:

Caso I: s > 1. Tenemos que 2|7n? luego 4|7n?. Como 4|7n? + 2m? tenemos
que 42m? luego m es par. Esto es una contradiccién.

Caso II: s = 0. Aqui Tn? +2m? =8k + 7.

Esto quiere decir que 7n? + 2m? = 7 mod(8). Como m es impar, de la
tabla conclufmos que 2m? = 2 mod(8). Otra vez, usando la tabla, vemos que
n? + 2m? # 7 mod(8).

Contradiccién. En conclusién, 7n? +2m? no es de la forma 4°(8k + 7) luego
por el teorema de GAUSS 722 + 2 es la suma de tres cuadrados. v

JuLIA ROBINSON en 1949 encontré cémo eliminar cada primo p del denomi-
nador. Si f(x,v,2,a,b,c) = 2% + ay® — bz% — abc? — 2, demostré que para cada
primo p existen enteros a,, b, tales que la proyeccién sobre c del conjunto en Q*
definido por f(z,y, z, ap, by, ¢) = 0 es exactamente el subanillo de Q que consta

m
de racionales —, (m,n) =1y p{n. Como la interseccién finita de conjuntos
diofantinos es diofantino tenemos que el anillo
m
Rs = {— :(m,n)=11y (s,n) =1 para sES}
n
es diofantino en Q para cada conjunto finito S de nimeros primos.

Todavia estamos infinitamente lejos de Z. Sélo en 2003, sorprendentemente,
POONEN logré mejorar estos resultados (ver la nota que sigue a 3.3).

J. ROBINSON logré usar sus formas cuadraticas para demostrar que la teoria
elemental de Q es insoluble. Este resultado seré discutido en la Seccién 5.

3. La conjetura de B. Mazur

En 1990 B. MAZUR hizo la siguiente conjetura ([3]):

Sea V' C R™ un conjunto algebraico definido por ecuaciones polinomiales con
coeficientes racionales. Entonces V(Q) tiene un nimero finito de componentes
conexas (en la topologia usual de R™).

Aqui V(Q) = VNnQ™, por definicién. También note que se sabe que V tiene
un numero finito de componentes conexas.

3.1. Ejemplos simples.

a) SeaV:y—22=0
V es la bien conocida parabola.
V tiene una sola componente conexa.
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V(Q) es un subconjunto de V' y su grifica la varfamos como una nube
de puntos con muchos huecos. Obviamente V(Q) = {(r,7?) : r € Q}.
Luego tenemos V(Q) = V. Luego V(Q) tiene una componente conexa.
En general esto vale para V : y — p(z) = 0 con p(x) € Q[z].
b) V:y?=2a3
Aqui V tiene una sola componente.
;Como es V(Q)? Observe que parar € Q, (r2,r3) € V(Q). Ahora si
(o, B) € V(R) buscamos 7 racional con 72 ~ o y entonces r° ~ a3/? =
0; tenemos que V(Q) =V
) Viat+y*t—1=0
V' tiene otra vez una sola componente.
Fermat demostré que V(Q) = {(0,%1), (£1,0)}. Luego V(Q) tiene
cuatro componentes.
d) Viy?2—a34+4=0
V tiene una sola componente. Un resultado no trivial es que V(Q) =
V. Vea 4.4.
La razon fundamental por la cual MAZUR hizo la conjetura es porque
él no cree que Z es un subconjunto diofantino de Q. Esto se deduce del
siguiente resultado.

Lema 4. Sea S C R" y supongamos S = C;UC>U---UC,, cada C; # ¢, conexo.
Entonces p(S) # Z (donde p es la proyeccién en una de las coordenadas).

Demostracion. Tenemos
p(S) = p(UC;) = Up(C5).

Como p es continua p(C;) es un subconjunto conexo de R. También p(C;) es

conexo. Tenemos entonces que p(S) = Up(C;); luego p(S) tiene a lo sumo n

componentes conexas. Ahora, para f continua, f: X — Y vale f(X) = f(X).

Aplicando esto a la proyeccién p tenemos p(S) = p(S). Sip(S) = Z tendriamos,

por lo de arriba, que p(S) = Z = Z tiene a lo sumo n componentes conexas, lo
cual es falso.

Se podia pensar que la razén por la cual V(Q) debe tener sélo finitas com-
ponentes conexas se debe a que Q" es denso en R™. Es decir, que la verdad
de la conjetura radica en algo topoldgico més que en algo aritmético. Observe
que esto no puede ser asi:

Proposicion 3.2. Z es un subconjunto diofantino de
1 m

—={=:t> .
Z[z} 5 t>0,mecZ}

1
Demostracion. Ya lo hicimos en la Seccién 2. Para z € Z[i]z

1
x€Z©3a7b,c€Z[2}:7x2+2:a2+b2+c2. ]
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1
Note que Z [2 es denso en R. Sin embargo la superficie en R*

V(R) = {(z,a,b,¢) : T2® +2 —a® —b> — 2 = 0}

es tal que V (Z 2}) tiene infinitas componentes conexas (puesto que su

1
proyeccién en la primera componente es Z). Aritméticamente hablando Z {2

es muy diferente a Q. En general, por resultados de J. ROBINSON, si P es un
conjunto finito de primos tenemos que Z es diofantino en Z[P~!]. En 2003, B.
PONNEN [7] dié los primeros ejemplos con P infinito. Su teorema no usa la
aritmética de las formas cuadréticas: jusa curvas elipticas! Su resultado dice:

Existe un conjunto infinito, recursivo de niimeros primos P y una curva
eliptica V' definida sobre Z[P~] tal que V(Z[P~']) C V(R) tiene infinitos
componentes conexas, y el décimo problema de HILBERT sobre Z[P~!] es inso-
luble.

POONEN muestra que P es grande en cierto sentido técnico (pero P no
es todo el conjunto de primos). Parte del problema radica en que P debe
ser recursivo para que el anillo Z[P~1] resulte recursivo (sino el problema de
HILBERT no tendria sentido). También note que POONEN no demuestra que Z
es diofantino en Z[P~1] sélo que admite a Z como modelo diofantino.

4. Curvas elipticas

La referencia bésica que usé es el libro de SILVERMAN [10]. En esta seccién
explicamos lo minimo necesario para la aplicacién al teorema de R. ROBINSON.

Definicién 4.1.
1) Una curva eliptica E sobre Q es una curva en R? definida por

E:y*—(azx® +br* +c+d) =0
con a,b,c,d € Q tal que la cibica az3 + bx? + cx + d no tiene raices
miultiples en C.
2) E(Q) := {(r,s) € Q%s* = ar® + br? + cr + d} U {oo}. Aqui 0o es un
simbolo que representa el punto al “infinito”.

4.2. La ley de grupo sobre E(Q). Lo ttil de estas cibicas es que hay una
operacién binaria * sobre E(Q) que da la estructura de grupo abeliano a E(Q):

i) oo es el elemento neutro.

ii) Si P,Q € E(Q), P # 00, Q # oo, P # Q y si R(z,y) es el tercer
punto de interseccién de la curva eliptica con la linea ¢ que une P a @,
ponemos P *x Q = (z, —y).

Evidentemente P x Q € E(Q).
ili) Si P = Q(# o0), usamos la tangente a P.
iv) SiPe E(Q), P#£ 0oy P = (x,y) entonces —P = (z, —y) € E(Q).
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4.3. “x”es algebraica. La operacion * es algebraica, es decir las coordenadas
de P x @ vienen dadas por funciones racionales (con coeficientes en Q) en las
coordenadas de P y (). Veamos esto en detalle. Sean P,Q # oo, P(z1,11) ¥y
Q(w2,y2)-

a) Supongamos x1 # xo. La linea que une a P a @ tiene ecuaciones

= (228 )@+ 7)

T2 — I

Para encontrar los puntos de interseccién entre la curva y la linea susti-
tuimos el valor de y en (7) en la ecuacién. Esto produce una cibica
(con coeficientes en Q) de la cual sabemos que x; y x2 son dos raices
racionales. Tenemos pues

qr +ra? +se 4+t =q(z —x1)(x — 22)(z — x3).

Se deduce que z3 € Q. Sustituyendo z3 en (7) obtenemos un valor
Y="Yo -

Definimos y3 = yo.

Entonces P x Q = (x3,y3).

Haciendo todas las cuentas se obtiene

2
1 Y2 — Y1 b
r3 = —|— — — — T — T2
a \Tyg — X1 a
Y2 — Y1 Ya2X1 — Y12
Ys = - T3 + .
T2 — T1 T2 — T1

b) Suponga z7 = x3. Aqui hay dos subcasos.
Si y1 = yo entonces P * @@ = oo. Este caso inlcuye el caso y; = 0.
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Si y; # —y, entonces y; # 0y tenemos P = ). Hay que usar la
tangente en P y obtenemos

<3aa:% 4+ 2bxq + ¢
Yy=\—7>——

e TR ®

Haciendo lo mismo que en el caso a) obtenemos una ctbica con coeficientes en
Q y con z = x1 como raiz doble:

qr® +ra? +sx 4+t =gl —x1)*(x — x3).

Otra vez, 3 € Q. Substituyendo en (8) obtenemos un valor y = yy. Defina

ys = —yo. Entonces P x Q = 2P = (x3,y3). Haciendo todas las cuentas
tenemos:
1
x5 = Tay? (a®2} — 2aca? — 8adxy + ¢ — 4bd)
1
Vs = g (a3 + 2% + 2a2bx? + 5a’cat + 20a%da?
ayy

+(20dab — 5ac?)x} + (8b*d — 2bc* — dacd)x;

+(4bed — 8ad? — c3)) :

Es facil ver que Px(Q = @Q * P; la asociatividad es mas complicada. En prin-
cipio se puede verificar usando las formulas. Existen principios geométricos
que ofrecen demostraciones mds cortas y conceptuales (ver el libro de SIL-
VERMANN). El hecho es que * es asociativa. Por lo tanto F(Q) es un grupo
abeliano. Note lo siguiente: para cada campo F' C C podemos considerar las
soluciones a E con coordenadas en F. Por lo que acabamos de hacer, la o-
peracién * viene dada por funciones racionales en las coordenadas pero estas
funciones racionales tienen coeficientes en Q. Por lo tanto

E(F)={(r,s) € F?: s> =ar®* + br? + cr +d} U {0}
es un grupo (abeliano) también. En particular E(R) es un grupo abeliano.
4.4. La curva y? = 23 — 4. Esta curva es la que usa R. ROBINSON. Usando
las férmulas en 4.3 cona =1, b=c¢=0y d = —4 tenemos:

a) Si P = (x1,y1) y Q(x2,y2) entonces

1 1
2P = x4+32x1,x6—80x3—128>
(gptot +3200). gy ot - s0st — 129

y si x1 # X

2
P*Q:«M) _xl_x%(yz y1)x3+yzw1 ywz).
T2 — 1 To — 1 To — T
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El punto P = (2,2) € E(Q). Calculando con las férmulas tenemos que

106 1090
2P = (5,-11),3P = | —, ——
( ) )7 ( 9 9 27 )’
—-P = (2,-2),-2P = (5,11)

Los tnicos puntos @ € E(Q) con coordenadas en Z son (2,4+2) y
(5, £11).

Esto lo demostré FERMAT. Para el argumento de R. ROBINSON
necesitamos el siguiente resultado:

Proposicién 4.5. E(Q) es infinito y denso en E(R).

Demostracion. Sear #0r e Qr = %, (m,n) = 1. Definimos el tamafio #(r)
como:
t0) =1y t(r) = max(|ml,|n[)

Si P € E(Q) entonces ponemos t(P) = t(x) donde P = (z,y) y t(co) = 0.
Para ciertos puntos P € E(Q) vamos a mostrar que el tamafio de 2P es mucho
mas grande que el tamafio de P. Supongamos que P = (%,y) con m,n €
(m3 + 32n3)m
dn(m3 — 4n3) "

Supongamos ahora que elegimos P tal que m es impar. Entonces se sigue
que (4n, m(m?3 + 32n?)) = 1. Luego cualquier cancelacién entre el numerador
y el denominador de la coordenada x de 2P no afecta al factor 4. Entonces

t(2P) > 4 y el numerador de la primera coordenada de 2P sigue siendo impar.
Claramente, por induccién, tenemos:

t(2kP) > 4% para k>1

Z (m,n) = 1. La coordenada x de 2P es igual a

Esto implica que la sucesién de puntos P,2P,4P,. .. tiene infinitos puntos dife-
rentes pues de lo contrario la sucesién de nimeros enteros t(P), t(2P), t(4P), ...
estarfa acotada lo cual no es posible. Solo falta elegir a P. Tomemos P =
(5,11). No sélo tenemos que E(Q) es infinito sino también hemos probado
que el subgrupo generado por (2,2) es isomorfo a Z. Para la segunda parte
observe lo siguiente: el grupo abeliano F(R) es topoldgicamente isomorfo a
R/Z. Aqui el punto al “infinito” oo corresponde a 0 € R/Z. La imagen del
subgrupo ((2,2)) dentro de R/Z es infinita luego a (2,2) le corresponde un
numero irracional v en R/Z. El grupo generado por v es por lo tanto denso;
luego ((2,2)) es denso en E(R). Como ((2,2)) C E(Q) esto implica lo que
queriamos.

Necesitamos un tltimo resultado sobre E. Sean f(t), g(t) son funciones
racionales con coeficientes en Q. Si

entonces fy g € Q.
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La demostracién de este resultado se encuentra en los ultimos ejercicios de
estas notas. Le agradezco a el alumno D. GOMEZ haber notado un error en el
argumento original que presenté en Bogota.

Hasta ahora no existe un algoritmo que decida, dada una curva eliptica sobre
Q, si ésta posee un punto P con coordenadas racionales (el punto co no cuenta
como punto con coordenadas racionales).

5. Teorias elementales

Necesitamos algunas nociones y resultados de la 1égica matematica. Hemos
estado considerando a Z y Q como estructuras algebraicas: queremos saber que
ecuaciones tiene solucién y cuales no. Generalizando esto podemos estudiar sus
propiedades algebraicas. ;Qué es una propiedad algebraica? Para nosotros una
propiedad algebraica es una que se puede escribir en términos de la suma, resta,
multiplicacién, variables y las constantes 0 y 1 junto con los conectivos 1égicos:
=,AV,,—,3,V. Los cuantificadores 3 y V (“existe” y “paratodo”) sélo cuan-
tifican sobre elementos; no cuantifican sobre subconjuntos o funciones. Si una
propiedad algebraica se puede formular de la manera pedida anteriormente, la
llamamos elemental. Por ejemplo, la propiedad que dice que todo polinomio
de grado dos tiene una raiz, es elemental:

goEVa,b,c((a #0) — Iz(ar® + b +c= 0)> .

La propiedad de inducciéon de N no es elemental.

Para estructuras como N,Z o Q (o en general un campo K) definimos la
teorfa de la estructura T(N),T(Z), etc, como el conjunto de propiedades ele-
mentales verdaderas en la estructura. Por ejemplo, para ¢ arriba, ¢ € T(Q)
pero ¢ € T(C).

La teoria T(K) contiene gran cantidad de la aritmética de K. El teorema
de Lagrange:

Vz3a, b, c,d(x = a® + b? + ¢ + d?)
pertenece a T(N).

Como el conjunto de propiedades elementales es reconocible por un com-
putador tiene sentido la siguiente pregunta. Dada una estructura K como
las que venimos considerando, ;Existe un algoritmo que, para cada propiedad
elemental ¢, decida si ¢ € T'(K)?

Si el algoritmo existe la teoria se llama soluble. De lo contrario insoluble.

Teorema 5.1. [GODEL, CHURCH, ROSSER, 1930-40] Las teorias T(N), T(N*)
vy T(Z) son insolubles.

Aqui N es el conjunto de ntimeros naturales positivos.

Este teorema se debe contrastar con los siguientes resultados anteriores:
PRESBURGER habia demostrado que la teoria aditiva de Z, donde sélo se usa
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la suma, es soluble y SKOLEM habia demostrado que la teroia multiplicativa,
donde sélo se usa la multiplicaciéon, también es soluble.

En su tesis doctoral de 1949, JULIA ROBINSON demostrd (entre otras cosas)
que T(Q) es insoluble. Para explicarlo brevemente necesitamos la siguiente

Definicion 5.2. Para una estructura K decimos que un subconjunto

S C K™ es definible si existe una propiedad algebraica ¢(z1,...,x,) tal que
para (ai,...,a,) € K™ vale: (a1,...,a,) € S < ¢(ai,...,a,) es verdadera en
K.

Cada conjunto diofantino es definible. En general, hay conjuntos definibles
que no son diofantinos.

Ejemplos:
a) En N el conjunto de nimeros primos P es definible:
n€ P e (n?#n)AVa(zln — ((x=1)V (z =n)))

La expresién z|n debe ser expresada en términos de sumas y productos.
Pero esto es facil: z|n < 3z(n = z - ). Es un hecho no trivial que P
es un subconjunto diofantino!

b) En N,Z o Q el orden es definible:

4
T2y 3z, —y = E 212
1=1

c) EnR, x>y« Jz(x —y = 2?)

Sobre campos hay una interpretacion geometria de los subconjuntos definibles.

Lo tnico que se puede construir con +, —,-,0,1 y variables son polinomios con
coeficientes en Z.

“

Luego, con “=" tenemos ecuaciones. Note ahora las equivalencias:

(i) u# 0 < Jw(uw — 1 =0),
(i) (w=0) A (v=0) < Vz,y(uz = vy);
(iiif) (u=0)V(v=0)—u-v=0,
(iv) Vo < —3x—; =V « Jz-
Por logica general se pueden sacar todos los cuantificadores al frente luego cada
o(x1, ..., zy) tiene la forma Qw1 Qows -« + Quuwi (F(Z, &) = 0) donde Q; =V, 3
y F € Z[Z,J].
Por (iv) vemos que un conjunto definible S C K se obtiene de un conjunto
algebraico por medio de proyecciones y complementaciones.
El gran resultado de J. ROBINSON [8] es

Teorema 5.3. 7Z es definible en Q.

No es el objetivo de este curso presentar su demostracion. Su prueba se basa
en la artimética de las formas cuadraticas en tres variables.
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Corolario 3. T(Q) es insoluble.

La demostracién de esto es parecida a la del corolario en 2.4.

Hasta ahora no existe otra demostracion para la insolubilidad de Q. En
[12] hay un intento para reducir la complejidad de la definicién anterior. Este
i