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ABSTRACT. In this paper the sheaf semantics of intuitionistic logic is
studied, introducing a new notion of variable theory. A variable theory
is a continuous function which takes values in a topological space of
first order theories. We characterize the class of variable theories for
which there exists a sheaf model, and study the problem of extending an
arbitrary continuous function to a variable theory with a sheaf model,
obtaining partial results.
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RESUMEN. Se estudia la seméantica de haces de la légica intuicionista,
utilizando una nueva nocién de teoria variable. Una teoria variable
es una funcién continua que toma valores en un espacio de teorias de
primer orden. En este trabajo se caracterizan las teorias variables que
tienen un modelo haz y se estudia el problema de extender una funcién
continua a una teoria variable que tenga un modelo haz, obteniéndose
agunos resultados parciales.

1. Introduccion

Los haces de estructuras son objetos centrales en la mateméatica moderna,
para convencerse de ello basta pensar en las modernas geometrias analitica y al-
gebraica, las cuales deben parte de su espectacular desarrollo a la poderosa tec-
nologia de haces introducida en los afios 60 por la escuela francesa de ALEXAN-
DER GROTHENDIECK. Los haces, en cuanto estructuras matematicas de gran
interés, merecen ser estudiados desde todas las perspectivas posibles, una de
tales perspectivas es la modelo tedrica. En este escrito se intenta desarrollar
herramientas modelo tedricas que permitan entender mejor los haces.
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El presente escrito debe ser entendido como un intento de desarrollar algunas
herramientas, para clasificar mediante invariantes haces de estructuras modelos
de una teorfa intuiconisticamente consistente. Entendemos tal clasificacién
como un intento de responder a la pregunta: ;Cuédntos y cudles haces son
modelos de T? Si T es consistente esta es una pregunta sin respuesta ya que,
modulo isomorfismo, la colecciéon de modelos haces de T sera en general una
clase propia, por lo que se hace necesario relativizar la pregunta. En teoria
de modelos clésica tampoco es posible dar una buena respuesta a la pregunta
;,Cuantas y cudles estructuras son modelos de T'? por lo que la pregunta que
la teoria de clasificacién se hace en este caso es: jDado x un cardinal, cuantas
y cudles estructuras sobre x son modelos de T'?7 El cardinal de una estructura
es un invariante asociado a ella; una manera de dar una respuesta a la primera
pregunta es realizar una primera pero burda clasificacién de estructuras usando
como Unicos invariantes los cardinales. El método funciona gracias, entre otra
cosas, a teoremas tipo Lowenheim-Skolem ascendente y descendente los cuales
dan una respuesta precisa a la pregunta: ;Para qué cardinales , la clase de
modelos de T' de tamano &, es no vacia?

Para el caso de haces estamos en una situaciéon similar: la pregunta fun-
damental no tiene una buena respuesta, asi que debemos usar primero una
coleccién de invariantes sencillos como, por ejemplo, cardinales, para partir la
clase propia de modelos de T' en una clase propia de conjuntos, los conjuntos
asociados con cada cardinal, y después pasar a clasificar dentro de cada uno
de estos conjuntos. Desafortunadamente de inmediato se nos presenta un gran
problema: ;Cual es el cardinal de un haz? En el caso de estructuras clésicas,
el cardinal de la estructura puede ser identificado con el dominio de la estruc-
tura y para el caso de haces de estructura podriamos entonces pensar en usar
como invariantes iniciales los haces de conjuntos sobre los que estan definidos
los haces de estructuras. Pero esto no es del todo una buena solucién, ya que
no contamos con una nocién de cardinal para haces de conjuntos.

(Dado X un espacio topoldgico, cuantos y cudles haces sobre X son modelos
de T'? Esta es la pregunta que propongo atacar; atacarla implica dar respuesta
a algunas preguntas mas sencillas, en particular a la siguiente: ;Para qué es-
pacios topolégicos la légica de haces asociada tiene la propiedad de existencia
de modelo para teorias intuicionistamente consistentes? Estos espacios seran
llamados genéricos en lo que sigue.

El problema de caracterizar los espacios topoldgicos genéricos, es el pro-
blema que se ataca a lo largo del articulo. No se logra una solucién completa
de dicho problema, pero se tienen resultados significativos. En el texto se
prueba que todo espacio metrizable sin puntos aislados es genérico; se encuen-
tran condiciones necesarias para que un espacio topologico sea genérico, asi
como condiciones necesarias para que un orden sea universal; se aislan frag-
mentos de la légica intuicionista para los cuales la teoria de modelos tiene un
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mejor comportamiento y para los cuales es posible encontrar una mayor va-
riedad de espacios genéricos. Para probar que ciertos espacios son genéricos,
partimos en general de la genericidad de espacios como el arbol binario o el
arbol de sucesiones finitas de nimeros naturales, transportando haces desde el
espacio que ya sabemos genérico al espacio del que queremos probar generici-
dad. Esto nos obligé a introducir y estudiar técnicas para transportar haces de
un espacio a otro, de manera que se preserve el forzamiento. El estudio de este
tipo de técnicas es una constante en teoria de haces; el problema es conocido
en la literatura como cambio de base. En el texto se estudian tres técnicas
de cambio de base, dos de las cuales no fueron encontradas en la literatura,
ellas son: Cambio de base usando encajes completos de algebras de Heyting y
cambio de base extendiendo y germinando desde un subconjunto denso.

Por el camino nos encontraremos con una nueva nocién de teoria, la de
teoria variable, la cual creemos es la nocién natural de teoria en el contexto
de haces de estructuras. Se logra probar un teorema de completez para teorias
constantes y se plantea y ataca el problema de la genericidad para el caso de
teorias variables. Para dicho problema hallamos resultados parciales mucho
mas modestos que los logrados para la nocién estdndar de teoria, en parte,
porque no pudimos usar la técnica que en el caso de teorias “constantes” nos dio
mas resultado, es decir la técnica de cambio de base. No pudimos usarla porque
no conocemos ningln espacio genérico para teorias variables (o fuertemente
genérico, como lo llamaremos en el texto). Nos atrevemos a conjeturar que
los espacios totalmente desconectados y sin puntos aislados son fuertemente
genéricos. Una solucion positiva a esta conjetura seria un buen punto de partida
para desarrollos como los logrados en el caso de teorias “constantes”.

2. Preliminares

Sean 7 un vocabulario relacional de primer orden y X un espacio topoldgico.
Un haz de T—estructuras sobre X representa en buena medida una 7—estruc-
tura que evoluciona continuamente sobre el espacio topolégico X.

Definiciéon 1. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién
continua. f es un homeomorfismo local si, y solo si, para todo r € X existe
una vecindad U, tal que f [p,: U, — f” (U,) es un homeomorfismo.

Definicién 2. Un haz de conjuntos sobre X es una tripla (E,p, X) tal que E'y
X son espacios topoldgicos y p es un homeomorfismo local de F en X llamado
la proyeccién de E en X.

Definicién 3. Dado (F,p, X) un haz de conjuntos sobre X y z € X. La fibra
E, del haz sobre el punto z es el conjunto p~* (z).

Notemos que si (£, p, X) es un haz de conjuntos, se tiene que E = ), v Es.
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Definicién 4.
(1) Dado p : E — X una funcién continua y U un abierto de X. Una
seleccion local para p con dominio U es una funcién f : U — F tal que
para todo z € U f(x) € p~! (x).
(2) Sean (F,p,X) un haz y U un abierto en X. Una seccidn local con
dominio U es una seleccién local ¢ con dominio U que ademds es con-
tinua.

Teorema 1. [Teorema de existencia para haces| Sean X un espacio topoldgico,
E un conjunto, p una funcién de E en X y ¥ un conjunto de selecciones locales
para p, que satisfacen las siguientes propiedades

(1) Para todo e € E existe f € ¥ tal que e € Rango (f).

(2) Si f y g son selecciones de ¥ y = es un punto de X que estd en el
dominio de las dos selecciones, entonces f(x) = g(x) si, y solo si,
existe una vecindad U, de x contenida en los dos dominios y tal que

flu.=9lu, -

Entonces existe una topologia x sobre E para la cual la coleccién de rangos
de las funciones en Y. es una base de x y dado E con esta topologia, la tripla
(E,p, X) es un haz de conjuntos.

Demostracion. Veamos primero que x es una base para una topologia sobre X.

Primero que todo E = | f~! (z), por hipétesis dadoa € E existex € X yo €
zeX
Stalquea € f7(z) yo(z) =a,asique E= | f~1(z) = |J Rango (o).
zeX oeED
Para que y sea un base de una topologia sobre E, s6lo nos falta probar que y

es cerrado para intersecciones. Sean o, elementos de X, por hipdtesis A =
{y:0(y) =~ (y)} es un abierto en X, Rango () N Rango () = Rango (o [4)
entonces Rango (o) N Rango () € ¥, es decir, x es cerrado para intersecciones.
Veamos ahora que ((E,x), f, X) es un haz de conjuntos sobre X, para ello es
suficiente ver que si z € X, existe una vecindad U, de z tal que f [y, es un
homeomorfismo de U, en f” (U,). Sea a € E, existen un abierto U de X,
con € U, y una seleccién o € ¥ con dominio U y tal que o (x) = a. Es
facil ver que f [Rango(o): Rango (o) — U es un homeomorfismo y por lo tanto
Rango (o) es la vecindad de a que estamos buscando. ¥

Este teorema nos serda muy ttil en lo que sigue, dado que si queremos cons-
truir un haz sobre X, basta tener una coleccién de conjuntos (F;), .y indexa-
dos por los elementos de X y una familia de selecciones locales ¥ tal que todo
o € ¥ tiene dominio abierto y adicionalmente ¥ satisface las dos condiciones
impuestas por el teorema.

El lector interesado en més informacién acerca de haces puede consultar [T].
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3. El proceso de germinacién

Sea p : E — X una funcién y ¥ un conjunto de selecciones locales para p
tal que X tiene la propiedad 1 anterior pero no tiene la 2. En principio no
podemos definir una topologia sobre E cuya base sea la coleccién de rangos de
las selecciones en ¥ y que convierta a la tripla (E, p, X) en un haz de conjuntos,
pero podemos intentar cambiar un poco a F para lograrlo. La manera mediante
la cual vamos a cambiar a F es lo que se conoce como el proceso de germinacion.

Dada p : E — X nuestra funciéon y X el conjunto de selecciones. Sea x un
elemento de X y sea X, el subconjunto de todas las selecciones que tienen a
x en su dominio. Vamos a definir una relacién de equivalencia sobre 3, de la
siguiente manera:

Dadas f y g en X, se tiene que fR,g si, y solo si, existe una vecindad U,
de z tal que f [y, =g |v,-

Sea E, la coleccién de todas las clases de equivalencia de elementos de X,
modulo la relaciéon R,. Sea entonces E = |4,y E., nuestro espacio haz y sea

p la siguiente funcién: Si e € E tenemos que p(e) = x si, y solo si, e € F,.

Dada f seleccién en ¥ definimos una seleccién f Para la funcién p de la
siguiente manera:

~

e Dom(f) = Dom(f). R
e Siz € Dom(f) entonces f(x) =[f]g .

"

Finalmente ¥ = {f fe E} es la coleccién de selecciones locales que necesi-

tamos para hacer de la tripla (E, X ) un haz de conjuntos.

Basta notar que esta coleccién satisface las dos condiciones del teorema de
existencia para haces. Trivialmente satisface la primera y satisface la segunda
porque lo que esencialmente hemos hecho en el proceso de germinacion, es
agregar mas puntos a E para lograr que dos secciones f y g de ¥ que coincidian
en un punto x pero no lo hacian en vecindad alguna de x, dejen de coincidir
en .

4. Haces de estructuras

Sea 7 un vocabulario y X un espacio topoldgico, un haz de 7-estructuras
sobre X es un par (¢, (F,p, X))* tal que: para todo x en X la fibra E, es
una Tg-estructura con 7, C 7 y se satisfacen adicionalmente las siguientes
condiciones:

*La definicién de haz de estructuras dada en este escrito es diferente a la que se encuentra
usualmente en la literatura. La diferencia estriba en que al tomar F, como una T,—estruc-
tura, con 7, C 7 y no como una T—estructura, estamos permitiendo que las constantes sean
interpretadas como secciones locales.
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(1) ¢ : X — P(7), es una funcién tal que a todo x de X le hace corres-
ponder un subvocabulario 7, de 7 con 7, = 7\ C,, en donde C, es un
conjunto posiblemente vacio de constantes y adicionalmente para toda
constante ¢ en 7 el conjunto F (¢) = {z € X : ¢ € 7, } es abierto.

(2) Para todo x € X la fibra E, es una 7,—estructura.

(3) Si R es un simbolo de relacién n-aria en 7y o1,...,0, son secciones
con dominio comun, entonces {z € X : E, E R (01 (x),...,0n(x))} es
un conjunto abierto en X.

(4) Si ¢ es una constante de 7, la interpretacién ¢ de ¢ es una seccién
con dominio el conjunto abierto F (c) y definida por ¢ (z) = cP+ para
todo x en E (c).

(5) Si f es un simbolo de funcién n-ario y o1,...,0, son secciones con
dominio comin U. La funcién f¥ : U — E definida por: f¥ (z) =
fE (o1 (x),...,0n () para todo z en U, es una seccién con dominio
U.

En adelante, pocas veces daremos explicitamente la funcién ¢, ya que en la
mayoria de los casos su definicién es obvia.

Ejemplo 1. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Sea Spec (A) el espa-
cio topoldgico cuyo dominio es la colecciéon de todos los ideales primos de A.
Dotamos a este conjunto de la siguiente topologia: Tomamos como coleccién de
abiertos bésicos (Ua),c 4, con U, = {j € Spec(A) :a ¢ j}. La topologia sobre
Spec (A) sera la generada por esta coleccién de subconjuntos. Este espacio
topolégico es conocido como el espectro primo del anillo A con la topologia de
Zariski.

Dado j en Spec(A), sea E; = A/j el cociente de A por el ideal j y sea
E = E’Jjespec(A) E;. FE sera nuestro espacio haz y Spec(A) nuestro espacio
base. Vamos entonces a definir la proyeccién ¢ : E — Spec(A4). Dado s € E
existe un tnico j tal que s € E;. Tomamos entonces como la imagen de s bajo
¢ a este tnico j en Spec (A). Dado a un elemento de A, definimos una seleccién
global @ de la siguiente manera: dado j en Spec(A), a(j) = [a]; € Ej. La
coleccion de selecciones globales ¥ = {a : a € A} satisface las dos condiciones
del teorema de existencia para haces.

Tenemos entonces que la tripla (E, g, Spec (A)) es un haz de conjuntos con
Y. una coleccién-base de secciones para este haz, lo cual quiere decir que para
todo abierto U en E existe 2 C 3 tal que U es la unién de los rangos de todas
las secciones en 2. Claramente todas las fibras E; de este haz son anillos y es
muy fécil comprobar que se satisfacen las condiciones impuestas a un haz para
ser un haz de estructuras.

El ejemplo anterior es un caso particular del proceso de representacién de
un algebra de tipo 7 como un haz de algebras del mismo tipo. Tales repre-
sentaciones han sido particularmente exitosas y ttiles en el caso de anillos.
Es especialmente famosa y 1til en geometria algebraica la representacion de
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Grothendieck de un anillo conmutativo unitario como un haz de anillos locales
(para mayor informacién ver [M]).

Definicién 5. [Forzamiento] Sean (E,p, X) un haz de 7—estructuras, = un
punto de X y o1, ..., 0, una n-tupla de secciones que tienen a x en su dominio.
En la definicién recursiva supondremos que todas las férmulas involucradas son
T, —férmulas.

(1) Sip(xy,...,z,) es atémica
Elry @lo1,...,00]

si, y solo si, By, E ploy (z),...,0, (2)].

(2) FlF,lot,...,04] si, y solo si, existe una vecindad U, de x contenida
en los dominios de las o;’s y tal que para todo z € U, se tiene que:
EW¥, plo1,...,0n]

(3) Elby (0 A)[o1,...,04] si, y solo si,

Elry @lo1,...,0n] vy Elg¢lor,...,04].
(4) Elbg (@ V)[oi,...,0on] si, y solo si,
Ely plog,...,on] o Elrglor, ... o0].

(5) E IF; (¢ = ¥)[o1,...,04n] si, y solo si, existe una vecindad U, de x
contenida en los dominios de las 0;’s y tal que para todo z en U,;
E, lo1,...,0,] implica E Ik, ¥[oq,...,04].

(6) E kg, Yoplv,o1,...,04,] si, y solo si, existe una vecindad U, contenida
en los dominios de las 0;’s tal que para todo z en U, y toda seccién p que
tenga a z en su dominio, se tiene que: E I, ¢[p(2),01(2),...,0n0 (2)].

(7) Elby Jvpv,01,...,04,] si, y solo si, existe una seccién p que tiene a x
en su dominio y tal que: E Ik, ¢[p(x),01(z),...,0n (2)].

Teorema 2. Para todo haz de T-estructuras E sobre X y toda T-sentencia «
el conjunto o]y ={x € X : ElF; a} es un abierto de X.

Para una prueba el lector puede consultar [C3] teorema 3.1.

Dado F un haz sobre X y U C X podemos definir de manera natural un
haz F' [y sobre U el cual es la restriccion de F' a U. La definicién la hacemos
del siguiente modo:

e SiaeU,; (Flv),=F,.

e Si 0 es una seccién cuyo dominio intersecta a U, 0* = 0 [yndom(s) S€Té
una seccién con dominio U Ndom (o) del haz F [y .

e Elegimos como coleccién de secciones para el haz restriccion F [yla
coleccién de todas las restricciones de F'—secciones. Es facil comprobar
que el objeto asi definido es un haz.

Lema 1. [Independencia de los abiertos| Dados F' un haz sobre X, U un abierto
deX,ae€Uyoy,...,0, secciones cuyo dominio esté contenido en U, entonces

*

Flra plo1(a),..., o4 (a)] si, y solo si, F [ylkq wloy (a),..., 0k (a)].
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La prueba es inmediata y por ello se omite.

Ahora quisiéramos utilizar el forzamiento como una herramienta para ca-
racterizar algunos haces. Quisiéramos distinguir haces que tengan un compor-
tamiento estructural diferente y en ultimas quisiéramos clasificar aquellos haces
que sean indistinguibles mediante las sentencias que fuerzan. El forzamiento
nos provee de una amplia variedad de invariantes que podrian ayudarnos a
clasificar haces.

Si dado un haz FE, elegimos como invariante el conjunto de sentencias
Th(E)={a:Vz e X(ElF, a)}

quiza hacemos una eleccién equivocada ya que éste es un invariante débil, inca-
paz de distinguir haces muy diferentes. Este invariante solo nos da informacién
sobre el comportamiento global del haz pero de ninguna manera nos da infor-
macién sobre las caracteristicas locales del haz. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2. Sea X = [0, 1]; el espacio haz E esiguala X, p=idy 7 = {R, ¢},
donde R es un simbolo de relacién unaria y ¢ es un simbolo de constante.
Ahora vamos a montar sobre este haz dos haces de estructuras diferentes, F; y
FE>, de la siguiente manera: en ambos haces se interpreta a ¢ como un nombre
de la tnica seccién global o, la cual corresponde a la identidad. La diferen-
cia entre los dos haces estribarda entonces en la interpretaciéon de R. Sean
{zreX : E1lF, R(o)} = X\{1/2,1/3} y{x € X : E5 IF, R(¢)} = X \ {1/2}.
Obviamente estos dos haces son estructuralmente diferentes ya que en E5 solo
existe un punto en el que R (¢) no es forzado mientras que en E; existen dos
puntos con esta propiedad. Aun asi, globalmente los dos haces son similares
ya que lo tinico que podemos asegurar de los dos con nuestra nociéon global de
forzamiento es que en ninguno de los dos se fuerza a R (c).

Podemos probar que E; IF « si, y solo si, Fs IF . Un argumento sencillo
es el siguiente: existe f : [0,2] — [0,1] una funcién continua y abierta tal
que para todo x € [07 %] se tiene que (E,), = (Eg)f(x). Adicionalmente existe
g:[2,1] — [0,1] abierta y continua tal que si # € [2,1] se tiene que (F), =
(Eg)g(w). Dado esto tenemos que Fs |- « si, y solo si, Fp IF a como corolario
del lema 11 que aparece méas adelante.

Como lo muestra el ejemplo anterior lo que necesitamos es un invariante
que nos dé informacién sobre el comportamiento del haz fibra a fibra, es decir,
acerca de lo que pasa en el haz alrededor de cada uno de los puntos del espacio
base.

5. Teorias variables

Definicién 6. Dado un vocabulario 7, sea Spec (7) el conjunto de todas las 7-
teorias intuicionistamente consistentes T', tales que para todo par de sentencias
ay [ se tiene que o, € T si, y solo si, a A G € T. A este conjunto lo
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dotamos de la siguiente topologia: elegimos como coleccién de abiertos bésicos
la famila de subconjuntos de {Ua}aeL,— , donde para cada sentencia a, U, =
{T € Spec(r) : @« € T'}. Es fécil comprobar que esta coleccién es una base para
una topologia.

Teorema 3. {U,} es una base de compactos.

Otelﬂ'

Demostracion. Sea « una sentencia y {Udu}i oy un cubrimiento por abiertos
basicos de U,. Tenemos entonces que para toda teoria intuicionistamente con-
sistente T" si o € T existe un ¢ tal que ¢, € T, entonces a Fr V;e11;, donde Fr
es la nocién de consecuencia intuicionista. Del teorema de compacidad para la
légica intuicionista, existe Iy un subconjunto finito de I tal que o Fr Vier,¥;-

U, es cubierto entonces por la coleccién finita (Uy) wely: v

Corolario 1. Spec (1) es compacto.

Demostracion. Basta notar que Spec (7) es igual a Uyy(z—q)- v

Teorema 4. [Continuidad del forzamiento] Sea E un haz de T-estructuras
sobre X. La funcién fg : X — Spec(7) definida por: fg(z) ={a: El, a}
es continua.

La prueba se sigue del teorema 2.

Lema 2. Sea X un espacio topolégico y f : X — Spec (1) una funcién. f es
continua si, y solo si, para toda sentencia « el conjunto {z € X : « € f (z)} es
un abierto de X.

Definicién 7.
(1) Dado X un espacio topolégico una 7—teoria variable sobre X es una
funcién continua de X en Spec (7).
(2) Dados F' un haz sobre X y f una teorfa variable. F' E f si, y solo si,
para todo x € X, f (z) C fr (2).

Definicién 8. Dos haces de 7—estructuras (E,p, X) y (F,q, X) son isomorfos
(E>F) si,y solo si, existe un homeomorfismo f : E — F tal que para todo
e € E,p(e) =q(f(e)) y adicionalmente para todo z en X, f g, : E, — F,
es un 7—isomorfismo.

Teorema 5. Para todo par de haces F' 'y E sobre X, si E = F entonces

fe=[r.

La prueba se sigue del lema 11 que probaremos mas adelante.

El teorema anterior nos muestra que la teoria variable de un haz es un
invariante de este y es un invariante que nos da informacién sobre lo que sucede
en cada punto. Es facil probar que este invariante es mas fuerte que el que nos
brinda la nocién puramente global de forzamiento discutida en las péaginas
inmediatamente anteriores.
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Definicién 9. Sea X un espacio topoldgico, un 7—invariante de haces sobre
X, es simplemente una colecciéon de haces de T—estructuras sobre X cerrada
para isomorfismo.

Sean 7 un vocabulario, X un espacio topoldgico, a una sentencia, 7' una
teorfa, f una teorfa variable y Sh. (X) la coleccién de todos los haces de 7—es-
tructuras sobre X. Definimos tres subclases de Sh, (X):

o [,={FeSh(X): (Ve € X)(Flr; a)}.
o Ir={FeSh (X): VzeX)VaeT)(Fl, a)}.
o [y ={FeSh, (X):(VzeX)(Vace f(x))(Fla)}

Las siguientes afirmaciones son inmediatas

(1) Dada « una T—sentencia, la coleccién I, es un 7— invariante.
(2) Dada T una T—teoria, la coleccién It es un T—invariante.
(3) Dada f una teorfa variable sobre X, Iy es un 7—invariante.

Definicién 10. Sean K y L colecciones de T—invariantes, K < L si, y solo si,
KcCL.

Definicién 11. X (7) = {If: f : X — Spec(7) es una funcién continua}.

Definicién 12. Th(r) = {Ir : T es una teorfa intuicionistamente consis—
tente}.

Lema 3. Para todo vocabulario 7, Th (1) C X (7).

Demostracion. Dada T una teoria intuicionistamente consistente, sea fr la
funcién constante T', es decir para todo x en X, fr (z) = T. Ahora notemos
simplemente que fr por ser constante es continua y que I7 = I¢,. ]

Si X es un espacio topolégico con por lo menos dos abiertos no vacios y
disyuntos, probar que la contenencia del lema 3 es estricta es tan facil como
probar el lema anterior, piense simplemente en el ejemplo 2, los haces E1 y Fs
de este ejemplo tienen la misma teoria pero tienen diferentes teorias variables.
Este ejemplo no es especifico del espacio [0, 1], pues podria haberse construido
sobre cualquier espacio topolégico con por lo menos dos puntos cerrados.

La teoria variable de un haz de estructuras es de aquellos invariantes que
estamos buscando, es decir, invariantes con algin grado de informacién local
que les permita superar a los invariantes proporcionados por el forzamiento

global de Kripke.

Una caracteristica de los invariantes linguisticos poderosos, es que si dos es-
tructuras satisfacen la misma coleccién de invariantes, esto se ve reflejado en un
nivel puramente algebraico. Es lo que pasa con los invariantes provistos por la
légica de primer orden cuando se aplican a estructuras puramente relacionales.
Si dos de estas estructuras satisfacen la misma coleccién de este tipo de inva-
riantes (es decir, si son elementalmente equivalentes) entonces son finitamente
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isomorfas como queda establecido por el teorema de FRAISSE. Adicionalmente
como lo establece el teorema de KEISLER & SHELAH tendran ultrapotencias
isomorfas.

Si las teorfas variables realmente son invariantes poderosos entonces de-
beriamos poder probar un teorema tipo Fraissé o un teorema tipo Keisler-
Shelah. En el presente escrito no se hace, pero en la literatura es posible en-
contrar un resultado muy cercano, CAICEDO y SETTE en [CS] presentan una
l6gica infinitaria para haces capaz de codificar informacién local. Para esta
l6gica ellos logran probar un teorema tipo Fraissé. Esta logica de CAICEDO
y SETTE es en esencia una logica infinitaria de teorias variables, no incluyo
en el presente escrito una exposicién de este resultado, ni intento un teorema
similar en nuestro contexto siguiendo la prueba de estos dos autores, porque
estoy interesado en légicas finitarias para haces, y el caracter infinitario de la
légica de CAICEDO y SETTE es esencial en la prueba. Atn asf creemos, basado
en este resultado que algo similar debe poderse hallar para nuestra légica de
teorias variables.

6. El espacio Spec(T)

Dado un un espacio topoldgico X, el conjunto de las funciones continuas
de X en Spec(7), que hemos notado X (7), se puede ordenar de una manera
natural asi: dados f y g dos elementos de X (1) diremos que f es menor o
igual que g (en simbolos f < g) si, y solo si, para todo = € X se tiene que

f(z) Cg(z).

Lema 4. Si (f;),c; es una cadena de funciones continuas de X en Spec(7)

entonces | f; es continua.
i€l

Demostracion. | f; : X — Spec (7) es continua si, y solo si, para toda senten-
il

cia « se tiene que el conjunto {x o€ (U fi) (:c)} es abierto. Pero
i€l

{x:ae (Uf) (:c)} = U{wraEfi(w)}

y este dltimo conjunto es abierto pues por hipdtesis, para todo ¢ € I se tiene
que {2 : o € f; ()} es abierto. M

Lema 5. Para todo 7 y para toda g € X (1) existe h elemento de X (1) tal
que g < h y h es maximal en el orden anteriormente definido.

La prueba del lema anterior es un tipico argumento de aquellos que usan el
lema de Zorn y por ello se omite.
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Definicién 13. Una teoria variable f € X (7) es cerrada para deduccidn si, y
solo si, para todo x € X y para toda 7— férmula « : f (z) by « si, y solo si,

a€ f(x).

Dada una funcién f de X en la colecciéon de las 7—teorfas intuicionistamente
consistentes (que denotaremos 7' (7)) diremos que f es semicontinua si, y solo
si, para toda sentencia « el conjunto {z : o € f ()} es abierto.

Dada una funcién semicontinua f : X — T (7) su clausura deductiva es la
funcién (f) : X — T (7) definida por (f) (x) = {a: f(x) F a}.

Lema 6. Si f es semicontinua entonces para todo x € X se tiene que {f) (z) €

Spec (T).
La prueba es inmediata de las definiciones y por ello se omite.

Lema 7. Si f es semicontinua entonces (f) es continua.

Demostracidn.. Sean « una sentencia y € X tales que o € (f)(z), ex-
iste entonces un conjunto finito de sentencias aq,...,a, € f(x) tales que
ag, ...,y Fa. Como f es semicontinua existe una vecindad abierta U de x
tal que ai,...,a, € f(y) para todo y € U y entonces a € (f) (y) para todo
y € U, por lo que (f) es continua.

El lema anterior nos permitird, en lo que sigue, no preocuparnos por la
condicién impuesta a los elementos de Spec (1) de que sean cerrados para las
reglas de introduccion y eliminaciéon de la conjuncién. En adelante, cuando
pensemos en una funcién continua de X en Spec (1) realmente estaremos pen-
sando en una funcién semicontinua f : X — T (7) la cual, gracias a los lemas
anteriores, podemos identificar con la funcién continua (f) : X — Spec (7).

Lema 8. Dada f € X (1) si f es maximal entonces f es cerrada para deduccion.

Demostracion.. Suponga que f es maximal pero no es cerrada para deduccion.
Existen entonces € X y férmulas a1, ..., a,, « tales que aq,...,a, € f(x),
a1,...,apbFray aé f(x). Como f es continua existe una vecindad U, de z
tal que aq,...,a, € f (y) para todo y € U,. Sea g la siguiente funcién:

= fz) st z¢U,
g(){f(z)u{a} si zeU,

entonces ¢ es una funcién continua de X en Spec(7) y claramente f < g. v

Lema 9. [Henkinizacién] Sea f un elemento de X (7). Existen un vocabulario
X D 7 y una funcién g € X (x) tales que: card(x) = card (1) - w, f como
elemento de X (x) es menor o igual que g, y g tiene la siguiente propiedad que
llamaremos propiedad de Henkin: para todo x € X y para toda x-sentencia
de la forma Jvy (v). Existe una constante ¢ € x tal que si Jvy (v) € g (z),
entonces 9 (¢) € g ().
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Veamos un esquema de la prueba. Primero construimos un vocabulario
71 D 7 y una 71-funcién continua f; tal que: f C f; y para toda 7-sentencia
Juy (v) y todo = € X, si Jvy (v) € f(x) existe entonces una constante ¢ en
71 tal que ¥ (¢) € f1 (z). De esta manera podemos construir una sucesién de

vocabularios (7,,),,c,, ¥y una sucesién de teorfas variables (f,) tal que:

(1) fo=fyparatodon: f, C foi1.
2) fn es una 7, — teoria variable.

(2)

(3) card(ry,) = card (1) - w.

(4) fn41 tiene la propiedad de Henkin relativa a f,. Es decir: para toda
Tp-sentencia vy (v) y todo x € X, si Jvy (v) € f, (z) existe entonces
una constante ¢ en 7,41 tal que ¥ (¢) € f, 41 ().

new

Para terminar tomamos x = {J,c, 7n ¥ 9 = Upco fn- Como la unién de
una cadena de teorias variables es una teoria variable entonces g es una y-teoria
variable. card (x) = card (7)-w y finalmente g tiene la propiedad de Henkin. El
tnico punto del esquema que requiere aclaracion es la construccién de la funcién
Jnt1 a partir de f,. Sea (1;);c, con » = card(r,)-w una enumeracién de
las 7, sentencias. Definimos una sucesién de funciones ( fﬁl) de la siguiente
manera:

(1) f = fn-

(2) The1 =7 U{c; : j € 2¢}. Donde para todo j en , ¢; es una constante
que no pertenece a 7.

(3) Supongamos definida fJ. Definimos entonces fi*! de la siguiente
manera: dada v, la i-ésima sentencia de la enumeracion, si ¢, tiene la
forma Juvt) (v), entonces

Fit (z) = { fr]le (z) = f’;’jl (@) U{ty; (ci)}  si % ef; (z)
" f (@) = £ (x) si; & [} (z)
Tomamos fny1 = Uje,. f2. Se tiene entonces que: card (T,11) = card (7,) w
y ¢ es una 7,41-teoria variable con la propiedad de Henkin.

1€

Teorema 6. Dada f una T-teoria variable, existe un vocabulario x D T y ¢
una x teoria variable tal que:

(1) card(x) = card (1) -w
(2) f Cgyges maximal en X (x)
(3) g tiene la propiedad de Henkin.

El teorema anterior puede considerarse un corolario de los dos lemas ante-
riores los cuales, dada una funcién f con vocabulario de f (voc(f)) igual a 7,
nos permiten garantizar la existencia de:

(1) Una funcién hy con voc (hi) = 7, hy maximal y f < hy.
(2) Una funcién hg, con: voc (hg) = x, card(x) = card(7) -w y hg con la
propiedad de Henkin.
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Para construir la funcién g que el teorema asegura que existe, basta construir
una sucesion de funciones (fy),,c,, tal que:

(1) fo=f.

(2) fon C fon+1, voc(font1) =voc(fan) ¥ font1 €8 una extensién maxi-
mal de fo,.

(3) fon+t1 C fanta2, card(voc (fant2)) = card(voc (font1)) - w Y fonto tiene
la propiedad de Henkin.

Para terminar, simplemente tomamos g = |J,,c,, f» ¥y comprobamos que g es
de Henkin, g es maximal y voc (g) = |U,,c,, voc (fn).

Definiciéon 14. Una teoria variable f sobre X es genérica si, y solo si,:

(1) Para todo sentencia de la forma o = § y para todo x € X se tiene que
a= ¢ f(x)si, y solo si, para toda vecindad U de x existe un y € U
tal que a € f(y) y B¢ f ().

(2) Para toda sentencia « y para todo abierto U si para todo z € U se
tiene que a ¢ f (x) entonces para todo x € U tenemos que '« € f ().

Definiciéon 15. Una teoria variable f sobre X es universal en su vocabulario
(o simplemente universal) si, y solo si, para toda férmula « (v,cq,...,¢,) se
tiene que Yoo (v, c1,...,¢n) € f () si, y solo si, existe una vecindad U de z tal
que para todo y € U y toda constante ¢ en el vocabulario de f (y) se tiene que
alecr, ... ) € fy).

Definiciéon 16. Una teoria variable es prima si, y solo si, para todo = € X la
teorfa f (x) es prima.

Teorema 7. Sean T un vocabulario y F un haz de T—estructuras sobre X tal
que para cada seccion local o del haz F existe una constante ¢ € T para la cual
E(c) = dom (o) y ¢t (z) = o (x) para todo x € dom (o). Se tiene entonces
que la teoria variable fr determinada por F tiene las siguientes caracteristicas:

(1) Es prima
(2) Es genérica
(3) Es universal.

La prueba es facil.

Teorema 8. Dada f una T—teoria variable prima, genérica y universal sobre
X, existe un haz F/ de t-estructuras tal que para toda T-sentencia o y para
todox € X: a € f(x) si, y solo si, F' I, a.

La prueba del teorema anterior es una tipica prueba de completez al estilo
Henkin. Simplemente construimos el haz F/ codificado por f y comprobamos
que F/ E f. Sea pues X el espacio base. Dado z € X tomamos como
fibra sobre z la coleccién {c € voc (f) : ¢ € voc (f (x))} médulo la relacién de
equivalencia ~, donde dadas ¢y d constantes en voc (f (x)) se tiene que: ¢ ~, d
si, y solo si, c =d € f (x). A este cociente lo llamaremos F.
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El espacio haz Ff es igual a Woex FJ. La proyeccién es la obvia y tomamos
como conjunto de selecciones bésicas la coleccién ¥ = {¢ : ¢ € voc(f)}, donde
dada una constante ¢, ¢ es la siguiente seleccién:

(1) dom (¢) = sopy (c) ={x € X : c € voc(f (x))}.
(2) Six € wvoc(f(x)) entonces ¢(z) = [c] .

«
Y. satisface el teorema de existencia para haces por lo que podemos afirmar que
existe un espacio haz con espacio base X, y una coleccién de secciones bésicas
¥.. Este haz serd nuestro haz F/. Debemos ahora definir la 7—estructura.

(1) Si ¢ es una constante la interpretacién de c es la seccién ¢.
(2) Si R es una relacién n-aria, x es un elemento de X y ¢y,...,c¢, son
constantes tales que = € sopys (¢;). Si¢ < n entonces

Fllky R (2),...,¢, (2))

si, y solo si, R(cy,...,cn) € f ().
(3) Si f es un sfmbolo de funcién n-aria, z es un elemento de X y ¢, ...,
Cn, € son constantes que tienen a x en su soporte. Entonces

Fliby f(@1(2),-,Cn (2) = ()
si, y solo si, la sentencia f (c1,...,¢,) = c pertenece a f ().

De esta manera hemos construido un haz de T-estructuras F/ y podemos
comprobar ficilmente que F7 E f. La prueba de esto tltimo es por induccién
en férmulas.

(1) El caso atémico es por construcecidn.

(2) La conjuncién es facil y por ello se omite.

(3) avpe f(x)si, ysolosi, a € f(z) op € f(x) si, y sdlo si, por la
hipétesis de induccién, Ff Ik, a o Ff Ik, g si, y sélo si, FT Ik, a V3.

(4) a= B ¢ f(z) si, y sélo si, para toda vecindad U de z existe un y € U
tal que a € f(y) y B ¢ f (y) si, y sdlo si, por hipétesis de induccién,
para toda vecindad U de z existe un y € U tal que Ff IFy oy Ff ¥y, B
si, y sélo si, FT W, a = 3.

(5) La negacién es similar y por ello se omite.

(6) Ff I, Jva(v,ci,...,0,] si, y sblo si, existe & € Ff tal que
F/ Ik, a[5,¢1,...,C,) si, vy sélo si, existe ¢ € wvoc(f (z)) tal que

a(o,c1,...,¢n) € f(x) si, y sblo si, va(v,c,...,¢,) € f(x).

(7) Suponga primero que Yv a(v,cy,...,c,) € f(z) v que Ff W,
Yva(v,¢1,...,C,); se tiene entonces que para toda vecindad U de z
existe y € U y o € voc(f (y)) tal que F! ¥, a[7,¢1,...,¢,] lo cual
implica que para toda vecindad U de x existe un y € U tal que Yoa

(v,c1,...,¢n) € f(y). Pero esto es imposible porque f es continua.
Veamos ahora la otra direccién. Suponga que F7 I, Yoa(v,c1, . .., Cnl.

Existe entonces una vecindad U de z tal que para todo y € U y toda
constante o € voc (f (y)) F¥ I, alo,1,...,¢,], por lo que existe una
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vecindad U de x tal que para todo y € U y toda constante o en el
vocabulario de f(y), a(o,c1,...,¢,) € f(y), lo cual implica por la
universalidad de f que Yoa(v,c1,...,¢,) € f ().

Corolario 2. f: X — Spec(7) tiene un modelo si, y solo si, existe un voca-
bulario 7" D 7 y una teoria variable f' : X — Spec(7') tal que f < f', " es
prima, genérica y universal.

Dada una teoria variable f, podemos garantizar que existe una extensién
maximal, Henkin, y cerrada para deduccién, pero como veremos en la proxima
seccién no siempre podemos garantizar la existencia de una extension que adi-
cionalmente tenga la propiedad de la disyunciéon. En general siempre que ad-
mitamos la disyuncién como un conectivo no podremos garantizar que todas
las teorias variables tengan modelo, ;Qué pasa si no incluimos la V como un
conectivo? ;Podriamos tener para suficientes espacios topolégicos un teorema
de completez que asegure la existencia de un modelo haz para toda teoria va-
riable sobre estos espacios?

7. Completez

Los tres teoremas anteriores y el ultimo corolario muestran como las propie-
dades y construcciones que son ttiles en teoria de modelos de la logica clasica
no necesariamente son las apropiadas en teoria de modelos de haces. Notemos
que mientras en teoria de modelos de primer orden es suficiente garantizar que
una teoria T tenga una extensién Henkin y maximal para garantizar que tenga
un modelo, en el contexto de haces esto no es suficiente. Podemos garantizar
que una teoria variable tenga extensiones Henkin y maximales, pero todas estas
extensiones no garantizan la existencia de un modelo para la teoria original, ya
que ellas no son ain capaces de codificar la construccién de un modelo haz de
si mismas, a diferencia de lo que ocurre en el contexto de primer orden.

Definicién 17. f: X — Spec(7) es enumerable si, y solo si, |7| < w.

Definicién 18.
(1) Un espacio topoldgico X es genérico si, y solo si, para toda teoria T'
consistente y enumerable existe un haz F' sobre X tal que F IFT.
(2) Un espacio topoldgico es fuertemente genérico si, y solo si, para toda
f: X — Spec (1) continua y enumerable existe F' un haz sobre X tal

que F |= f.

Lema 10.
(1) Si X es genérico entonces es no atémico.
(2) Si X es genérico es perfecto, es decir, X no tiene puntos aislados.
(3) Si X es fuertemente genérico es genérico.

Demostracion.



CONTRIBUCIONES A LA TEOR{A DE MODELOS DE HACES 21

(1) Es facil comprobar, que si para un espacio topolégico X existe un haz
F tal que F IFWaVy (7 (z = y) V' (z = y)) entonces X es no atémico.

(2) Se sigue de 1 facilmente.

(3) Se tiene inmediatamente de las definiciones. ™

Uno de los problemas que definitivamente quisiera atacar en este escrito es
el de caracterizar la clase de los espacios genéricos o en su defecto, encontrar
condiciones naturales que garanticen que un espacio dado es genérico. Carac-
terizar la clase de espacios genéricos implica caracterizar de paso la clase de
6rdenes universales [M1] gracias a la siguiente proposicién.

Proposicién 1. [Principio de dualidad] Un orden (X, <) es universal si, y solo
si, el espacio (2, {<) es genérico.

Para la prueba y mds informacién véase [C3] lema 4.1.

Caracterizar espacios genéricos u érdenes universales no es facil, la expe-
riencia nos muestra que la estructura del espacio base, asi como la estructura
del haz de conjuntos determinan la clase de sentencias que se pueden forzar.
Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 3.

(1) La sentencia Wz P (x) AVz 7P (x) es forzable sobre un orden X si, y
solo si, para todo = € ¥ existe y € X tal que = £ y.

(2) Como se vio en el lema 10, WaVy (77 (z = y) V' (z = y)) solo puede ser
forzada sobre espacios topolégicos no atémicos.

(3) Un caso muy interesante es el siguiente. Diremos que un prehaz F'
sobre 3 es de universos constantes si, y solo si, para todo par a,b € ¥
si a < b entonces Fy;, es sobreyectiva. Sea 7 el vocabulario {P, Q, R, ¢}
donde P, @ y R son relaciones unarias y ¢ es una constante, si F' es un
prehaz de T—estructuras de universos constantes sobre (R, <), se tiene
que

FlF(Vz (P (z) = 32Q (2))) = (Fz(P(x) = R(c)) VIz (R (c) = Q (x))) .

Existe en cambio un prehaz G de T—estructuras de universos constantes
sobre (Q, <) tal que

GW (Vz (P (z) = 3zQ (x))) = (Fz (P(z) = R(c)) VIz(R(c) = Q (z)))

Este ejemplo es interesante ya que muestra que la légica intuicionista
y la nocién de forzamiento intuicionista, son capaces de distinguir el
orden denso completo (R, <) y el orden denso no completo (Q, <),
siendo un hecho conocido que la légica clésica es incapaz de hacer esta
distincién.

(4) Un haz F sobre un espacio X es pleno si, y solo si, toda F'—seccién o
extiende a una seccion global. Dado X un espacio localmente conexo
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y I un haz pleno sobre X,
Fl-Va (P (z) VP (z)) = (M3xP (x) = JzP (z))

En cambio si Y es un espacio no localmente conexo, existe un haz pleno
G sobre Y tal que GW¥ Vx (P (x) VP (z)) = ("3zP (z) = JzP (z)) .
La sentencia Va (P () VP (z)) = (732 P (z) = JzP (z)) es conocida
como el principio de Markov, el cual ocupa un lugar prominente en los
desarrollos de la escuela constructivista rusa (para més informacién
sobre la escuela constructivista rusa, el lector puede consultar [VT]).

La verificaciéon de las afirmaciones consignadas en el ejemplo anterior, es
un ejercicio interesante para el lector, ejercicio que ensena mucho acerca de la
nocién de forzamiento, la nocién de haz y la interaccién entre la topologia y la
logica.

En la literatura no se ha planteado el problema de caracterizacién de espacios
genéricos y érdenes universales, sin embargo, es posible encontrar trabajos
encaminados a resolver un problema similar y en cierto sentido complementario.

Definicién 19. Sea X un espacio topolégico

(1) Val (X) = {a:todo haz F sobre X fuerza a}
(2) For(X) = {«: existe un haz F sobre X que fuerza a}

Definicién 20.
(1) Un espacio topoldgico X es c—genérico si, y solo si, Val (X) = {a + a}
(2) Un espacio topolégico X es débilmente genérico si, y solo si, For (X) =
{a : « es intuicionistamente consistente}.

Existen trabajos encaminados a caracterizar los espacios c—genéricos, su
importancia consiste en que para ellos se tiene inmediatamente de la definicién
el siguiente teorema de completez.

Teorema 9. Si X es c—genérico y a es una sentencia, o € Val (X) si, y solo
st, o es una tautologia intuicionista.

Podemos concebir entonces un espacio c—genérico como un espacio en el que
la nocién de validez es gobernada completemente por la logica intuicionista.
Naturalmente existen espacios que no son c—genéricos. Por ejemplo, sea X
un espacio discreto, Val (X) = {a :F. a}, lo cual implica que la 1égica que lo
gobierna es clésica.

Todo esto nos permite pensar en jerarquizar los espacios de acuerdo con la
logica que los gobierna, en el extremo inferior ubicamos a los espacios goberna-
dos por la légica clasica como por ejemplo los discretos, mientras que en el ex-
tremo superior aparecen los c—genéricos. jCudles son los espacios c—genéricos?
L Qué espacios son gobernados por l4gicas intermedias? En [MO] MOERDIJK
prueba que los espacios métricos perfectos son c—genéricos. Ya TARSKI en [Ta]
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habia probado que los espacios métricos separables son c—genéricos si restringi-
mos esta nocién al caso puramente proposicional.

Un espacio c—genérico y débilmente genérico es un espacio plenamente in-
tuicionista ya que las dos caras de la moneda, lo véalido y lo forzable, estan
determinadas por la légica intuicionista.

En este escrito nos interesa el problema de la genericidad, porque la primera
pregunta que se debe responder cuando se intenta clasificar los modelos haces
de una teoria T sobre un espacio X, es si ésta clase de modelos es vacia o no.
Si el espacio X es genérico la respuesta es inmediata. La clase de modelos
haces sobre X de T es vacia si, y solo si, T' es inconsistente. Es decir, si X
es genérico podemos pensar en basar una teoria de modelos de haces sobre X
en una nocién de consistencia (intuicionista) ajustada a X y en una forma de
completez para X (existencia de modelo).

Mas interesante atn, pero mas dificil, parece ser la nociéon de genericidad
fuerte, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Si X es T, y fuertemente genérico entonces es totalmente
desconectado.

Demostracion. Si X es fuertemente genérico, no tiene puntos aislados y por
lo tanto es infinito. Sean x, y € X tales que x # y. Como X es T, existen
vecindades U, y U, de z y de y, respectivamente, tales que U, N U, = 0. Sea
7 = {R,c} donde R es un simbolo de relacién unaria y ¢ es un simbolo de
constante. Consideremos ahora la siguiente teoria variable

{R(c)V'R(c)} si z¢ U, UU,
f)=<{R()V'R(c), R(c)} si zeU,
{R(¢c)V'R(c), "R(c)} si z€U,
Claramente f es continua y si existe F' que fuerza f entonces
X={2:FIF, R(e)}U{z: FIF,"R(¢)},

por lo que existen abiertos U, V C X talesque z €e U,y € V, UNV =0y
vuv=X. o

Si queremos genericidad fuerte debemos entonces desechar la hipdtesis de
conexidad. Pero, desafortunadamente, los espacios no conexos son modelo-
tedricamente dificiles ya que si A y B son dos abiertos disyuntos que cubren a
X, entonces dada T una teoria, F, un haz sobre A que fuerza Ty F5 un haz
sobre B que fuerza T podemos construir enonces un haz (Fy, Fy) sobre X que
fuerce T y tal que (Fy, F») [A= Fy y (Fy, F) [p= Fs. Esto tltimo significa
que si AUB = X y AN B = () podemos identificar la coleccién de haces sobre
X que fuerzan T con el producto cartesiano de los haces sobre A modelos de T’
y los haces sobre B modelos de T'. Es decir, si quisiéramos hacer clasificacién
de los haces sobre X modelos de T' deberiamos hacerla componente conexa a
componente conexa.
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7.1. Completez y funciones abiertas. Sean f : X — Y una funcién abierta,
continua y sobreyectiva. Dado un haz F sobre Y podemos usar f para trans-
portar F'y construir un haz F* sobre X que fuerce las mismas sentencias que
F. El haz F* lo construimos de la siguiente manera:

(1) Dado z € X y y € Y tal que f(x) = y tomamos como fibra F sobre
2 la estructura Fy,.

(2) Dada una F-seccién o, con dominio U C Y, definimos una seccién &
con dominio f~!(U) de la siguiente manera: dados z € f~1(U) y
y € U tales que f (x) =y se tiene que 7 (z) = o (y).

La coleccién de secciones {7 : o es una F-seccién} satisface las condiciones
del teorema de existencia para haces, asi que tenemos un haz F* sobre X al
que llamaremos el pullback de F' por via de f.

Lema 11. F* Ik, a[01,...,0,] si, y solo si, F' by afoy...04].

Demostracion.. La prueba es por induccién sobre férmulas.

(1) Para las atémicas es por construccién

(2) La conjuncién y la disyuncién son féciles

(3) Si F kg aor...0,] existe una vecindad Uy, de f () tal que para
todo y € Uy(y) se tiene que F W, afo1...0,], y entonces para todo
z € [ (Up(y)) se tiene que F* W, a[o1...0,], y como f~! (Up) es
una vecindad abierta de z, tenemos que F* I, o [o7 ... 7,].

Supongamos ahora que F* IF,«[071...5,]; por definicién existe
U,, vecindad abierta de z, tal que para todo z € U, se tiene que
F*¥, aloy...5,). Como f es abierta, f” (U,) es una vecindad abierta
de f (z) y entonces, por hipétesis de induccién, para todo y € f” (Uy,)
se tiene que F' ¥, a [0y ...04], por lo que F' k¢ 'afoy ... on].

(4) Si F* Ik, a = (B[61...0,]) existe U, vecindad abierta de x tal que
para todo z € U, se tiene que si F* I, «a[o7...5,] entonces F* I,
B[o1...0,). Como f es abierta, f” (U,) es una vecindad abierta de
f(z) y entonces, por hipétesis de induccién para todo y € f” (U,)
si F' Ik, «afoy...04] entonces F Ik, Blo1...0,], por lo que F Ik,
a = fo1...0,]. Supongamos ahora que F' IF¢,y o = Blo1...04];
por definicién existe Uy, vecindad de f(z) tal que si y € U@y y
si F' Ik, alor...0,] entonces F Ik, B[o1...0,]. Por hipdtesis de
induccién si z € f1 (Uf(r)) y F* Ik, alor...0,] entonces F* I,
Blo1...0,], es decir, existe V, vecindad de z tal que para todo z €
Vy st F* |+, afoy...5,] entonces F* I+, 3[01...0,]; y por lo tanto
F*lty a= GB[01...04]

(5) Suponga que F* I, Yva[v,07 ...0,], existe una vecindad abierta U,
de x tal que si z € U, y p es una seccién que tiene a z en su dominio
entonces F* |-, a[p,o71...0,]. Por la hipétesis de induccién tenemos
que si y € f"(U,) y p es una seccién que tiene a y en su dominio,
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entonces F' I, a[p,01...0,]. Como f”(U,) es abierto, existe una
vecindad abierta U de f (z) (con U = f" (U,)) tal que siw € U y p es
una seccién que tiene a w en su dominio entonces F Ik, a[p, 01 ... 0]
por lo que F' k¢, Yoa[v,01...0,]. La otra direccién es similar y se

deja como ejercicio asi como el caso del cuantificador existencial. ¥

En adelante, siempre que exista una funcién abierta, continua y sobreyectiva
f: X =Y, diremos que X es proyectable en Y.

Corolario 3.
(1) Si X es proyectable en'Y y dada una teoria T, si existe un haz F sobre
Y que fuerza T, entonces existe un haz G sobre X que fuerza T.
(2) Si X es proyectable en Y y Y es genérico entonces X es genérico.

Lema 12. 2=“ como espacio topoldgico es genérico.

El lema se sigue de la universalidad de 2=¢ y del principio de dualidad.

Corolario 4. Si X es proyectable en 2<% entonces X es genérico.

Desafortunadamente, como veremos a continuacién, la condicién de ser pro-
yectable en 2= es muy restrictiva.

Definicién 21. Dado X un espacio topoldgico, © (X) es la coleccién de abier-
tos de X.

Definicién 22. Dado X un espacio topolégico. Un drbol de abiertos sobre X
es una funcién f: 2= — Q(X) tal que:

(1) £(0)=X

(2) SinLC e entonces f(n) 2 f(e)

(3) Para todo n € 2=“ se tiene que f (n) # 0
(4) Para todon € 2=, f(n"1)N f(n"0) =0

Lema 13. Si X es proyectable en 2= entonces X no es de Baire.

Demostracion. Dada g : X — 27¢ abierta, continua y sobrectiva, podemos
definir, usando g, un arbol de abiertos sobre X al que denotaremos f. Defini-
mos f mediante la ecuacién f(n) = ¢! ([)y<.). Por ser g continua, abierta
y sobreyectiva, f satisface las cuatro condiciones de la definicién. Claramente
para todon € 27¥  f(n"1)N f(n°0) = 0. Como g es abierta, f (n" 1)U f (n°0)
es denso en f (n), asf que podemos probar por induccién que para todo n € w
el conjunto {x: x € f(n) y longitud (n) = n} es denso en X. Adicionalmente
tenemos que

(N {z:zef@m) ylongitud(n)=n}= ] | (S )] =0.

new he2v \nCh
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Esto dltimo implica que existe una coleccién enumerable (Cy,) de abiertos
densos en X tal que [\ C, = 0. Donde

new

new

Cpn ={z:z € f(n) para algin n de longitud n} = U g_1 (Im) - ol

ne2=,
longitud (n)=n

Lema 14. Si X es un espacio totalmente desconectado, sin puntos aislados y
enumerable, entonces X es proyectable en 2=%,

Demostracion. La idea de la prueba es construir una cadena enumerable fo C
f1 C -+ de funciones parciales de dominio finito tal que para todo i € w, f; es
una funcién parcial de X en 2=¢ y tal que la unién de la cadena es la funcién
continua y abierta que estamos buscando.

Sea {ap,a1,...} una enumeracién de X. Adicionalmente, dado n € N,
(UD)men s un sistema fundamental de vecindades de a,, tal que Uy = X.

(1) fo={(ao,0)}

(2) Supongo construida f;:X — 2=¢ de tal manera que {ag,...,a;_1} C
{@ig,---,ai, } =dom(f;) y hemos escogido abiertos U, ..., U, tales
que a;; € U;,, ademds |J U;, = X, y finalmente U;, NU;;, = () siempre

i<m
que j # k.

(3) Construimos f;;+1 a partir de f;.
CASO 1: a; € dom(f;). Dado j < m, escojamos aj,,a;, €

(Uiij N Uij) ~ dom (f;).

fiv1=fi U U {(aj,, fi (a;,) "1), (ajo, fi (as,) "0)}
i<m
y a cada abierto U;; lo partimos en tres abiertos disyuntos Uioj , Uilj,
U2 tales que (U,g LU U U2) = Ui, aj, € U?, aj, € Ul y aj € UL.
Finalmente guardamos la particién (Uik,) .
1/ i<m, k<2

CASO 2: a; ¢ dom (f;). En este caso existe un dnico j, < m tal

que a; € Uy, . Escojamos aj,,a;j, para todo j < m de tal manera que

aj,,a;, € (U;'f N Uij) \ (dom (f;) U {a;}). Definimos

fix1 = fi U U {(aj,, fi (ai,) "1), (ajo, fi (ai,) "0)} | U{(as, fi (a;,))} -

i<m
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A cada abierto U;; con j # jn lo partimos en tres abiertos disyuntos
Uioj, Uilj7 Ufj tales que

0 1 2
(vsvvtveg) =us,,
aj, € UZQJ,, aj, € Uz-lj yaj € UZQJ A U;, lo partimos en cuatro abiertos
disyuntos U? |, UL , U2 , U , de tal manera que

Yin Yin Lin Lin

(08, vut, vuz, Ve, ) =0,

. 0 . 1 ) 2 ) * .
a0 €U s a5, €Uy, saj, €U7 ya; €U . Finalmente guardamos

la, particién (Uﬁ) U {Ui*_ }
J igm’ k}§2 In
(4) Construida la cadena (f;),y, hacemos f = J f;.
ieN
Para terminar la prueba es suficiente comprobar que f satisface cada una
de las cuatro afirmaciones listadas a continuacion:

dom (f) =X

f es continua

f es abierta
Rango (f) =27

El primer {tem es inmediato y el cuarto se sigue del tercero dado que f (ag) = 0.
Veamos que f es continua. Dado a € X existe i tal que a = a;; y a;; €
{@igy---,ai, } = dom(f;). Al construir f; construimos también una particién
Uips -+ y tenemos que

F" (Ui \dom (fi)) U{as; }) € [f (a))<w
por lo tanto f es continua. Ahora veamos que f es abierta. Para ello es
suficiente verificar que para todo a € X y para toda vecindad U de a existen
a',a® € U tales que f (a') = f(a) "1y f(a) = f(a) 0. Dado a € X existe
i € w tal que a € dom (f;) para todo j > 4. Si en la numeracién del espacio
X, se tiene que a = a,, existe N > i tal que U D UY,. Como a € dom (fn), al

in

construir fy 1 se escogieron puntos a’, a! € Uy tales que fny1 (al) = fN (a)1
y fye1(a®) = fx (@)0.

Corolario 5. Todo espacio métrico, sin puntos aislados y enumerable es ge-
nérico.

En adelante T . o denotard que la teoria T deduce clasicamente la férmula
ay T F « seguird denotando que la teoria T° deduce intuicionistamente la
férmula o.

El siguiente teorema es un resultado bastante curioso.

Teorema 10. Sea X un espacio de Baire y F' un haz de T-estructuras sobre
X con |7| <w. Existe x € X tal que {a: F -, a} es una T-teorfa completa.
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Demostracion. Sea {aj, a9, as, ...} una enumeracién de las 7-sentencias. De-
finimos una funcién f : 27% — Q (X) de la siguiente manera:

1 fO)=x

(2) Supongamos definida f hasta el nivel n, es decir, para todo £ € 2=¢
tal que longitud (¢) < n, f (&) ya ha sido definida y adicionalmente
supongamos que si longitud (¢) < n —1 entonces f () U f (€0) es denso
en f(g).

(3) Dado € tal que longitud (¢) = n, tomemos

fE0)={xef(e): Flry anta}

fEe'l)={xe f(e): Flryapq1} -
De esta manera tenemos una funcién f: 2% — Q(X) tal que:
e f(0) =X
e Sie Jnentonces f(g) C f(n)
e Para todo e, f(e"1) U f (¢70) es denso en f (¢).

Podemos entonces probar que

=" U re
e€2™w,

longitud(e)=n

es un abierto denso en X. Como X es de Baire , (| Cp, # 0 pero

ncw

ne- U (nre)

new he2v \eCh

por lo que existen z € X y h € 2¥ tales que © € f(e) para todo ¢ C h
y entonces para todo i € w, x € {u:Flry, a;} ox € {u:Flr, o} y en
conclusién, {a : F Ik, a} es una teorfa completa. ™

7.2. Completez y algebras de Heyting. Las algebras de Heyting son es-
tructuras algebraicas cercanas a las algebras de Boole y estrechamente ligadas
a la légica intuicionista. Dado X un espacio topoldgico, la coleccién Q (X) de
abiertos de X tiene una estructura natural de dlgebra de Heyting completa
(Q (X),00(x), Laocx), A, V,H ) determinada por:

* Oqax) =0
* lox) =X
e aANb=anb
e Va;=Ua
el el

(@) =int (a®)
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El lector interesado en mas informacién acerca de algebras de Heyting y dlgebras
de Heyting completas puede consultar [B].

Dado F un haz de 7—estructuras sobre X, podemos definir una valuacién
veritativa ||| : £(7) — Q(X), la cual asigna a toda sentencia o su “ex-
tensién veritativa” ||| -, lo que no es otra cosa que el conjunto {z : F' Ik, a}.
La definicién de la valucién || || podemos hacerla recursivamente en términos
de los operadores l6gicos bésicos:

(1) Si oy son F—secciones | =7|p ={z: F; Fo(z)=7v(z)}

(2) Sioy,...,o0, son F—secciones y « es una férmula atémica
lafor,....on)llp={z: Fo Ealoi (z),...,0n (2)]} .

) laABllr = llellz O 18]

) llav Bllp = llalyrVl8ly

) IMallp = int ((llal ))

) lla=Bllp = int (el z)°) VBl

)

D Pea@lly=|J lablly

o es
F —seccién

8) [Vva ()l =int | () (int(dom (o)) U lalo]llF)

o es
F —seccién

Lema 15. F Ik, ¢[o1,...,05] siysélosiz € |¢[o1,...,00]] 5.

La prueba es una facil induccién en férmulas, el lector interesado en consultar
la prueba o en més informacién acerca de la valuacién puede consultar [FO,
péags. 365 a 371].

Dados X y Y espacios topolégicos, un encaje completo del dlgebra de Heyting
Q(Y) en el dlgebra de Heyting Q2 (X) es una funcién f : Q(Y) — Q(X) tal
que:

(1) 0
) =X

1
r(Ua)=usa

3)
i€l i€l

(1) Gm(mAQ) (ﬂf@M)
el el
(5) f(int (A%)) =int (f (A)%)
Dados los espacios topolégicos X y Y, un encaje completo f : Q (V) — Q (X)

y un haz F' de T—estructuras sobre Y, podemos usar f para transportar F'y
construir un haz F' sobre X. La construccién la hacemos de la siguiente maneras:

(0) =
Y

(1) Siz € X, el universo de F, es el conjunto

{o:0 esuna F —seccién y z € f (domo)}/ vz,
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donde o« ysi,ysolosi,z € f({y:o(y) =7vW)}).

(2) A F, lo dotamos de 7—estructura de la siguiente manera. Dados
O1], - lonl, € Frya(vi,...,v,)atémica: F, F afloq],,...,[on],]
si,ysolosi, z € f({y: FyFaloi,...,on]}).

(3) Definidas las fibras sélo nos queda definir las secciones. Dada una
F'—seccién o con dominio U, definimos una F—seccién & con dominio

f(U) de la siguiente manera: si z € f (U), o (z) = [0]

T

La coleccién de secciones ¥ = {7 : o es una F' — seccién} satisface las condi-

ciones del teorema de existencia para haces, por lo que hemos efectivamente
construido un haz sobre X.

Teorema 11. F |k, a[07,...,0,] si, y solo si, z € f (||a 01, 0]l )

Demostracion.. La prueba es por inducciéon féormulas:

(1) Para las atémicas es por construccion.

(2) Flb, aABsi,ysolosi, Flb, ay Flr, siysolosize f(|aly)
y z € f(IBllp) si, y solosi, z € f(llallp) N fIBllg) si, y solo si,
vef(angly. i

(3) Flkg aV @ si, ysolosi, Flby ao F b, §siysélosiae f(||lalg)
oz € f(|Bllg) si, y solo si, z € f(|lallz) U f(||B]|z) si, y solo si,
v € J (ov 8. C

(4) F Ik o si, y sélo si, « € int ({y  F Iy a} ) si, y sélo si,
z € int (f (||l »)°) ya que por hipétesis de induccion ||z = f (||| z)
si, y s6lo si, x € f(||"a| ).

(5) La implicacién es similar y por ello se omite.

(6) F I, Jua (v) siy sélo si existe & tal que F' I, a[5] si, y solo si, existe
o tal que z € ||a[0]|| 5 si sdlo six € U |l [o]| 7 si, y solo si,

o es F'—seccién

zef| U lafolle
o es
F —seccién
si, y solo si, z € f (||[Fva (v)]| ).
(7) El cuantificador universal es similar y por ello se omite. v

Corolario 6.

(1) Flry aldy,...,60] si, yslosi, z € f({y: F Fy alor,...,00]}).

(2) Si FIF T entonces F I T.

(3) Siexiste un encaje completo de Q (V) en Q (X) y Y es genérico entonces
X es genérico.

(4) Si existe un encaje completo de ©(2°%) en Q(X) se tiene que X es
genérico.
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Teorema 12. Si X es un espacio metrizable sin puntos aislados existe un
encaje completo de Q2 (27%) en Q (X).

Para la prueba el lector puede consultar [MO].

Corolario 7. Si X es un espacio metrizable sin puntos aislados, X es genérico.

7.3. Completez y fragmentos. Sea A C {3,V,7,V,A,=}. Una A—férmula
es una férmula construida usando solo los operadores légicos en A. Una
A—teoria es una teoria que solo contiene A-féormulas. Un espacio topoldgico
X es A—genérico si, y sélo si, toda A—teoria tiene un modelo haz sobre X. Sea
F un haz de T-estructuras sobre X y sea Y un espacio topoldgico tal que X es
un subconjunto denso de Y. Dado U un abierto no vacio de Y definimos una
r-estructura F (U) de la siguiente manera:

(1) El universo de F' (U) es el conjunto de F-secciones con dominio UNX.
(2) Si a(xy...z,) es atémica y o1,...,0, € F(U) tenemos que F (U) E
aloy...op] si, y solo si, para todo a € U N X se tiene que

F,Ealoi(a),...,o,(a)] .

Si suponemos que el haz F' tiene secciones globales y que las fibras son no
vacias, la definicién anterior no tiene problemas. Ahora dadoy € Y y V (y)
un sistema fundamental de vecindades para y, podemos pensar en construir
una estructura sobre y usando la coleccion (F'(U)) ¢y (), para ello definimos

lim (F (U)) de la siguiente manera:
EV(y)
e El universo de lim (F(U))es | F(U)/ ~, donde o ~, psi, y
UeV(y) UeV(y)

solosi,c € F(U),pe F(V),existe W € V(y) talque (UNV)D Wy
o lwnx=p [wnx.

e Dada «a(z1,...,2,) una férmula atémica y o1,...,0, elementos del
universo de lim (F (U)), tenemos que lim (F (U)) F ajoy...04]

UeV(y) UeV(y)

U

si, y solo si, existe una vecindad W de y tal que (W N X) C dom (01),
oy dom(o,) y F(W)E alor [w,...,0n lw]. Hecho todo esto pasa-
mos a definir un haz F sobre Y de la siguiente manera:

(1) Sia€ X, F, = F,.

2) SiaeY\X, F,= lim (F()).
(2) StaeY\X, ngﬁ (U))

(3) Dada o una F-seccién con dominio UNX, definimos una F-seccién
¢ con dominio U tal que si @ € UN X entonces 7 (a) = o (a), y si

a € U\X entonces o (a) = [0],,.

El objeto asi construido es un haz de m-estructuras sobre X. Para ello basta
notar que satisface las condiciones del teorema de existencia para haces. Nétese

que el haz F lo hemos construido usando el proceso de germinacion.

TEsta estructura también se denomina estructura de secciones con dominio U.
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Sea D = {V,A, ", =}.

Lema 16. Para toda D-férmula o (z1,...,z,), Fly o [1,...,04] si, ¥ solo
si, existe una vecindad U de x tal que para todo a € U N X, se tiene que
Flrg alot,...,00)]

Demostracion. La prueba es por induccién sobre férmulas.

e Para atomicas es por construccion

e La conjuncién es facil y por ello se omite.

e Suponga que FIF, o [01,...,0,] ¥ que para toda U, vecindad de x
existe a € U, N X tal que F Ik, afoy,...,0,] y existe entonces una
vecindad W de a con W C U, N X tal que si b € W entonces F' I,
aloq,...,0p], existe entonces y € U, y una vecindad V, de y tal que
Vy,NX C W, por lo que F IFy @[G1,...,04,] ¥y F K, a [G1,...,04).

Suponga ahora que existe U, vecindad de z, tal que para todo a €
U, N X se tiene que F Ik, 'a[o1,...,0,]; se tiene entonces que para
todoa € U, N X, F ¥, aloy,...,04], y entonces para todo y € U, se
tiene que fﬂ‘y aloi,...,0n), por lo que FlIF,a [O1,...,00]

e Suponga que Fl,a= 8 [G1,...,0,], entonces existe U, una vecindad
de x tal que si y € U, yfll—ya[ﬁvl,...,awn], ﬁH—yﬂ[&vl,...,&;] y por
lo tanto para todo a € U, N X se tiene que si F Ik, «aoy,...,04].
Luego F' Ik, Bo1,...,04], por lo que existe una vecindad U, de z tal
que para todo a € U, N X, F Ik, a = Blo1,...,00]

Suponga ahora que existe una vecindad U, de x tal quesia € U,NX
entonces F Ik, o = [lo1,...,04], se sigue que para todo y € U, si
F IFy «[F1,...,0,] entonces F Ik, B[o1,...,04], porlo que Flya=
@[E{, R

o Fl, Yoa|v,1,...,0,] s,y solo si, existe una vecindad U, de x tal que
para todo y € U, y todo & con y en su dominio, F Fy a[5,01,...,00];
si, y solo si, para todo a € U, NX y todo ¢ que tiene a a en su dominio,
Flk, afo,01,...,04,] si, y solo si, para todo a € U, N X se tiene que
F k-, Yoalv,01,...,045].

Corolario 8.
(1) Sipara todoxz € X, F -, T y T es una D-teoria, entonces para todo
yeY,Flk, T.
(2) Si X es fuertemente D-genérico entonces Y es fuertemente D-genérico.

Nota 1. Veamos que la construccién no funciona para la disyuncion y el exis-
tencial. Sea 7 = {R, ¢} con R un simbolo de relacién unaria y ¢ un simbolo de
constante, sea F' el haz de T—estructuras sobre @) definido por:

e El espacio haz subyacente es la tripla (Q, 3, Q)
e ¢ es el nombre de la tinica seccién global del haz (Q,3,Q)
e Dado z € Q, F IF, R(c) si, y solo si, z < v/2.
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Al extender F a un haz F sobre R, se tiene que F deberfa forzar en v/2 la
sentencia R (¢) V'R (¢) ya que para todo a € Q, F' IF, R(c)V'R(c). Es im-
posible que F Iz R(c)V'R(c), ya que por el teorema anterior F ¥ 5 R(c)
y F ¥ vi R (¢). Es posible construir un ejemplo similar para verificar que tam-
poco podemos extender de manera adecuada el forzamiento del cuantificador
existencial de un haz F sobre X a su extensién F sobre Y.

En el contexto cldsico toda férmula es légicamente equivalente a una D-
férmula y por lo tanto toda teoria es logicamente equivalente a una D-teoria.
Obviamente esto no es cierto en el contexto intuicionista, pero dada cualquier
teorfa T existe una “D-versién” TP la cual es cldsicamente equivalente a T

Adicionalmente existe una manera candnica de sumergir la légica clésica y la
légica intuicionista en la D-légica intuicionista. Esta manera es una traduccion
conocida como traduccién de Godel.

Definicion 23. Dado 7 un vocabulario la traduccion de Godel es una funcién
g: L (1) — L(7) definida recursivamente de la siguiente manera:

(1) Si « es atémica g (o) ="«
(2) glanp)=g(a)Ag(B)
(3) gla=pB)=g(a)=g(B)
4) (") ="g ()

(5) g (Vza) = Vg (a)

(6) g(avB)="("g(a)\g(B))
(7) g (Fza) =Va (g (a))

Definicién 24. Una férmula « es estable si, y solo si, F g (o) <= «

Proposiciéon 3.
(1) @ € Rango(g) si, y solo si, a es una D-férmula en la que todos los
atomos estan o negados o doble negados.
(2) « es estable si, y solo si, « es equivalente a una D-férmula en la que
todos los atomos estan negados o doble negados.

La prueba es facil y por ello se omite.

Proposicién 4. Dada T una teoria y « una férmula g (T) F g («) si, y solo si,
Tk, a.

Para una prueba de la proposicién el lector puede consultar [VD] teorema
5.2.8.

Dada T una teoria, si toda o € T es estable tenemos que

g(T)={g(@):aeT} =T

y, por lo tanto, por el lema anterior T « si, y solo si, T . a.
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Corolario 9. Dados X y Y espacios topoldgicos tales que X es densoenY, y
dados F' un haz sobre X y F' su extension sobre Y, si T' es una teoria tal que
g(T) =T se tiene que F I+ T si, y solo si, F'IFT.

Dado un haz F' sobre X, URIBE en [U] construye un espacio booleano X y un
haz F sobre X tal que para toda sentencia «, F'IF g («) siy sélo si FIr g ().
Esta construccién es analoga a nuestra construcciéon de la extension a Y de
un haz F sobre un espacio denso de Y. A URIBE esta construccién le sirve
para extender al contexto de los espacios Ts sin puntos aislados, un teorema de
Macintyre (véase [M]) referente a haces de anillos sobre espacios booleanos.

Ahora, teniendo en cuenta que podemos sumergir la légica clasica en el
D-fragmento de la légica intuicionista y considerando que las D-férmulas se
portan bien, podemos restringir nuestra atenciéon a las D-férmulas o incluso
ser més radicales y restringirnos a considerar Dy-férmulas con Dy = {V, A, '}.

Definicion 25.

(1) Un haz F es regular si, y solo si, para todo z € X y para toda férmula
a(z1,...,2n) €voc(f(z)). FWs alor,...,on] siy sélo si para toda
vecindad U de z, existe y € U tal que F I-,a[o1,...,05].

(2) F es D(Dg)-regular si lo anterior se tiene cuando nos restringimos a
D(Dy)-férmulas.

(3) F es atémico-regular si lo anterior se tiene cuando nos restringimos
a férmulas atémicas.

Proposicion 5. Si F' es A—regular entonces para toda A-férmula o se tiene
que si F' I, "« entonces F' Ik, a.

Demostracion. Suponga que F W, «. Por la regularidad de a tenemos que
para toda vecindad U de x existe y € U tal que F' I, 'a, por lo que en ninguna
vecindad de z se fuerza densamente o y entonces F W, o, ™

Lema 17. Si F es atémico-regular es D-regular.

Demostracion.. Asumiendo que F' es atémico-regular probaremos que es D-
regular. La prueba es por induccién sobre D-féormulas:

(1) El caso atémico es por hipétesis.

(2) Supongamos que F' W, o A (3 entonces F ¥, o o F ¥, (3 y para
toda vecindad U de z existe y € U tal que F' IF,'av o F Ik, 6, v
entonces para toda vecindad U de z existe y € U tal que F' Ik, (a A ).
Supongamos ahora que para toda vecindad U de x existe y € U tal que
FIF, 7 (o A B), tenemos entonces que para toda vecindad U de z existe
y € U tal que F ¥, o A By por lo tanto F' I, o A (3.

(3) Si F W¥, '« entonces para toda vecindad U de x existe y € U tal que
F Iy «, por tanto para toda vecindad U de x existe y € U tal que
F I, o, Asumamos ahora que para toda vecindad U de x existe y



CONTRIBUCIONES A LA TEOR{A DE MODELOS DE HACES 35

tal que F' I, oy, se tiene entonces que para toda vecindad W de y,
en particular U, existe z € W tal que F' I, « y entonces para toda
vecindad U de x existe z € U tal que F I, a por lo que F ¥, a.

(4) La implicacién es similar y por ello se omite.

(5) Si F ¥, Yva (v,01...0,] entonces para toda vecindad U de z existe
y € U y existe o tal que F W, ao,01...0,] y entonces para toda
vecindad W de y, en particular para U, existe z € W tal que F I,
Tafo,01...04,) v entonces para toda vecindad U de z, existe z € U
tal que F' I, Vva (v,07 ...0,). La otra direccién es facil y por ello se
omite.

Definicion 26. Una Dy-teoria variable sobre X es una funcién continua f :
X — Spec (1) tal que para todo = € X se tiene que f (z) es una Dy-teoria.

Definicion 27.
(1) Una Dg-teoria variable f : X — Spec(7) es regular si, y solo si, para
todo x € X y toda a tal que voc (o) C voc (f (x)) se tiene que o ¢ f ()
si, y solo si, para toda vecindad U de z existe y tal que T« € f (y).
(2) Una Dy-teoria variable f : X — Spec (1) es saturada si, y solo si,
e Siparatodoxz € U, a ¢ f(x)y U es abierto, entonces, "a € f (x)
para todo x € U.
e Si Voa ¢ f(x) entonces para toda vecindad U de x existe y € U
y existe una constante ¢ tal que "o (c) € f (y).

Teorema 13. Si f : X — Spec (1) es una Dy-teoria variable regular y saturada
entonces F' tiene un modelo haz D-regular sobre X.

Demostracién. Dada f construimos Ff el haz codificado por f como en la
prueba del teorema 8. ¥

Hecho 1. Dada o atémica o atémica negada, F¥ |k, o [cy,..., ] si, y solo
si, a(cr, ... cn) € f(2).
La afirmacién anterior es cierta por la construccién del haz F7.

Hecho 2. F7 es atémico reqular.

FI¥, ale,..., 6] si, ysélosi, a(cr,...,cn) ¢ f(x)si, y sélo si, para toda
vecindad U de z existe y € U tal que "a(c1,...,¢,) € f(y); v entonces para

o~

toda vecindad U de x existe y € U tal que F/ |-, a[e1, ..., 5.

De la afirmacién anterior tenemos que el haz Ff es D-regular.
Hecho 3. Dada o (xy,...,x,) una Do-férmula, F' -, a[ey,...,¢,] si, y solo
si, a(cr, ... cn) € f(2).

La prueba de esta ultima afirmacién es por induccién sobre el rango cuan-
tificacional de las Dy—férmulas:

(1) El caso atémico se tiene.
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(2) La conjuncién es facil.

(3) FfiF, ey, ..., ¢, si, y solo si, existe U tal que para todo y € U se
tenga que F/ W, a[ci,...,3,] si, y sélo si, para todo y € U se tiene
que a(c1,...,¢n) ¢ f(y) si, y s6lo si, existe una vecindad U de z tal
que a(c1,...,¢n) ¢ f(y) paratodoy € U si, y sélo si, "a(c1,...,¢,) €
f (@),

(4) Ff W, Ywa (w,¢1,...,¢,] si, y solo si, para toda vecindad U de x
existe y € U y existe ¢ tales que F/ Ik, a[6,¢1,...,5,) si y sélo si,
por hipétesis de induccion, para toda vecindad U de x existe y € U
y existe ¢ constante tales que "« (c,c1,...,¢,) € f(y) si, y solo si,

Ywa (w,c1, ... ) ¢ f(z). ™
Concluimos proponiendo un problema y haciendo unos algunos comentarios.

Conjetura 1. Pruebe que todo espacio métrico enumerable y perfecto es fuerte-
mente Dg-genérico.

Notemos que si la conjetura propuesta tiene una solucién positiva, entonces
todo espacio métrico separable es Dg-genérico y estariamos entonces frente a la
posibilidad de desarrollar una buena teoria de modelos de Dy-teorias variables
en el contexto natural de los espacios métricos separables.

En este trabajo se prueban dos teoremas de completez para teorias variables
que tengan cierto tipo de extensiones, mas no fue posible encontrar condiciones
naturales que garanticen la existencia de estas extensiones. Sila conjetura fuera
cierta, tendriamos un teorema de completez pleno para la clase de Dy-teorias
variables sobre espacios métricos separables.

Un teorema de completez pleno para las teorias variables es el teorema de
completez que se requiere para basar en él una sélida teoria de modelos de
haces y en consecuencia una solida teoria de modelos para una logica temporal
de estructuras relacionales.
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