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Tantrices de lazos en R3

OscAR ANDRES MONTANO CARRENO
Universidad del Valle, Cali, Colombia

ABSTRACT. A loop in R? is a closed regular curve ¢. The normalization
of the velocity vector 7 = ¢/|g| is called the tangent indicatrix or the
tantrix of o. The tantrix is a closed curve in S2, but not all closed
curves in S? are the tantrix of some closed curve in R®. In this paper
sufficient and necessary conditions for a closed curve C’ in 52 to be the
tantrix of some loop in R® are given.
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RESUMEN. Un lazo en R® es una curva cerrada regular o. La normal-
izacién del vector velocidad 7 = /|| se denomina tangente indicatriz
o tantriz de ¢. La tantriz de una curva cerrada en R® es una curva
cerrada en S?, pero no siempre una curva cerrada en S? es la tantriz de
una curva cerrada en R®. Se dardn condiciones necesarias y suficientes
para que una curva cerrada C'’ en S? sea la tantriz de un lazo en R3.

1. Introduccion

En una charla dada en Sussex en el afio 1966 H. STEINHAUS conjeturd que
cualquier curva regular en R? debe contener al menos dos puntos en los cuales
los vectores tangentes tienen la misma direccién pero sentidos opuestos. En
el afio 1968 B. SEGRE [2] publicé un contraejemplo en R3 y demostré que la
conjetura es cierta para lazos regulares sobre elipsoides y paraboloides. Si o es
un curva cerrada regular sobre R?, su tantriz 7 = ¢/|d| es una curva cerrada
sobre S2. Por lo tanto, si una curva 7 sobre S2 no contiene puntos antipodales
y es la tantriz de un lazo o, entonces la conjetura de Steinhaus no es cierta. Se
hace necesario responder la pregunta: ; Cudndo una curva cerrada sobre S2 es la
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tantriz de un lazo en R3? Daremos respuesta a este interrogante sustituyendo
en el articulo de J. R. PORTER [1] argumentos intuitivos por definiciones y
demostraciones precisas.

2. Preliminares

Sea ¢ un lazo en R? parametrizado por longitud de arco s,

a(s) = (z1(s), z2(s), x3(s)) ,

0 < s < &. La tantriz 7 es 7(s) = (71(s), 72(s),73(s)) = &(s). Si integramos
cada una de las componentes de 7 se tiene

/S 7i(s)ds = 0. (2.1)
0

Por lo tanto para cualquier vector v € S?

/S v-7(s)ds =0. (2.2)
0

Lemma. La condicién (2,2) implica la siguiente condicion: (2,3) La tantriz T
de un lazo o en R? 6 es un circulo maximo de S? o contiene puntos en cualquier
par de hemisferios en los que se divida a S?.

Demostracion. Si v - 7(t) = 0 para algin v € S? entonces 7 es un circulo
méaximo. Si v - 7(¢) no es identicamente cero para todo v € S?, entonces por la
condicién (2.2) v - 7(t) debe cambiar de signo, y por lo tanto 7 debe contener
puntos a lado y lado de el plano que pasa por el origen y que tiene a v como
vector normal.

Demostraremos que la condicién (2.3) también es una condicién suficiente
para que un lazo 7 € S? sea la tantriz de un lazo en R3.

Sea 7 una curva cerrada sobre S2 con 0 < ¢ < {. Definamos ¢ como
t
o(t) = / T(s)ds, 0<t<ft (2.4)
0

La curva o asi definida tiene como tantriz a 7, pero no necesariamente es
cerrada. Si 7 satisface la condicién (2.3) se demostrard que existe una sucesién
de curvas con tantriz 7 que convergen a un lazo cerrado en R3.

En lo que sigue, T es una parametrizacién de una curva cerrada C'’ sobre 52
que satisface la condicién (2.3) y con 0 < ¢ < 1.
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Suponiendo que C'’ no es un circulo méximo, dado cualquier circulo maximo
¢ sobre S? la condicién (2.3) implica que C’ tiene puntos en los dos hemisferios
H,(¢) v H2(¢) con borde comun ¢. Existe por lo tanto una distancia angular
méxima de puntos de C’'NH;(¢) a ¢ y una distancia angular maxima de puntos
de C' N Hy(¢) a ¢. Sea m({) el minimo para las dos distancias. Llamaremos
§ al minimo de los m(¢) tomado sobre todos los circulos maximos ¢ de S2.
Formalmente:

Definicién 2.1. La minima desviacién angular estd definida por § =: /2 — ¢,
donde

= min max 7(t) - v. 2.5
cos ¢ ity ollf?gxf() v (2.5)

Observacion. Si § = 0 entonces 7 es un circulo maximo.

Definicién 2.2. Sea o(t) = fot 7(s)ds, 0 <t <1.La desviacién p, . estd defini-
da por

Po,r = |0(1)|~

Observacioén. Si p,r = 0 entonces la curva es cerrada.

3. Resultados previos

Lema. Sea C' la gréfica de una curva cerrada sobre S? que satisface la condi-
cién (2,3). Sea P el conjunto de todas las parametrizaciones T de esta curva
con 0 <t <1. SiG=infpp,,, entonces G = 0.

Observacién. Puesto que o tiene longitud uno, entonces p, - € [0,1].

Demostracion. Sea G > 0. Para todo € > 0 se puede encontrar 7y tal que
Poo.ry — G < €. Por definicién oo es una curva en R3 con longitud 1. Sea t;
tal que el dngulo 67 entre 6(t1) = 7(t1) y v := —oo(1) verifique la desigualdad
0<6, <7/2—4 (por (2.5) siempre existe t1).

Para cada ay € [0,1] consideremos la parametrizacién:

0‘1’(11 (t) = (1 — CL1)0‘0 <1 ¢

—a

), si 0<t<ti(l1—aq);

1,0, (t) = (1 = ar)oo(t1) + ardo(t1) <t_tlEL11_a1)> ;

si tl(l—al) §t§t1(17a1)+a1;

. t—a .
alyal(t):alao(tl)—i—(l—al)ao(1 1) , S1 tl(l—al)—l—al Stél
1
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Directamente se puede verificar que la tantriz de oy 4, es C'/ para todo a1 €
[0,1]. Se escojerd a; de tal manera que py, , 7, < Poy,z,- Llamaremos a esta
parametrizacién o1. Puesto que o1(1) = (1 — aq1)oo(1) + a170(t1), de la ley del
coseno:

pihn = [paoﬂ'o(l - al)]2 + a% - 2/0007‘"0(1 - al)al cosfy, (3'1)
el valor minimo se obtiene en:

. /)?70’-,—0 + Pog,ro COS 61 .
Paomo T 2Po0,m o801 + 17

ay (3.2)

remplazando en (3.1)

) Pyira (1 = co501)

po’1,7’1 -

3.3
02070 + 20007 cOS 01 + 1 (3:3)

. .o Py . .
la relacién anterior implica % < 1; por lo tanto, si escojemos
70,70

G(1 — cosd)
e< ———2
cos §

entonces

2 2
Pirg my COS™ 0

G2

2L -G < -
Poy,m pgoﬂ'o + 2Py, COs O + 1

- P2, 7y COS% O
2 o t2 sind + 1
pO’(),T() pUU,TU
P2, 7 €082 6(1 — &2 /(1 — cos0)?) — 2G?pyy 7, sind — 1
< : -
pgo,‘f‘o + 2p0'077'0 Sln5 + 1

—G?

<0

y la suposicién G > 0 no es cierta. ¥

Asi como de og construimos o1, de o1 podemos construir os y, recurrente-
mente, es posible construir una sucesién {o;} de lazos en R? con tantriz C''.

Si pi == po, r;» de la relacién (3.3) obtenemos

pj 1 —cos?(th) cos? §
P2 0% +2pocosty +1 g2+ 2pgsend + 1
-2 K}
= o8 < cos?s.

(po + send)? + (1 — sen?(4))
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De aqui que:

2
(plﬂ> < cos?§, (3.4)
Pi
y
(””1) < (cos? §)it! (3.5)
Po

También puesto que

ar <py+po ¥
ag < pr+p1 < picos? S+ pocosd, etc.

Tenemos
- 2 - 2 o\ - 2 o\i/2 2 1 Poo,m0
Zai < Pog,mo Z(cos 0)" + pog,ro Z(cos 8)" = Pooro Ty + 1= coss (3.6)
i=1 i=0 i=0

4. Teorema Principal

Teorema. Si C'’ es una curva cerrada sobre S? que satisface la condicién (2,3),
entonces existe un lazo o en R3 con tantriz C’.

Este teorema queda demostrado si encontramos una parametrizaciéon o € P
tal que pyr = 0.

Demostracion. Puesto que la serie dada en (3.5) es convergente y todas las o;
tienen la misma tantriz. Podemos empezar a iterar desde un oy tal que

Z;’ilai < 1/2.

Tenemos entonces una sucesién equicontinua de funciones {o;}. Aplicando el
teorema, de Arzela—Ascoli concluimos que existe una subsucesién la cual con-
verge uniformemente a una parametrizacién o. Necesariamente p,, = 0. En-
tonces en el caso general existe una menor parametrizacién de C'’ tal que
por = 0. En el caso especial en el cual C'’ vive enteramente sobre un circulo
méximo ¢, el procedimiento sigue siendo vélido puesto que o;(1) — 0;(0) siem-
pre es un punto de ¢ y existen puntos sobre C'/ que satisfacen las condiciones
dadas y que permiten construir ;4.
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5. Contraejemplo de J. R. Porter a la conjetura de Steinhaus

Consideremos S? con el sistema usual de coordenadas {¢,6} y definamos C’
por la ecuacion
¢ =cos30+2.

C'’ no posee puntos antipodales. En efecto, si (¢1,61) y (p2,02) fueran antipo-
dales, entonces ¢1 + ¢po = 7 y |02 — 01| = 7. La ecuacién dada no permite que
esto ocurra. Por otro lado si usamos la proyeccién estereografica observamos
que la curva se mantiene entre una circunferencia dentro del ecuador y otra por
fuera del ecuador. Cualquier circulo maximo o es una recta por el origen o con-
tiene dos puntos del ecuador y debe tener puntos fuera del ecuador y dentro del
ecuador. El anterior razonamiento implica que la curva dada contiene puntos
a lado y lado de cualquier circulo maximo. Se satisface entonces la condicion
(2.3). Existe por lo tanto un lazo o en R? con tantriz C'’. Concluimos que o
contradice la conjetura de Steinhaus.
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