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Resumen. Se presenta una estudio comparativo de la conocida teoŕıa
de los semigrupos C0 y la teoŕıa de los semigrupos integrados. Se pre-
sentan también algunas contribuciones a la teoŕıa estructural de los
semigrupos usando propiedades de la aproximación extendida de Yo-
sida.

1. Préliminaires

Dans la suite, nous noterons par E un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C, par B(E) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans E et par I l’unité de B(E).

1This work was partially supported by Yangtse Professorship Researches Programme,
Wuhan University, China.
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Pour un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E −→ E nous noterons par

ρ(A) = {λ ∈ C | λI −A est inversible dans B(E)}
l’ensemble résolvant de A ∈ B(E) et par

R( . ;A) : ρ(A) −→ B(E)
R(λ;A) = (λI −A)−1

la résolvante de l’opérateur linéaire A.

Définition 1.1. On appelle C0-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur
E une famille {T (t)}t≥0 ⊂ B(E) vérifiant les propriétés suivantes :

i) T (0) = I ;

ii) T (t + s) = T (t)T (s) , (∀) t, s ≥ 0 ;

iii) limt↘0 T (t)x = x , (∀)x ∈ E .

Définition 1.2. On appelle générateur infinitésimal du C0-semi-groupe
{T (t)}t≥0, un opérateur A défini sur l’ensemble :

D(A) =
{

x ∈ E
∣∣∣∣ limt↘0

T (t)x− x

t
existe

}
par :

Ax = lim
t↘0

T (t)x− x

t
, (∀)x ∈ D(A).

Exemple 1.3. Soit :

Cub[0,∞) = {f : [0,∞)→ R| f est uniformément continue et bornée} .

Avec la norme ‖f‖Cub[0,∞) = supα∈[0,∞) |f(α)|, l’espace Cub[0,∞) devient un
espace de Banach. Définissons :

(T (t)f) (α) = f(t + α) , (∀) t ≥ 0 et α ∈ [0,∞).

Evidemment T (t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :

i) (T (0)f) (α) = f(0 + α) = f(α). Donc T (0) = I ;

ii) (T (t + s)f) (α) = f(t + s + α) = (T (t)f) (s + α) = (T (t)T (s)f) (α),
(∀) f ∈ Cub[0,∞). Donc T (t + s) = T (t)T (s), (∀) t, s ≥ 0 ;

iii) limt↘0 ‖T (t)f − f‖Cub[0,∞) = limt↘0

{
supα∈[0,∞) |f(t + α)− f(α)|

}
=

0, (∀) f ∈ Cub[0,∞).
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De même, nous avons :

‖T (t)f‖Cub[0,∞) = sup
α∈[0,∞)

|(T (t)f) (α)| = sup
α∈[0,∞)

|f(t + α)|

= sup
β∈[t,∞)

|f(β)| ≤ sup
β∈[0,∞)

|f(β)| = ‖f‖Cub[0,∞) , (∀) t ≥ 0.

Donc ‖T (t)‖ = 1, (∀) t ≥ 0. Par conséquent {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur Cub[0,∞), nommé le C0-semi-groupe de trans-
lation à droite.

Soit A : D(A) ⊂ Cub[0,∞) −→ Cub[0,∞) le générateur infinitésimal du C0-
semi-groupe {T (t)}t≥0. Si f ∈ D(A), alors nous avons :

Af(α) = lim
t↘0

T (t)f(α)− f(α)
t

= lim
t↘0

f(α + t)− f(α)
t

= f ′(α) ,

uniformément par rapport à α. Par conséquent :

D(A) ⊂ {f ∈ Cub[0,∞) | f ′ ∈ Cub[0,∞)} .

Si f ∈ Cub[0,∞) tel que f ′ ∈ Cub[0,∞), alors :∥∥∥∥T (t)f − f

t
− f ′

∥∥∥∥
Cub[0,∞)

= sup
α∈[0,∞)

∣∣∣∣ (T (t)f) (α)− f(α)
t

− f ′(α)
∣∣∣∣ .

Mais :∣∣∣∣ (T (t)f) (α)− f(α)
t

− f ′(α)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(α + t)− f(α)
t

− f ′(α)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣1t f(τ)|α+t

α − f ′(α)
∣∣∣∣ = 1

t

∣∣∣∣∣∣
α+t∫
α

[f ′(τ)− f ′(α)] dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

t

α+t∫
α

|f ′(τ)− f ′(α)| dτ −→ 0

uniformément par rapport à α pour t↘ 0. Par suite :∥∥∥∥T (t)f − f

t
− f ′

∥∥∥∥
Cub[0,∞)

−→ 0 si t↘ 0,

d’où f ∈ D(A) et :

{f ∈ Cub[0,∞) |f ′ ∈ Cub[0,∞)} ⊂ D(A) .
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Par conséquentD(A) = {f ∈ Cub[0,∞) |f ′ ∈ Cub[0,∞)} et Af = f ′. Comme cet
opérateur est non borné, il ne peut pas engendrer un semi-groupe uniformément
continu.

Nous noterons par SG(M,ω) l’ensemble des C0-semi-groupes {T (t)}t≥0 ⊂
B(E) pour lesquels il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0 .

Dans ce cas, on dit que {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe exponentiellement
borné.

Proposition 1.4. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinité-

simal. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et on a l’égalité :

T (t)Ax = AT (t)x , (∀) t ≥ 0.

Preuve. Soit x ∈ D(A). Alors pour tout t ≥ 0, nous avons :

T (t)Ax = T (t) lim
h↘0

T (h)x− x

h

= lim
h↘0

T (h)T (t)x− T (t)x
h

.

Donc T (t)x ∈ D(A) et on a T (t)Ax = AT (t)x, (∀) t ≥ 0. ��

Remarque 1.5. On voit que :

T (t)D(A) ⊆ D(A) , (∀) t ≥ 0.

Proposition 1.6. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinité-
simal. Alors l’application :

[0,∞) � t �−→ T (t)x ∈ E
est dérivable sur [0,∞), pour tout x ∈ D(A) et nous avons :

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x , (∀) t ≥ 0.
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Preuve. Soient x ∈ D(A), t ≥ 0 et h > 0. Alors :∥∥∥∥T (t + h)x− T (t)x
h

− T (t)Ax

∥∥∥∥ ≤ ‖T (t)‖
∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥
≤Meωt

∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥ .

Par conséquent :

lim
h↘0

T (t + h)x− T (t)x
h

= T (t)Ax ,

d’où :
d+

dt
T (t)x = T (t)Ax , (∀) t ≥ 0.

Si t− h > 0, alors nous avons :∥∥∥∥T (t− h)x− T (t)x
−h

− T (t)Ax

∥∥∥∥
≤ ‖T (t− h)‖

∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax + Ax− T (h)Ax

∥∥∥∥
≤Meω(t−h)

(∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥+ ‖T (h)Ax−Ax‖
)

.

Par suite :

lim
h↘0

T (t− h)x− T (t)x
−h

= T (t)Ax

et :
d−

dt
T (t)x = T (t)Ax , (∀) t ≥ 0.

Il s’ensuit que l’application considérée dans l’énoncé est dérivable sur [0,∞),
quel que soit x ∈ D(A). De plus, on a l’égalité :

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x , (∀) t ≥ 0. ��

Lemme 1.7. Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe. Alors :

lim
h↘0

1
h

t+h∫
t

T (s)x ds = T (t)x

quels que soient x ∈ E et t ≥ 0.
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Preuve. L’égalité de l’énoncé résulte de l’évaluation :∥∥∥∥∥∥
1
h

t+h∫
t

T (s)x ds− T (t)x

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
1
h

t+h∫
t

(T (s)− T (t)) x ds

∥∥∥∥∥∥
≤ sup

s∈[t,t+h]

‖T (s)x− T (t)x‖

et de la continuité de l’application [0,∞) � t �−→ T (t)x ∈ E . ��

Proposition 1.8. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinité-

simal. Si x ∈ E , alors
t∫
0

T (s)x ds ∈ D(A) et on a l’égalité :

A

t∫
0

T (s)x ds = T (t)x− x , (∀) t ≥ 0.

Preuve. Soient x ∈ E et h > 0. Alors :

T (h)− I

h

t∫
0

T (s)x ds =
1
h

t∫
0

T (s + h)x ds− 1
h

t∫
0

T (s)x ds

=
1
h

t+h∫
h

T (u)x du− 1
h

t∫
0

T (s)x ds

=
1
h

t+h∫
0

T (u)x du− 1
h

h∫
0

T (u)x du− 1
h

t∫
0

T (u)x du

=
1
h

t+h∫
t

T (u)x du− 1
h

h∫
0

T (u)x du .

Par pasage à limite pour h↘ 0 et compte tenu du lemme 1.7, nous obtenons :

A

t∫
0

T (s)x ds = T (t)x− x , (∀) t ≥ 0
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et :
t∫

0

T (s)x ds ∈ D(A). ��

Théorème 1.9. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-

mal. Alors x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si

T (t)x− x =

t∫
0

T (s)y ds , (∀) t ≥ 0.

Preuve. =⇒ Si x ∈ D(A) et Ax = y, alors nous avons :

d

ds
T (s)x = T (s)Ax = T (s)y , (∀) s ∈ [0, t] , t ≥ 0,

d’où :
t∫

0

T (s)y ds =

t∫
0

d

ds
T (s)x ds = T (t)x− x , (∀) t ≥ 0.

⇐= Soient x, y ∈ E tel que

T (t)x− x =

t∫
0

T (s)y ds , (∀) t ≥ 0.

Alors nous avons

T (t)x− x

t
=

1
t

t∫
0

T (s)y ds , (∀) t ≥ 0,

d’où

lim
t↘0

T (t)x− x

t
= lim

t↘0

1
t

t∫
0

T (s)y ds = T (0)y = y , (∀) t ≥ 0,

compte tenu du lemme 1.7. Finalement on voit que x ∈ D(A) et Ax = y. ��

Théorème 1.10. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-
mal. Alors :

i) D(A) = E ;

ii) A est un opérateur fermé.
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Preuve. i) Soient x ∈ E et tn > 0 , n ∈ N, tel que lim
n→∞ tn = 0. Alors :

xn =
1
tn

tn∫
0

T (s)x ds ∈ D(A) , (∀) n ∈ N,

d’où :

lim
n→∞xn = lim

n→∞
1
tn

tn∫
0

T (s)x ds = T (0)x = x .

Par conséquent D(A) = E .
ii) Soit (xn)n∈N ⊂ D(A) tel que limn→∞ xn = x et lim

n→∞Axn = y. Alors :

‖T (s)Axn − T (s)y‖ ≤ ‖T (s)‖ ‖Axn − y‖ ≤Meωt ‖Axn − y‖
quel que soit s ∈ [0, t]. Par suite T (s)Axn −→ T (s)y, pour n → ∞, uni-
formément par rapport à s ∈ [0, t]. D’autre part, puisque xn ∈ D(A), nous
avons :

T (t)xn − xn =

t∫
0

T (s)Axn ds ,

d’où :

lim
n→∞ [T (t)xn − xn] = lim

n→∞

t∫
0

T (s)Axn ds ,

ou bien :

T (t)x− x =

t∫
0

T (s)y ds .

Finalement, on voit que :

lim
t↘0

T (t)x− x

t
= lim

t↘0

1
t

t∫
0

T (s)y ds = y .

Par suite x ∈ D(A) et Ax = y, d’où il résulte que A est un opérateur fermé.
��

Nous montrons maintenant un résultat qui concerne l’unicité de l’engendre-
ment pour les C0-semi-groupes.
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Théorème 1.11. [l’unicité de l’engendrement] Soient deux C0-semi-groupes
{T (t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 ayant pour générateur infinitésimal le même opérateur
A. Alors :

T (t) = S(t) , (∀) t ≥ 0.

Preuve. Soient t > 0 et x ∈ D(A). Définissons l’application :

[0, t] � s �−→ U(s)x = T (t− s)S(s)x ∈ D(A).

Alors :
d

ds
U(s)x =

d

ds
T (t− s)S(s)x + T (t− s)

d

ds
S(s)x

= −AT (t− s)S(s)x + T (t− s)AS(s)x
= 0

quel que soit x ∈ D(A). Par suite U(0)x = U(t)x, pour tout x ∈ D(A), d’où :

T (t)x = S(t)x , (∀) x ∈ D(A) et t ≥ 0.

Puisque D(A) = E et T (t), S(t) ∈ B(E), pour tout t ≥ 0, il résulte que :

T (t)x = S(t)x , (∀) t ≥ 0 et x ∈ E ,

ou bien :
T (t) = S(t) , (∀) t ≥ 0. ��

2. La transformée de Laplace d’un C0-semi-groupe

Dans la suite, pour ω ≥ 0 nous désignerons par Λω l’ensemble
{λ ∈ C |Re λ > ω }. Soit λ ∈ Λω et {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω). Nous avons :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0

et on voit que :∥∥e−λtT (t)x
∥∥ ≤ eRe λt ‖T (t)‖ ‖x‖ ≤Me−( Re λ−ω)t‖x‖ , (∀) x ∈ E .

Définissons l’application :
Rλ : E −→ E ,

par :

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt .
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Il est clair que Rλ est un opérateur linéaire. De plus, on a :

‖Rλx‖ ≤
∞∫
0

∥∥e−λtT (t)x
∥∥ dt ≤ M

Re λ− ω
‖x‖ , (∀) x ∈ E ,

d’où il résulte que Rλ est un opérateur linéaire borné.

Définition 2.1. L’opérateur :

R : Λω −→ B(E)

R(λ) =

∞∫
0

e−λtT (t) dt

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω).

Théorème 2.2. Soit T : [0,∞) −→ B(E) une application fortement continue
pour laquelle il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Alors l’application

R : Λω −→ B(E)

R(λ) =

∞∫
0

e−λtT (t) dt

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a

T (t + s) = T (t)T (s) , (∀) t, s ≥ 0.
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Preuve. Soient λ, µ ∈ Λω, tel que λ �= µ. Alors nous avons :
R(λ)−R(µ)

µ− λ
=

1
µ− λ

R(λ)− 1
µ− λ

R(µ)

=

∞∫
0

e−(µ−λ)τR(λ)dτ −
∞∫
0

e−(µ−λ)τR(µ)dτ

=

∞∫
0

e−(µ−λ)τ

∞∫
0

e−λrT (r)dr dτ −
∞∫
0

e−(µ−λ)τ

∞∫
0

e−µrT (r)dr dτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrT (r)dr dτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−µrT (r)dr dτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrT (r)dr dτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)(τ+r)e−λrT (r)dr dτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrT (r)dr dτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)(τ+r)dτe−λrT (r)dr

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrT (r)dr dτ −
∞∫
0

∞∫
r

e−(µ−λ)(ν)dνe−λrT (r)dr

=

∞∫
0


 r∫

0

e−(µ−λ)τdτ +

∞∫
r

e−(µ−λ)τdτ−
∞∫

r

e−(µ−λ)νdν


e−λrT (r)dr

=

∞∫
0

r∫
0

e−(µ−λ)sds e−λrT (r)dr =

∞∫
0

r∫
0

e−(µ−λ)se−λrT (r)dsdr

=

∞∫
0

∞∫
s

e−(µ−λ)se−λrT (r)drds =

∞∫
0

e−(µ−λ)s

∞∫
s

e−λrT (r)drds

=

∞∫
0

e−µs

∞∫
s

e−λ(r−s)T (r)drds =

∞∫
0

e−µs

∞∫
0

e−λtT (t + s)dtds

=

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µsT (t + s)dtds .
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D’autre part, il est clair que

R(λ)R(µ) =

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µsT (t)T (s) dtds

et par conséquent :

R(λ)−R(µ)
µ− λ

−R(λ)R(µ) =

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µs[T (t + s)− T (t)T (s)] dtds

d’où on déduit facilement les affirmations de l’énoncé. ��

Théorème 2.3. Soient A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire fermé
densement définit et {T (t)}t≥0 ⊂ B(E) une famille fortement continue pour
laquelle il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour
générateur infinitésimal l’opérateur A ;

ii) Λω ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω et tout x ∈ E on a R(λ)x = R(λ;A)x.

Preuve. i) =⇒ ii) Pour tout λ ∈ Λω et tout x ∈ E , nous avons :

T (h)R(λ)x−R(λ)x
h

=
1
h

∞∫
0

e−λtT (t + h)x dt− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
1
h

∞∫
h

e−λ(s−h)T (s)x ds− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
eλh

h

∞∫
h

e−λsT (s)x ds− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
eλh

h

( ∞∫
0

e−λsT (s)xds−
h∫

0

e−λsT (s)xds
)− 1

h

∞∫
0

e−λtT (t)xdt

=
eλh − 1

h

∞∫
0

e−λsT (s)x ds− eλh

h

∞∫
0

e−λsT (s)x ds .
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Par passage à limite, on obtient :

lim
h↘0

T (h)R(λ)x−R(λ)x
h

= λR(λ)x− x .

Il en résulte que R(λ)x ∈ D(A) et

AR(λ)x = λR(λ)x− x , (∀) x ∈ E ,
ou bien

(λI −A)R(λ)x = x , (∀) x ∈ E .
Si x ∈ D(A), alors nous obtenons :

R(λ)Ax =

∞∫
0

e−λtT (t)Ax dt =

∞∫
0

e−λt d

dt
T (t)x dt

=
[
e−λtT (t)x

]∣∣∞
0

+ λ

∞∫
0

e−λtT (t)x dt = x + λR(λ)x ,

d’où :
R(λ)(λI −A)x = x , (∀) x ∈ D(A).

Finalement, on voit que λ ∈ ρ(A) et R(λ)x = R(λ;A)x, pour tout x ∈ E .
ii) ⇐= i) Soit λ ∈ Λω et R(λ;A) = R(λ). Compte tenu du théorème 2.2 il

en résulte :
T (t + s) = T (t)T (s) , t, s ≥ 0.

De plus, si T (0)x = 0, alors T (t)x = T (t)T (0)x = T (t)0 = 0, pour tout t > 0.
Par conséquent R(λ)x = 0, d’où il résulte x = 0 et, par suite, T (0) = I. Il en
découle {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) .

Soit maintenant B le générateur infinitésimal du C0-semi-groupe {T (t)}t≥0.
Alors, en applicant la première partie de la preuve, on a :

R(λ;B) = R(λ) = R(λ;A)

d’où il s’ensuit que B = A. ��

Remarque 2.4. On voit que pour tout λ ∈ Λω on a :

Im R(λ;A) = Im R(λ) ⊆ D(A)

et :
R(λ;A)D(A) = R(λ)D(A) ⊆ D(A) .
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Remarque 2.5. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-
mal. Alors nous avons :

{λ ∈ C |Re λ > ω } ⊂ ρ(A).

et :
σ(A) ⊂ {λ ∈ C |Re λ ≤ ω } .

Théorème 2.6. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-
mal. Pour tout λ ∈ Λω on a :

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Preuve. Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) . Alors :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Compte tenu du théorème 2.3, si λ ∈ Λω, nous avons λ ∈ ρ(A) et :

R(λ;A)x =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt , (∀) x ∈ E .

De plus :

‖R(λ;A)‖ ≤ M

Re λ− ω
.

Il est clair que :

d

dλ
R(λ;A)x = −

∞∫
0

te−λtT (t)x dt , (∀) x ∈ E

et par récurrence on peut montrer que :

dn

dλn
R(λ;A)x = (−1)n

∞∫
0

tne−λtT (t)x dt , (∀) x ∈ E et n ∈ N∗.

D’autre part, nous avons :
dn

dλn
R(λ;A)x = (−1)nn!R(λ;A)n+1

x , (∀) x ∈ E et n ∈ N∗.

Par suite, on a :

(−1)nn!R(λ;A)n+1
x = (−1)n

∞∫
0

tne−λtT (t)x dt , (∀) x ∈ E et n ∈ N∗,
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d’où il résulte que :

R(λ;A)n
x =

1
(n− 1)!

∞∫
0

tn−1e−λtT (t)x dt , (∀) x ∈ E et n ∈ N∗.

De plus :

‖R(λ;A)n
x‖ ≤ M‖x‖

(n− 1)!

∞∫
0

tn−1e−( Re λ−ω)t dt

=
M‖x‖

(n− 1)!
n− 1

Re λ− ω

∞∫
0

tn−2e−( Re λ−ω)t dt

= · · · = M‖x‖
(Re λ− ω)n

quels que soient x ∈ E et n ∈ N∗. Par conséquent :

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗. ��

3. L’approximation généralisée de Yosida

Dans cette section nous avons utilisé les idées de Pazy [Pa’83-1, pag. 9]
pour obtenir une petite extension de l’aproximation de Yosida .

Lemme 3.1. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire vérifiant les
propriétés suivantes :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E ;

ii) il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λω, on a :

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Alors pour tout λ ∈ Λω, nous avons :

lim
Re λ→∞

λR(λ;A)x = x , (∀) x ∈ E .

De plus λAR(λ;A) ∈ B(E) et :

lim
Re λ→∞

λAR(λ;A)x = Ax , (∀)x ∈ D(A).
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Preuve. Soient x ∈ D(A) et λ ∈ C tel que Re λ > ω. Alors R(λ;A)(λI−A)x =
x. Si Reλ→∞, nous avons :

‖λR(λ;A)x− x‖ = ‖R(λ;A)Ax‖ ≤ ‖R(λ;A)‖ ‖Ax‖

≤ M

Re λ− ω
‖Ax‖ −→ 0 ,

d’où il résulte que :

lim
Re λ→∞

λR(λ;A)x = x , (∀) x ∈ D(A).

Soit x ∈ E , puisque D(A) = E , il existe une suite (xn)n∈N ⊂ D(A) telle que
xn −→ x si n→∞. Nous avons :

‖λR(λ;A)x−x‖ ≤ ‖λR(λ;A)x−λR(λ;A)xn‖+ ‖λR(λ;A)xn −xn‖+‖xn − x‖
≤ ‖λR(λ;A)‖ ‖x− xn‖+ ‖λR(λ;A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ |λ|M
Re λ− ω

‖x− xn‖+
M

Re λ− ω
‖Axn‖+ ‖xn − x‖

=
|λ|M + Re λ− ω

Re λ− ω
‖xn − x‖+

M

Re λ− ω
‖Axn‖ .

Mais xn −→ x si n→∞. Donc pour tout ε > 0 , il existe nε ∈ N tel que :

‖xnε
− x‖ < ε

Re λ− ω

|λ|M + Re λ− ω
.

Par conséquent :

‖λR(λ;A)x− x‖ < ε +
M

Re λ− ω
‖Axnε

‖ ,

d’où :
lim sup
Re λ→∞

‖λR(λ;A)x− x‖ < ε , (∀) x ∈ E ,
ou bien :

lim
Re λ→∞

λR(λ;A)x = x , (∀) x ∈ E .
De plus :

λAR(λ;A) = λ [λI − (λI −A)] R(λ;A) = λ [λR(λ;A)− I] = λ2R(λ;A)− λI.

Par suite, on a :

‖λAR(λ;A)x‖ = ‖λ [λR(λ;A)− I]x‖ ≤ |λ| ‖λR(λ;A)x− x‖

≤ |λ| (‖λR(λ;A)x‖+‖x‖) ≤ |λ|
( |λ|M

Re λ− ω
+1
)
‖x‖ , (∀)x ∈ E

et on voit que λAR(λ;A) ∈ B(E).
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Si x ∈ D(A), alors nous avons :

λR(λ;A)Ax =
[
λ2R(λ;A)− λI

]
x = λAR(λ;A)x ,

d’où il résulte que :

lim
Re λ→∞

λAR(λ;A)x = lim
Re→∞

λR(λ;A)Ax = Ax , (∀) x ∈ D(A). ��

Remarque 3.2. On peut dire que les opérateurs bornés λAR(λ;A) sont des
approximations pour l’opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on
introduit la définition suivante.

Définition 3.3. La famille {Aλ}λ∈Λω
⊂ B(E), où Aλ = λAR(λ;A), s’appelle

l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A.

Théorème 3.4. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω), A son générateur infinitésimal

et {Aµ}µ∈Λω
l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A. Alors pour

tout µ ∈ Λω, il existe Ω > ω tel que ΛΩ ⊂ ρ(Aµ) et pour tout λ ∈ ΛΩ on a :

‖R(λ;Aµ)‖ ≤ M

Re λ− Ω
.

De plus, pour ε > 0, il existe une constante C > 0 (qui dépend de M et ε) tel
que :

‖R(λ;Aµ)x‖ ≤ C

|λ| (‖x‖+ ‖Ax‖) , (∀) x ∈ D(A),

quels que soient λ, µ ∈ C, avec Re λ > Ω + ε et Re µ > ω +
|µ|
2

.

Preuve. Soit µ ∈ Λω arbitrairement fixé. Nous avons vu que Aµ est le généra-
teur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu

{
etAµ

}
t≥0

. En ce cas,
nous avons :∥∥etAµ

∥∥ =
∥∥∥et(µ2R(µ;A)−µI)

∥∥∥ =
∥∥∥e−µtIeµ2tR(µ;A)

∥∥∥
≤ e−Re µt

∥∥∥∥∥
∞∑

k=0

tkµ2kR(µ;A)k

k!

∥∥∥∥∥ ≤ e−Re µt
∞∑

k=o

tk|µ|2k
∥∥∥R(µ;A)k

∥∥∥
k!
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≤ e−Re µt
∞∑

k=0

tk|µ|2kM

k!( Re µ− ω)k
= Me−Re µt

∞∑
k=0

(
t|µ|2

Re µ−ω

)k

k!

= Me−Re µtet|µ|2/( Re µ−ω)

= Met(ω Re µ+ Im 2µ)/( Re µ−ω) .

Si nous notons :

Ω =
ω Re µ + Im 2µ

Re µ− ω
,

alors il est clair que :

Ω = ω +
ω2 + Im 2µ

Re µ− ω
> ω

et que ΛΩ = {λ ∈ C |Re λ > Ω} ⊂ ρ(Aµ). De plus, pour tout λ ∈ ΛΩ, nous
avons :

‖R(λ;Aµ)‖ ≤ M

Re λ− Ω
.

Si nous considérons λ ∈ C tel que Re λ > Ω + ε, où ε > 0, alors on voit que :

‖R(λ;Aµ)‖ ≤ M

ε
.

D’autre part, pour x ∈ D(A) et µ ∈ Λω tel que Re µ > ω+
|µ|
2

, nous obtenons :

‖Aµx‖ = ‖µR(µ;A)Ax‖ ≤ |µ|‖R(µ;A)‖‖Ax‖

≤ |µ| M

Re µ− ω
‖Ax‖ ≤ 2M‖Ax‖ .

De l’égalité :
(λI −Aµ)R(λ;Aµ) = I ,

il vient :
R(λ;Aµ) =

1
λ

I +
1
λ

R(λ;Aµ)Aµ

et par conséquent :

‖R(λ;Aµ)x‖ ≤ 1
|λ| (‖x‖+ ‖R(λ;Aµ)‖‖Aµx‖)

≤ 1
|λ|
(
‖x‖+

2M2

ε
‖Ax‖

)

≤ C

|λ| (‖x‖+ ‖Ax‖) , (∀) x ∈ D(A) ,
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où la constante C ne dépend que de M et de ε. ��

Théorème 3.5. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω), A son générateur infinitésimal,

{Aµ}µ∈Λω
l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A et λ ∈ C tel

que Re λ > ω + ε, arbitrairement fixé pour ε > 0. Alors il existe µ ∈ Λω tel

que λ ∈ ρ(Aµ),
λµ

λ + µ
∈ ρ(A) et

R(λ;Aµ) =
1

λ + µ
I +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

.

Preuve. Compte tenu du théorème 3.4, pour µ ∈ Λω, il existe Ω > ω tel que
ΛΩ ⊂ ρ(Aµ). Nous avons :

Ω =
ω Re µ + Im 2µ

Re µ− ω
.

Donc l’inégalité Re λ > Ω est équivalente avec :

Re λ > ω +
ω2 + Imµ

Re µ− ω
.

Soit ε > 0. Si µ ∈ Λω tel que
ω2 + Imµ

Re µ− ω
< ε, alors Re λ > ω + ε implique

Re λ > Ω. Par suite, λ ∈ ρ(Aµ). Donc il existe R(λ;Aµ) et avec le théorème
3.4 on voit que :

‖R(λ;Aµ)‖ ≤ M

Re λ− ω
.

D’autre part, nous avons :

Re
λµ

λ + µ
= Re

(
λ− λ2

λ + µ

)
= Re λ− Re

λ2

λ + µ

> ω + ε− Re
λ2

λ + µ
.

Etant donné k > 0 tel que |Imλ| ≤ k, il existe µ ∈ Λω tel que Re
λ2

λ + µ
<

ε

2
.

Il s’ensuit que Re
λµ

λ + µ
> ω +

ε

2
. Par conséquent,

λµ

λ + µ
∈ ρ(A) et donc

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

existe bien.
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Nous avons :

1
λ + µ

(λI −Aµ)(µI −A)R
(

λµ

λ + µ
;A
)

=
1

λ + µ

[
λI − µ2R(µ;A) + µI

]
(µI −A)R

(
λµ

λ + µ
;A
)

=
(

µI −A− µ2

λ + µ
I

)
R

(
λµ

λ + µ
;A
)

=
(

λµ

λ + µ
I −A

)
R

(
λµ

λ + µ
;A
)

= I .

Par un calcul analogue, on peut obtenir :

1
λ + µ

(µI −A)R
(

λµ

λ + µ
;A
)

(λI −Aµ) = I .

Il s’ensuit que :

R(λ;Aµ) =
1

λ + µ
(µI −A)R

(
λµ

λ + µ
;A
)

.

De plus, compte tenu de l’identité de la résolvante, il en résulte que :

R

(
λµ

λ + µ
;A
)
−R(µ;A) =

(
µ− λµ

λ + µ

)
R

(
λµ

λ + µ
;A
)

R(µ;A) .

En applicant la commutativité de la résolvante, on obtient :

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

= R(µ;A) +
µ2

λ + µ
R(µ;A)R

(
λµ

λ + µ
;A
)

d’où il s’ensuit que

1
λ + µ

(µI −A)R
(

λµ

λ + µ
;A
)

=
1

λ + µ
I +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

. ��

Remarque 3.6. Evidemment, pour λ ∈ Λω, on voit que Aλ est le générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe uniformément continu

{
etAλ

}
t≥0

. Nous utiliserons
cette famille pour montrer l’existence d’un C0-semi-groupe engendré par A.
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4. Le théorème de Hille-Yosida

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat très important concernant
les semi-groupes de classe C0. Il s’agit du célèbre théorème de Hille-Yosida qui
donne une caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de C0-semi-
groupes. Il a été montré pour la première fois indépendamment par Hille dans
[Hi’48] et par Yosida dans [Yo’48] pour les C0-semi-groupes de contractions.
Quelques années plus tard, Feller dans [Fe’53], Miyadera dans [Mi’52]
et Phillips dans [Ph’52] donnent une preuve pour le cas général d’un C0-
semi-groupe. Nous avons obtenu une preuve dans le cas le plus général, en
utilisant l’approximation généralisée de Yosida que nous avons introduit dans
la définition 3.3.

Dans la suite, pour tout r > 1, nous notons par Λω,r l’ensemble

{
λ ∈ C

∣∣∣∣ Re λ >
r

r − 1
ω

}
.

Lemme 4.1. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire vérifiant les
propriétés suivantes :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E ;

ii) il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λω, on a :

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Si {Aλ}λ∈Λω
est l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A, alors

pour tout r > 1 et tous α, β ∈ Λω,r nous avons :

∥∥etAαx− etAβ x
∥∥ ≤M2teωrt ‖Aαx−Aβx‖ , (∀) x ∈ E et t ≥ 0.

Preuve. Soient α, β ∈ Λω, v ∈ [0, 1] et x ∈ E . Alors :

d

dv

(
evtAαe(1−v)tAβ x

)
= tAαevtAαe(1−v)tAβ x− tevtAαAβe(1−v)tAβ x .
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On peut facilement vérifier que Aα, Aβ , evtAα et e(1−v)tAβ commutent quels
que soient α, β ∈ Λω et t ≥ 0. Nous obtenons :

1∫
0

d

dv

(
evtAαe(1−v)tAβx

)
dv =

1∫
0

(
tevtAαAαe(1−v)tAβ x− tevtAαAβe(1−v)tAβx

)
dv ,

d’où :

evtAαe(1−v)tAβ x
∣∣∣1
0

=

1∫
0

(
tevtAαe(1−v)tAβ Aαx− tevtAαe(1−v)tAβAβx

)
dv ,

ou bien :

etAαx− etAβ x = t

1∫
0

evtAαe(1−v)tAβ (Aαx−Aβx) dv

quels que soient t ≥ 0 et x ∈ E . Nous en déduisons que :

∥∥etAαx− etAβ x
∥∥ ≤ t

1∫
0

∥∥evtAα
∥∥∥∥∥e(1−v)tAβ

∥∥∥ ‖Aαx−Aβx‖ dv .

D’autre part, nous avons :∥∥etAα
∥∥ =

∥∥∥et(α2R(α;A)−αI)
∥∥∥ =

∥∥∥e−αtIeα2tR(α;A)
∥∥∥

≤ e−Re αt

∥∥∥∥∥
∞∑

k=0

tkα2kR(α;A)k

k!

∥∥∥∥∥ ≤ e−Re αt
∞∑

k=o

tk|α|2k
∥∥∥R(α;A)k

∥∥∥
k!

≤ e−Re αt
∞∑

k=0

tk|α|2kM

k!( Re α− ω)k
= Me−Re αt

∞∑
k=0

(
t|α|2

Re α−ω

)k

k!

= Me−Re αtet|α|2/( Re α−ω) = Met(ω Re α+Im 2α)/( Re α−ω) ,

quel que soient α ∈ Λω et t ≥ 0. Soit r > 1 tel que :

ω Re α + Im2α

Reα− ω
< ωr .
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Alors, nous avons :

ω Re α + Im 2α < ωr Re α− ω2r ,

d’où :
ω Re α < ωr Re α− ω2r ,

ou bien :
ω2r < ω(r − 1)Re α .

Il en découle :
Re α >

r

r − 1
ω .

Par conséquent, pour tout r > 1 et tout α ∈ Λω,r, on obtient :∥∥etAα
∥∥ ≤Merωt , (∀) t ≥ 0.

Par suite, on a :

∥∥etAαx− etAβ x
∥∥ ≤ t

1∫
0

MeωrvtMeωr(1−v)t ‖Aαx−Aβx‖ dv =

= M2teωrt ‖Aαx−Aβx‖
quels que soient x ∈ E et t ≥ 0. ��

Maintenant nous présentons une variante du célèbre théorème de Hille–
Yosida pour les semi-groupes de classe SG(M,ω).

Théorème 4.2. [Hille–Yosida] Un opérateur linéaire :

A : D(A) ⊂ E −→ E
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) si et
seulement si :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E ;

ii) il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Λω, on a :

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Preuve. =⇒ On obtient cette implication en tenant compte du théorème 1.10
et du théorème 2.6.
⇐= Supposons que l’opérateur A : D(A) ⊂ E −→ E possède les propriétés (i)
et (ii). Soit {Aλ}λ∈Λω

, l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A.
Compte tenu du lemme 3.1, il résulte que Aλ ∈ B(E) et :

lim
Re λ→∞

Aλx = Ax , (∀) x ∈ D(A).
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Pour λ ∈ Λω, soit {Tλ(t)}t≥0 =
{
etAλ

}
t≥0

le semi-groupe uniformément continu
engendré par Aλ. Soit r > 1. Avec le lemme 4.1, on a :

‖Tα(t)x− Tβ(t)x‖ ≤M2teωrt ‖Aαx−Aβx‖ , (∀)α, β ∈ Λω,r, x ∈ D(A) et t ≥ 0.

Soient [D(A)] l’espace de Banach D(A) avec la norme ‖ . ‖D(A), et B([D(A)], E)
l’espace des opérateurs linéaires bornés définis sur [D(A)] avec valeur dans
E , doté de la topologie forte. Notons par C ([0,∞);B([D(A)], E)) l’espace des
fonctions continues définies sur [0,∞) à valeurs dans B([D(A)], E) doté de la
topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0,∞). Si
[a, b] ⊂ [0,∞), alors pour tout x ∈ D(A) nous avons :

sup
t∈[a,b]

‖Tα(t)x− Tβ(t)x‖ ≤M2beωrb (‖Aαx−Ax‖+ ‖Aβx−Ax‖) −→ 0

si r ↘ 1, donc si Re α, Re β → ∞, d’où il résulte que
(
{Tλ(t)}t≥0

)
λ∈Λω,r

est

une suite de Cauchy dans C ([0,∞);B([D(A)], E)). Donc, il existe un unique
T0 ∈ C ([0,∞);B(D(A), E)) tel que Tλ(t)x −→ T0(t)x, si Re λ → ∞, quel que
soit x ∈ D(A), pour la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles
compacts de [0,∞). Puisque :

‖Tλ(t)‖ ≤Meωrt , (∀) t ≥ 0,

on obtient :

‖T0(t)x‖ ≤Meωt‖x‖ , (∀) t ≥ 0 et x ∈ D(A).

Considérons l’application linéaire :

Θ0 : D(A) −→ C ([a, b]; E)
Θ0x = T0( . )x

quel que soit [a, b] ⊂ [0,∞). Comme nous avons :

‖Θ0x‖C([a,b];E) = sup
t∈[a,b]

‖T0(t)x‖ ≤Meωb‖x‖ ≤Meωb‖x‖D(A) , (∀) x ∈ D(A),

on voit que Θ0 est une application continue et puisque D(A) = E , elle se
prolonge de façon unique en une application linéaire continue :

Θ : E −→ C ([a, b]; E)
telle que :

Θ|D(A) = Θ0

et :
‖Θx‖C([a,b];E) ≤Meωb‖x‖
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quel que soit x ∈ E . Par conséquent, il existe un seul opérateur
T ∈ C ([a, b];B(E)) tel que :

Θx = T ( . )x , (∀) x ∈ E .
On peut répéter ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0,∞) et on
voit qu’il existe un seul opérateur, noté aussi par T ∈ C ([0,∞);B(E)), tel que
pour tout x ∈ E on ait :

Tλ(t)x −→ T (t)x si Re λ→∞,

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0,∞). De plus :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Il est évident que :

T (0)x = lim
Re λ→∞

Tλ(0)x = x , (∀) x ∈ E
et :

lim
t↘0

T (t)x = lim
t↘0

(
lim

Re λ→∞
Tλ(t)x

)
= lim

Re λ→∞

(
lim
t↘0

Tλ(t)x
)

= x , (∀) x ∈ E .

Soient t, s ∈ [0,∞) et x ∈ E . Alors, nous avons :

‖T (t + s)x− T (t)T (s)x‖ ≤ ‖T (t + s)x− Tλ(t + s)x‖
+ ‖Tλ(t + s)x− Tλ(t)T (s)x‖+ ‖Tλ(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖
≤ ‖T (t + s)x− Tλ(t + s)x‖+ ‖Tλ(t)‖ ‖Tλ(s)x− T (s)x‖

+ ‖Tλ(t) (T (s)x)− T (t) (T (s)x)‖ .

Puisque Tλ(t) −→ T (t), si Re λ→∞, pour la topologie forte de B(E), il s’ensuit
que T (t + s)x = T (t)T (s)x, pour tout x ∈ E . Par conséquent {T (t)}t≥0 ∈
SG(M,ω).

Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T (t)}t≥0.
Pour tout x ∈ D(A) on a :

‖Tλ(s)Aλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖Tλ(s)‖ ‖Aλx−Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖
≤Meωrt ‖Aλx−Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖ −→ 0

si Re λ→∞, uniformément par rapport à s ∈ [0, t], d’où :

T (t)x− x = lim
Re λ→∞

[Tλ(t)x− x] = lim
Re λ→∞

t∫
0

Tλ(s)Aλx ds =

t∫
0

T (t)Ax ds

quels que soient x ∈ D(A) et t ≥ 0.
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Soit B le générateur infinitésimal du C0-semigroupe {T (t)}t≥0. Si x ∈ D(A),
alors :

lim
t↘0

T (t)x− x

t
= lim

t↘0

1
t

t∫
0

T (s)Ax ds = Ax

et nous voyons que x ∈ D(B). Par conséquent D(A) ⊂ D(B) et B|D(A) = A.

D’autre part, nous avons l’inégalité :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Si λ ∈ Λω, alors λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B). Soit x ∈ D(B), on a donc (λI −B)x ∈ E
et comme l’opérateur λI − A : D(A) −→ E est bijectif, il existe x′ ∈ D(A) tel
que (λI −A) x′ = (λI −B)x. Puisque B|D(A) = A, il vient que (λI −B)x′ =
(λI −B)x et comme λ ∈ ρ(B), il en résulte que x′ = x. Par suite x ∈ D(A) et
donc D(B) ⊂ D(A).

Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B. Nous avons montré donc
que A est le générateur infinitésimal du C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 et compte
tenu du théorème de l’unicité de l’engendrement, il résulte que {T (t)}t≥0 est
l’unique C0-semi-groupe engendré par A. ��

Corollaire 4.3. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) , A son générateur infinitésimal

et {Aλ}λ∈Λω
l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A. Alors :

T (t)x = lim
Re λ→∞

etAλx , (∀) x ∈ E ,
uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0,∞).

Preuve. Elle résulte du théorème de Hille–Yosida. ��
Il existe des semi-groupes qui ne sont pas C0-semi-groupes, comme nous

pouvons le voir dans l’exemple suivant [Vr’01, Problema 2.3].

Exemple 4.4. Soit :

Ccb (R) = {f : R→ R | f est continue et bornée} .

Avec la norme
‖f‖Ccb(R) = sup

α∈R
|f(α)|

l’espace Ccb(R) devient un espace de Banach. Soit t ≥ 0 et

S(t) : Ccb(R) −→ Ccb(R)

(S(t)f) (α) = f(t + α) , (∀)f ∈ Ccb(R) et α ∈ R.
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Compte tenu de l’exemple 1.3, on voit que {S(t)}t≥0 est un semi-groupe d’o-
pérateurs linéaires bornés sur Ccb(R). Mais l’égalité

lim
t↘0

S(t)f = f , (∀)f ∈ Ccb(R)

est vraie si et seulemant si f est une fonction uniformément continue sur R.
Comme dans l’espace Ccb(R) on peut trouver des fonctions qui ne sont pas
uniformément continue, par exemple f(α) = sin α2, il s’ensuit que le semi-
groupe {S(t)}t≥0 n’est pas de classe C0.

De plus, on peut voir que le semi-groupe {S(t)}t≥0 a pour générateur infi-
nitésimal l’opérateur

A : D(A) ⊂ Ccb(R) −→ Ccb(R)

Af = f ′

où

D(A)={f :R→R | est uniformément derivable à droite sur R et f ′∈ Cub(R)}.
Comme

D(A) = Cub(R) ⊂ Ccb(R) ,

il s’ensuit que A n’est pas un opérateur dens définit.
Dans le cas d’un générateur infinitésimal A qui n’est plus un opérateur dens

définit, on a le théorème suivant.

Théorème 4.5. Soit A : D(A) ⊂ E ←− E un opérateur linéaire fermé pour
lequel il existe M ≥ 0 et ω > 0 tel que Λω ∈ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω on a

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Alors la partie de A dans D(A) est le générateur d’un C0-semi-groupe sur D(A).

Preuve. La partie de A dans D(A) est l’opérateur linéaire AD(A)
définit sur

l’ensemble
D
(
AD(A)

)
=
{

x ∈ D(A)
∣∣∣Ax ∈ D(A)

}
par

AD(A)
= A

/
D(AD(A))

.

Il est clair que pour tout λ ∈ Λω et tout x ∈ D
(
AD(A)

)
on a

λx−AD(A)
x = λx−Ax .
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Par suite Λω ∈ ρ
(
AD(A)

)
et pour la résolvante de la partie de A dans D(A)

R
(

. ;AD(A)

)
: ρ
(
AD(A)

)
−→ B

(
D
(
AD(A)

))
on obtient

R
(
λ;AD(A)

)
= R(λ;A)

/
D(A)

.

Alors, pour tout x ∈ D(A) et tout λ ∈ Λω il résulte que∥∥∥R(λ;AD(A)

)n

x
∥∥∥ = ‖R(λ;A)nx‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
‖x‖ , (∀) n ∈ N∗.

De plus, pour tout x ∈ D(A) on a :

‖λR(λ;A)x− x‖ = ‖R(λ;A)Ax‖ ≤ M

(Re λ− ω)
‖Ax‖

d’où il s’ensuit que

lim
Re λ→∞

λR(λ;A)x = x , (∀) x ∈ D(A).

De même, on peut remarquer que pour tout x ∈ D(A) il résulte λR(λ;A)x ∈
D(A) et

A(λR(λ;A)x) = λAR(λ;A)x = λ[λI − (λI −A)]R(λ;A)x

= λ[λR(λ;A)x− x] = λ[λR(λ;A)x−R(λ;A)(λI −A)x]

= λR(λ;A)[λx− λx + Ax] = λR(λ;A)Ax ,

quel que soit λ ∈ Λω. Par conséquent, λR(λ;A)x ∈ D(A) et A(λR(λ;A)x) ∈
D(A) ⊂ D(A), pour tout x ∈ D(A) et tout λ ∈ Λω. Il s’ensuit donc que
λR(λ;A)x ∈ D

(
AD(A)

)
, pour tout x ∈ D(A) et tout λ ∈ Λω.

Soit maintenant x ∈ D(A) et tn ∈
(
0, 1

ω

)
, n ∈ N, tel que limn→∞ tn = 0.

Alors

xn =
1
tn

R

(
1
tn

;A
)

x ∈ D
(
AD(A)

)
, (∀) n ∈ N

et

lim
n→∞xn = lim

n→∞
1
tn

R

(
1
tn

;A
)

x = x .

Il en résulte que D
(
AD(A)

)
est dens dans D(A), donc dans D(A).

Avec le théorème de Hille-Yosida il s’ensuit que AD(A)
est le générateur

infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 sur D(A).
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Soit {Aλ}λ∈Λω
l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A. Alors

la famille
{

A
λ,D(A)

}
λ∈Λω

⊂ B
(
D
(
AD(A)

))
donnée par

A
λ,D(A)

= Aλ

/
D(A)

est l’approximation de Yosida de l’opérateur AD(A)
. Compte tenu du corollaire

4.3 il en résulte que pour le C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 engendré par la partie
de A dans D(A) on a :

T (t)x = lim
Re λ→∞

etA
λ,D(A)x , (∀) x ∈ D(A),

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0,∞). ��

5. Semi-groupes intégrés. Propriétés éléméntaires

Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal. Soit

S(t) =

t∫
0

T (s) ds , (∀) t ≥ 0.

Alors la transformée de Laplace de S satisfait les égalités suivantes :
∞∫
0

e−λtS(t) dt =

∞∫
0

e−λt

t∫
0

T (s) dsdt = − 1
λ

∞∫
0

e−λtT (t) dt = − 1
λ

R(λ;A) .

Le théorème 2.2 conduit à la question suivante : on peut trouver une équation
fonctionelle vériffiée par S tel que l’application

Λω � λ �−→ λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt

est une pseudo-résolvante ? On a le théorème suivant :

Théorème 5.1. [[Ar’87, Hi’91-1, MPV’97]] Soit S : [0∞) −→ B(E) une
application fortement continue pour laquelle il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t)‖ ≤Meωt , (∀) t ≥ 0.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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i) l’application R : Λω −→ B(E)

R(λ) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt

est une pseudo-résolvante ;

ii) pour tous t, s ≥ 0 on a

S(t)S(s) =

t+s∫
t

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr .

Preuve. Soit λ, µ ∈ Λω tel que λ �= µ. Compte tenu de l’identité de la résolvante,
on a

1
λ

1
µ

1
µ− λ

[R(λ)−R(µ)] =
R(λ)

λ

R(µ)
µ

.

Pour la partie de droite de l’égalité on obtient

R(λ)
λ

R(µ)
µ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µsS(t)S(s) dsdt .

Pour obtenir l’égalité de l’énoncé il est suffisant de montrer que

1
λ

1
µ

1
µ− λ

[R(λ)−R(µ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µs


 t+s∫

t

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr


 dsdt.

On voit que

1
λ

1
µ

1
µ− λ

[R(λ)−R(µ)] =
1
µ

1
µ− λ

[
R(λ)

λ
− R(µ)

µ

]
+

1
µ− λ

(
1
µ
− 1

λ

)
R(µ)

µ
.
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Nous avons succesivement :

1
µ− λ

[
R(λ)

λ
− R(µ)

µ

]
=

∞∫
0

e−(µ−λ)τdτ

[
R(λ)

λ
− R(µ)

µ

]

=

∞∫
0

e−(µ−λ)τ R(λ)
λ

dτ −
∞∫
0

e−(µ−λ)τ R(µ)
µ

dτ

=

∞∫
0

e−(µ−λ)τ

∞∫
0

e−λrS(r)drdτ −
∞∫
0

e−(µ−λ)τ

∞∫
0

e−µrS(r)drdτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrS(r)drdτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−µrS(r)drdτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrS(r)drdτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)(τ+r)e−λrS(r)drdτ

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τe−λrS(r)drdτ −
∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)(τ+r)dτe−λrS(r)dr

=

∞∫
0

∞∫
0

e−(µ−λ)τdτe−λrS(r)dr −
∞∫
0

∞∫
r

e−(µ−λ)νdνe−λrS(r)dr

=

∞∫
0


 r∫

0

e−(µ−λ)τdτ +

∞∫
r

e−(µ−λ)τdτ −
∞∫

r

e−(µ−λ)νdν


 e−λrS(r)dr

=

∞∫
0

r∫
0

e−(µ−λ)sdse−λrS(r)dr =

∞∫
0

r∫
0

e−(µ−λ)se−λrS(r)dsdr

=

∞∫
0

∞∫
s

e−(µ−λ)se−λrS(r)drds =

∞∫
0

e−(µ−λ)s

∞∫
s

e−λrS(r)drds

=

∞∫
0

e−µs

∞∫
s

e−λ(r−s)S(r)drds =

∞∫
0

e−µs

∞∫
0

e−λtS(t + s)dtds

=

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µsS(t + s)dsdt .
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D’autre part, compte tenu de l’égalité

1
µ

=

∞∫
0

e−µvdv

on obtient

1
µ

1
µ− λ

[
R(λ)

λ
− R(µ)

µ

]
=

1
µ

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

e−µτS(t + τ)dτdt

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

e−µτS(t + τ)

∞∫
0

e−µvdvdτdt

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

S(t + τ)

∞∫
0

e−µ(τ+v)dvdτdt

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

S(t + τ)

∞∫
τ

e−µsdsdτdt

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

e−µs

s∫
0

S(t + τ)dτdsdt

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

e−µs

t+s∫
t

S(r)drdsdt .

De plus

1
µ− λ

(
1
µ
− 1

λ

)
R(µ)

µ
= − 1

µλ

R(µ)
µ

= − 1
λ

∞∫
0

e−µr

µ
S(r)dr − 1

µλ

∞∫
0

e−µrS(r)dr

= − 1
λ

∞∫
0

e−µrS(r)

∞∫
0

e−µvdvdr = − 1
λ

∞∫
0

S(r)

∞∫
0

e−µ(v+r)dvdr
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= − 1
λ

∞∫
0

S(r)

∞∫
r

e−µsdsdr = − 1
λ

∞∫
0

e−µs

s∫
0

S(r)dsdr

=

∞∫
0

e−λt

∞∫
0

e−µs

s∫
0

S(r)dsdrdt .

Par conséquent

1
λ

1
µ

1
µ− λ

[R(λ)−R(µ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−λte−µs


 t+s∫

t

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr


 dsdt.

On en déduit facilement l’équivalence des affirmations de l’énoncé. ��

Remarque 5.2. Pour tous t, s ≥ 0 on a

S(t)S(s) =

t+s∫
t

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr

=

t+s∫
0

S(r) dr −
t∫

0

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr =

t+s∫
s

S(r) dr −
t∫

0

S(r) dr

=

t∫
0

S(τ + s) dτ −
t∫

0

S(τ) dτ =

t∫
0

[S(τ + s)− S(τ)] dτ .

De plus
S(t)S(s) = S(s)S(t) , (∀) t, s ≥ 0

et
S(t)S(0) = 0 , (∀) t ≥ 0.

Définition 5.3. On appelle semi-groupe intégré sur E une famille {S(t)}t≥0 ⊂
B(E) vérifiant les propriétés suivantes :

i) S(0)=0 ;

ii) l’application [0,∞) � t �−→ S(t) ∈ B(E) est fortement continue ;

iii) pour tous t, s ≥ 0 on a

S(t)S(s) =

t∫
0

[S(τ + s)− S(τ)] dτ .
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Remarque 5.4. Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré. Pour tout
n ∈ N, nous désignerons par Cn l’ensemble

{x ∈ E | S(.)x ∈ Cn([0,∞); E)}
avec la convention C0 = E .

Alors la propriété (iii) de la définition 5.3 est équivalente avec

S(t)x ∈ C1
et

S ′(r)S(t)x = S(r + t)x− S(r)x , (∀)r, t ≥ 0
pour tout x ∈ E . De plus, nous avons

S(t) : Cn −→ Cn+1 , (∀) n ∈ N et t ≥ 0

et
S ′(t) : Cn −→ Cn , (∀) n ∈ N∗ et t ≥ 0.

Proposition 5.5. Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré. Alors :

i) pour tout x ∈ C1 on a

S(r)S ′(t)x = S(r + t)x− S(t)x , (∀)r, t ≥ 0;

ii) pour tout x ∈ C1 on a

S ′(t)x = S ′′(0)S(t)x + S ′(0)x , (∀) t ≥ 0;

iii) pour tout x ∈ C2 on a

S ′′(0)S(t)x = S(t)S ′′(0)x , (∀) t ≥ 0.

Preuve. i) Soit x ∈ C1 et r, t ≥ 0. Alors

S(r)S ′(t)x =
d

dt
[S(r)S(t)]x =

d

dt
[S(t)S(r)]x =

d

dt


 t∫

0

[S(τ + r)− S(τ)]dτ


x

= S(t + r)x− S(t)x .

ii) Soit x ∈ C1 et r, t ≥ 0. Alors

S ′′(r)S(t)x =
d

dt
[S ′(r)S(t)x] =

d

dt
[S(r + t)x− S(r)x] = S ′(r + t)x− S ′(r)x .

Pour r = 0, il en résulte :

S ′′(0)S(t)x = S ′(t)x− S ′(0)x , (∀) t ≥ 0,
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d’où on obtient (ii).
iii) Soit x ∈ C2 et r, t ≥ 0. Alors

S(r)S ′′(t)x =
d

dt
[S(r)S ′(t)] x =

d

dt
[S(r + t)x− S(t)x]

= S ′(r + t)x− S ′(t)x .

Pour t = 0, il vient

S(r)S ′′(0)x = S ′(r)x− S ′(0)x , (∀)r ≥ 0.

Compte tenu de l’égalité (ii), il s’ensuit (iii). ��

Exemple 5.6. Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω). Alors la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B(E)

S(t) =

t∫
0

T (s)ds

est un semi-groupe intégré sur E .
Exemple 5.7. Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω). Alors la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B (E∗)

S(t) =

t∫
0

T ∗(s)ds

est un semi-groupe intégré sur E∗. En général, ce semi-groupe n’est pas de
classe C0.

Définition 5.8. On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré
{S(t)}t≥0 ⊂ B(E) l’ensemble

N = {x ∈ E | S(t)x = 0 , (∀) t ≥ 0} .

Remarque 5.9. N est un sous-espace fermé de C1.
Proposition 5.10. Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) et

N1 =
{

x ∈ C1 ∣∣ S ′(0)x = 0
}

.

Alors N = N1.

Preuve. Fixe x ∈ N . Alors S(t)x = 0, pour tout T ≥ 0. Par conséquent
S ′(t)x = 0, pour tout t ≥ 0, d’où il résulte S ′(0)x = 0. Donc x ∈ N1 et, par
suite, N ∈ N1. Soit x ∈ N1. Alors S ′(0)x = 0. De l’égalité

S(r)S ′(t)x = S(t + r)x− S(t)x , (∀) t, r ≥ 0
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on obtient
S(r)S ′(0)x = S(r)x , (∀) r ≥ 0.

Il en résulte
S(r)x = 0 , (∀) r ≥ 0

et on voit que x ∈ N . Par suite N1 ⊂ N . Finalement, on voit que N = N1.
��

Définition 5.11. On dit que le semi-groupe intégré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est
non-dégénéré si N = {0}. En cas contraire, on dit que {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est
un semi-groupe intégré dégénéré.

Remarque 5.12. Le semi-groupe intégré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est non-dégénéré
si pour tout t ≥ 0, S(t)x = 0 implique x = 0.

Proposition 5.13. Un semi-groupe intégré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est non-dégé-

néré si et seulement si on a S ′(0)x = x pout tout x ∈ C1.
Preuve. =⇒ Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré non-dégénéré. Alors
S(t)x = 0 pour tout t ≥ 0, implique x = 0. Soit x ∈ C1. Avec la proposition
5.5, i), pour tout r, t ≥ 0 on voit que

S(r)S ′(t)x = S(r + t)x− S(t)x

d’où, pour t = 0, il s’ensuit

S(r)S ′(0)x = S(r)x , (∀)r ≥ 0

ou bien
S(r)[S ′(0)x− x] = 0 , (∀)r ≥ 0.

Comme {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré non-dégénéré, il en
résulte

S ′(0)x− x = 0
donc

S ′(0)x = x.

⇐= Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré tel que S(0)x = x, pour
tout x ∈ C1. Soit x ∈ N . Alors S ′(0)x = 0 et, par conséquent, x = S ′(0)x = 0,
d’où il s’ensuit que N = {0}. Il en résulte que {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un
semi-groupe intégré non-dégénéré. ��

Théorème 5.14. Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré non-dégénéré.

Alors {S ′(t)}t≥0 est un C0-semi-groupe sur C1.
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Preuve. Pour tout x ∈ C1, l’application

[0,∞) � t �−→ S ′(t)x ∈ C1

est continue. Compte tenu de la proposition 5.13 on a S ′(0) = I et avec la
proposition 5.5, i), on voit que

S ′(r)S ′(t)x = S ′(r + t) , (∀)r, t ≥ 0 .

Il en résulte que {S ′(t)}t≥0 est un C0-semi-groupe sur C1. ��

6. Le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré

Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré non-dégénéré. Compte tenu
des résultats de la section 2, nous avons la tentation de considerer pour géné-
rateur du semi-groupe intégré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ E −→ E

définit par

A = λI −R−1(λ)

où

R(λ) = λ

∞∫
0

e−λtS(t)dt .

Malheureusement, l’intégrale de la partie de droite de l’égalité n’existe pas en
général, comme on peut voir dans l’exemple suivant [KH’89, Example 1.2].

Exemple 6.1. On considère E = l2 et la famille {S(t)}t≥0 d’opérateurs linéaires
sur E définie par

S(t)(xn)n∈N∗ =


 t∫

0

eansdsxn




n∈N∗

où

an = n + 2n2
πi , n ∈ N∗.
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Nous alons montrer que {S(t)}t≥0 est un semi-groupe intégré. Pour tout t ≥ 0
on a

‖S(t)(xn)n∈N∗‖2l2 =

∥∥∥∥∥∥

 t∫

0

eansdsxn




n∈N∗

∥∥∥∥∥∥
2

l2

=
∥∥∥∥
(

eant − 1
an

xn

)
n∈N∗

∥∥∥∥
2

l2

=
∞∑

n=1

∣∣∣∣eant − 1
an

xn

∣∣∣∣
2

=
∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣
e

n+2n2
πi t − 1

n + 2n2πi

∣∣∣∣∣∣
2

|xn|2

≤
∞∑

n=1



∣∣∣ent+2n2

πit
∣∣∣+ 1

2n2π




2

|xn|2 ≤
∞∑

n=1

(
ent + 1

2n2

)2

|xn|2

≤
∞∑

n=1

(
2ent

en2 ln 2

)2

|xn|2 =
∞∑

n=1

(
2ent−n2 ln 2

)2

|xn|2 .

Comme l’application ϕ : R −→ R , ϕ(x) = − ln 2x2 + tx à un maximum :

ϕmax =
t2

4 ln 2
, il en résulte que

‖S(t)(xn)n∈N∗‖2l2 ≤
(
2e

t2
4 ln 2

)2 ∞∑
n=1

|xn|2 =
(
2e

t2
4 ln 2

)2 ∥∥(xn)n∈N∗
∥∥2

l2

d’où

‖S(t)‖ ≤ 2e
t2

4 ln 2 , (∀) t ≥ 0.

Par conséquent {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) . Evidemment, l’application t �−→ S(t) (δin)
est continue. Comme l’ensemble { (δin)| n ∈ N} est totale dans l2 et comme
{S(t)}t≥0 est uniformément borné par rapport à t sur les intervales compacts de
[0,∞), il en résulte que l’application [0,∞) � t −→ S(t) ∈ B(E) est fortement



Une étude comparative concernat les semi-groupes de classe C0 . . . 65

continue. De plus S(0) = 0 et pour tous t, s ≥ 0 on a :

S(t)S(s) (xn)n∈N∗ = S(t)


 s∫

0

eanσdσxn




n∈N∗

= S(t)
(

eans−1

an
xn

)

=


 t∫

0

eanτ dτ
eans−1

an
xn




n∈N∗

=


 t∫

0

ean(τ+s) − eanτ

an
dτxn




n∈N∗

=


 t∫

0

[
ean(τ+s) − 1

an
− eanτ − 1

an

]
dτxn




n∈N∗

=


 t∫

0


 τ+s∫

0

eanu du−
τ∫

0

eanu du


 dτxn




n∈N∗

=

t∫
0




 τ+s∫

0

eanu duxn




n∈N∗

−

 τ∫

0

eanu duxn




n∈N∗


 dτ

=

t∫
0

[s(s + τ)− S(τ)] (xn)n∈N∗ dτ .

Par conséquent {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré. Soit maintenant
λ ∈ C. Pour tout x = 1

an
et y = 1

an−λ on obtient :

〈 α∫
0

e−λtS(t) dt
1
an

,
1

an − λ

〉
=

〈 α∫
0

e−λt

t∫
0

eansdsdt
1

an(an − λ)
, 1

〉

=

〈 α∫
0

e−λt e
ant − 1

an
dt

1
an(an − λ)

, 1

〉
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=

〈 α∫
0

[
e(an−λ)t − e−λt

]
dt

1
|an|2

(
an − λ

) , 1

〉

=

〈 α∫
0

e(an−λ)tdt
1

|an|2
(
an − λ

) , 1

〉
−
〈 α∫

0

e(an−λ)tdt
1

|an|
(
an − λ

) , 1

〉

=

〈
e(an−λ)α − 1

an − λ

1
|an|2

(
an − λ

) , 1

〉
−
〈 α∫

0

e−λtdt
1

|an|2
(
an − λ

) , 1

〉

=

〈
e(an−λ)α 1

|an|2 |an − λ|2 , 1

〉
−
〈

1
|an|2 |an − λ|2 , 1

〉

−
〈 α∫

0

e−λtdt
1

|an|2
(
an − λ

) , 1

〉

=
∞∑

n=1

e(an−λ)α 1
|an|2 |an − λ|2 −

∞∑
n=1

1
|an|2 |an − λ|2

−
∞∑

n=1

α∫
0

e−λtdt
1

|an|2
(
an − λ

) .

Les dernières deux séries sont convergentes par rapport à α → ∞. Pour la
première série, en posant α ∈ N, on voit que

∞∑
n=1

e(an−λ)α 1
|an|2 |an − λ|2 = e−i Im λ

∞∑
n=1

e
n−Re λ−2n2

πi α

|an|2 |an − λ|2 ,

d’où il s’ensuit la divergence de cette série pour n > Re λ. Par conséquent,
pour λ ∈ C, 〈 α∫

0

e−λtS(t) dt
1
an

,
1

an − λ

〉

est divergente par rapport à α→∞.
Par contraste avec autres caractérisations des C0-semi-groupes, la propriété

prouvée dans le théorème 1.9 peut-être utilisée dans le cas des semi-groupes
intégrés, sans imposer des conditions supplémentaires [Th’90, pag.419].
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Définition 6.2. On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré
{S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ E −→ E
définit par : x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si pour tout t ≥ 0 on a

S(t)x− tx =

t∫
0

S(r)ydr .

Remarque 6.3. On voit que x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si x ∈ C1 et

S ′(t)x− x = S(t)y , (∀) t ≥ 0.

Proposition 6.4. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E). Alors

C2 ⊆ D(A) ⊆ C1
et

Ax = S ′′(0)x , (∀) x ∈ C2.

Preuve. Compte tenu de la remarque 6.3, on voit que x ∈ D(A) et Ax = y si
et seulement si x ∈ C1 et

S ′(t)x− x = S(t)y , (∀) t ≥ 0.

Avec la proposition 5.5, ii) il vient

S ′′(0)S(t)x + S ′(0)x− x = S(t)y , (∀) t ≥ 0.

Comme {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré non-dégénéré, compte
tenu de la proposition 5.13, il résulte

S ′′(0)S(t)x = S(t)y , (∀) t ≥ 0

pour tout x ∈ C1. En utilisant la proposition 5.3, iii), pour tout x ∈ C2 il
s’ensuit que

S(t)S ′′(0)x = S(t)y , (∀) t ≥ 0
d’où

S(t)[S ′′(0)x− y] = 0 , (∀) t ≥ 0.

Par conséquent
S ′′(0)x = y , (∀) x ∈ C2

donc
Ax = S ′′(0)x , (∀) x ∈ C2. ��
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Proposition 6.5. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) . Alors A est un opérateur fermé.

Preuve. Soit (xn)n∈N ⊂ D(A) tel que limn→∞ xn = x et limn→∞ Axn = y.
Alors :

‖S(s)Axn − S(s)y‖ ≤ ‖S(s)‖ ‖Ax− ny‖ .

Par conséquent
lim

n→∞S(s)Axn = S(s)y

uniformément par rapport à s ∈ [0, t]. Pour xn ∈ D(A) nous avons

S(t)xn − txn =

t∫
0

S(s)Axnds , (∀) : t ≥ 0.

Il s’ensuit que

lim
n→∞ [S(t)xn − txn] = lim

n→∞

t∫
0

S(s)Axnds , (∀) t ≥ 0

d’où

S(t)x− tx =

t∫
0

S(s)yds , (∀) t ≥ 0.

Par conséquent x ∈ D(A) et Ax = y. Donc A est un opérateur fermé. ��

Proposition 6.6. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E). Alors

S(t) : C1 −→ C2 ⊂ D(A)

et pour tout x ∈ C1 on a

AS(t)x = S ′′(0)S(t)x = S ′(t)x− x , (∀) t ≥ 0.

De plus, pour tout x ∈ D(A) on a

AS(t)x = S(t)Ax , (∀) t ≥ 0.

Preuve. Avec la proposition 6.4 on voit que

S(t) : C1 −→ C2 ⊂ D(A) , (∀) t ≥ 0.
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Pour tout x ∈ C1 il s’ensuit S(t)x ∈ D(A), pour tout t ≥ 0. En appliquant
successivement la proposition 6.4 et la proposition 5.5, ii), pour tout x ∈ C1 il
en résulte :

AS(t)x = S ′′(0)S(t)x = S ′(t)x− S ′(0)x , (∀) t ≥ 0.

Compte tenu de la proposition 5.13, il vient

AS(t)x = S ′(t)x− x , (∀) t ≥ 0.

De plus, pour x ∈ D(A) avec la proposition 6.4 et la proposition 5.5, iii) on
obtient

S(t)Ax = S(t)S ′′(0)x = S ′′(0)S(t)x = AS(t)x , (∀) t ≥ 0. ��

Proposition 6.7. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E le générateur d’un semi-groupe

intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) . Pour tout x ∈ E il résulte
t∫
0

S(σ)xdσ ∈
D(A) et

A

t∫
0

S(σ)xdσ = S(t)x− tx , (∀) t ≥ 0.

Preuve. Pour tous r, σ ≥ 0 on a

S(r)S(σ) =

r∫
0

[S(τ + σ)− S(τ)]dτ ,

d’où
t∫

0

S(r)S(σ)dσ =

t∫
0

r∫
0

[S(τ + σ)− S(τ)]dτdσ

ou bien

S(r)

t∫
0

S(σ)dσ =

r∫
0

t∫
0

[S(τ + σ)− S(τ)]dσdτ .

Par conséquent, x ∈ E implique
t∫
0

S(σ)xdσ ∈ C1 et
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d

dr
S(r)

t∫
0

S(σ)xdσ

=

t∫
0

[S(r + σ)− S(r)]xdσ =

t∫
0

[S(r + σ)− S(σ) + S(σ)− S(r)]xdσ

=

t∫
0

[S(r + σ)− S(σ)]xdσ +

t∫
0

Sσ)xdσ −
t∫

0

S(r)xdσ

= S(t)S(r)x− tS(r)x +

t∫
0

S(r)xdσ = S(r)[S(t)x− tx] +

t∫
0

S(r)xdσ .

Compte tenu de la remarque 6.3, on voit que
t∫
0

S(σ)xdσ ∈ D(A) et

A

t∫
0

S(σ)xdσ = S(t)x− tx , (∀) t ≥ 0. ��

Lemme 6.8. Soient A : D(A) ⊂ E −→ E le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) et ϕ : [0,∞) −→ E une application
continue tel que

t∫
0

ϕ(s) ds ∈ D(A) , (∀) t ≥ 0.

Si

A

t∫
0

ϕ(s) = ϕ(t) ds ∈ D(A) , (∀) t ≥ 0,

alors ϕ(t) = 0, pour tout t ≥ 0.

Preuve. Soient t ≥ 0 et r ∈ [0, t] tel que
r∫

0

ϕ(s) ds ∈ D(A).



Une étude comparative concernat les semi-groupes de classe C0 . . . 71

Puisque D(A) ⊂ C1, il s’ensuit que
r∫

0

ϕ(s) ds ∈ C1.

Compte tenu de la remarque 6.3, on obtient :

d

dr


S(t− r)

r∫
0

ϕ(s) ds


 =

d

dr
[S(t− r)]

r∫
0

ϕ(s) ds + S(t− r)
d

dr


 r∫

0

ϕ(s) ds




= −
r∫

0

ϕ(s) ds− S(t− r)A

r∫
0

ϕ(s) ds + S(t− r)ϕ(r)

= −
r∫

0

ϕ(s) ds− S(t− r)ϕ(r) + S(t− r)ϕ(r) = −
r∫

0

ϕ(s) ds .

Par intégration par rapport à r ∈ [0, t], il en résulte
t∫

0

d

dr


S(t− r)

r∫
0

ϕ(s) ds


 dr = −

t∫
0

r∫
0

ϕ(s)dsdr

ou bien 
S(t− r)

r∫
0

ϕ(s) ds



∣∣∣∣∣∣
t

0

= −
t∫

0

r∫
0

ϕ(s)dsdr

Par conséquent
t∫

0

r∫
0

ϕ(s)dsdr = 0

d’où il s’ensuit que ϕ(t) = 0 pour tout t ≥ 0. ��

Théorème 6.9. [l’unicité de l’engendrement] Soient {S(t)}t≥0 et {U(t)}t≥0

deux semi-groupes intégrés ayant pour générateur le même opérateur linéaire
A : D(A) ⊂ E −→ E . Alors pour tout t ≥ 0 on a S(t) = U(t).

Preuve. Pour tout x ∈ E on considère l’application

ϕ : [0,∞) −→ E , ϕ(t) = S(t)− U(t)
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Compt tenu de la proposition 6.7, on obtient

A

t∫
0

ϕ(s) ds = A

r∫
0

S(s)x ds−
t∫

0

U(s)x ds

= S(t)x− tx− U(t)x + tx = ϕ(t) , (∀) t ≥ 0.

Avec le lemme 6.8 il s’ensuit

ϕ(t) = 0 , (∀) t ≥ 0

d’où l’affirmation de l’énoncé en découle immédiatement. ��

Remarque 6.10. La définition 6.2 peut-être etendue dans le cas des semi-
groupe intégrés dégénéré. On appelle générateur d’un semi-groupe intégré dé-
généré {S(t)}t≥0 l’application

A : E −→ 2E

définie par : x, y ∈ E et y ∈ Ax si et seulement si

S(t)x− tx =

t∫
0

S(r)y dr , (∀) t ≥ 0.

Si on posse
D(A) = {x ∈ E|Ax �= ∅},

alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax si et seulement si x ∈ C1 et

S ′(t)x− x = S(t)y , (∀) t ≥ 0.

Compt tenu de la définition de l’espace non-dégénéré, on peut établir un procédé
par lequel le cas des semi-groupe intégrés dégénérés peut-être réduit au cas des
semi-groupes intégrés non-dégénérés. Si {S(t)}t≥0 est un semi-groupe intégré
dégénéré ayant pour générateur l’opérateur A et pour l’espace dégénéré l’en-
semble N , alors on considère l’espace facteur E/N et les opérateurs induits

[S(t)][x] = [S(t)x]

et
[A][x] = {[y] | y ∈ Ax}

où
D([A]) = {[x] | ∈ D(A)}

et
[x] = x +N ∈ E/N , (∀) x ∈ E .



Une étude comparative concernat les semi-groupes de classe C0 . . . 73

On peut prouver [Th’90, pag. 423] que {[S(t)]}t≥0 est un semi-groupe intégré
non-dégénéré ayant pour générateur l’opérateur [A].

7. Semi-groupes intégrés non-dégénéré exponentiellement bornés

Soit {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) un semi-groupe intégré.

Définition 7.1. On dit que le semi-groupe intégré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est
exponentiellement borné s’il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t)‖ ≤Meωt .

Remarque 7.2. Il existe des semi-groupes intégrés qui ne sont pas exponen-
tiellement bornés comme on peut voir dans l’exemple 6.1. Pour un semi-groupe
intégré exponentiellement borné {S(t)}t≥0 ⊂ B(E), l’intégrale de Laplace

R(λ) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt

existe pour tout λ ∈ Λω. Si, en plus, le semi-groupe est non-dégénéré, alors on
peut montrer le théorème suivant.

Théorème 7.3. [[Ar’87, KH’89, Ne’88, Th’90]] Soient A : D(A) ⊂ E −→ E
un opérateur linéaire fermé et {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) une famille fortement continue
pour laquelle il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t)‖ ≤Meωt

et ayant l’espace non-dégénéré N = {0}. Les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

i) la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré non-dégénéré
exponentiellement borné ayant pour générateur l’opérateur A ;

ii) Λω ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω on a

R(λ;A) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt .
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Preuve. i) =⇒ ii) Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ Λω considérons l’application

R(λ)x = λ

∞∫
0

e−λtS(t)x dt .

Compte tenu de la remarque 5.4 et de la proposition 5.5, i), nous obtenons :

d

dr
S(r)R(λ)x = λ

∞∫
0

e−λt d

dr
S(r)S(t)x dt = λ

∞∫
0

e−λt [s(r + t)− S(r)] x dt

= λ

∞∫
0

e−λt [S(t + r)− S(t)] x dt + λ

∞∫
0

e−λtS(t)x dt

− λ

∞∫
0

e−λtS(r)x dt

= λ

∞∫
0

e−λtS(r)
d

dt
S(t)x dt + R(λ)x− S(r)x

= λS(r)

∞∫
0

e−λt d

dt
S(t)x dt + R(λ)x− S(r)x

= λS(r)


e−λtS(t)x

∣∣∞
t=0

+ λ

∞∫
0

e−λtS(t)x dt


+ R(λ)x− S(r)x

= λS(r)R(λ)x + R(λ)x− S(r)x = S(r)[λR(λ)x− x] + R(λ)x .

Par suite

S(t)R(λ)x =

t∫
0

S(r)[λR(λ)x− x] dr + tR(λ)x

Avec la définition 6.2 on voit que R(λ)x ∈ D(A) et

AR(λ)x = λR(λ)x− x

d’où

(λI −A)R(λ)x = x , (∀) x ∈ E .
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Soit maintenant x ∈ D(A). Alors

S(t)x− tx =

t∫
0

S(r)Ax dr , (∀) t ≥ 0.

Compte tenu de la proposition 6.6, nous avons

R(λ)Ax = λ

∞∫
0

e−λtS(t)Ax dt = λ

∞∫
0

e−λtAS(t)x dt

= λ

∞∫
0

e−λt

[
d

dt
S(t)x− x

]
dt = λ

∞∫
0

e−λt d

dt
S(t)x dt− λ

∞∫
0

e−λtx dt

= λ


e−λtS(t)x

∣∣∞
t=0

+ λ

∞∫
0

e−λtS(t)x dt


− x = λR(λ)x− x

d’où nous obtenons

R(λ)(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A).

Par conséquent λI −A est un opérateur inversible, donc Λω ⊂ ρ(A) et

R(λ;A) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt .

ii) =⇒ i) Soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire fermé tel que Λω ⊂
ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω on a

R(λ;A) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt .

Avec le théorème 5.1 on voit que

S(t)S(s) =

t+s∫
t

S(r) dr −
s∫

0

S(r) dr , (∀) t, s ≥ 0.

On peut vérifier facilement que {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré
non-dégénéré exponentiellement borné. Nous allons maintenant montrer que le
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semi-groupe {S(t)}t≥0 a pour générateur l’opérateur A. Soit x ∈ D(A). Pour
tout λ ∈ Λω nous avons

x = R(λ)(λI −A)x = λR(λ;A)x−R(λ;A)Ax

= λ2

∞∫
0

e−λtS(t)x dt− λ

∞∫
0

e−λtS(t)Ax dt

= λ2

∞∫
0

e−λtS(t)x dt− λ




e−λt

t∫
0

S(s)Ax ds



∣∣∣∣∣∣
∞

t=0

+ λ

∞∫
0

e−λt

t∫
0

S(s)Ax ds




= λ2

∞∫
0

e−λt


S(t)x−

t∫
0

S(s)Ax ds


 dt .

D’autre part

x = λ2

∞∫
0

e−λttx dt .

Par conséquent, pour tout x ∈ D(A) on obtient
∞∫
0

e−λt


S(t)x−

t∫
0

S(s)Ax ds


 dt =

∞∫
0

e−λttx dt .

Avec le théorème de l’unicité de la transformée de Laplace [Wi’71, 5.7, cor
7.2], il vient

S(t)x−
t∫

0

S(s)Ax ds = tx , (∀) t ≥ 0.

Il s’ensuit donc que A est le générateur du semi-groupe intégré {S(t)}t≥0. ��

8. Le théorème de Arendt

Dans la théorie des semi-groupe intégré, une grande importance revient à
un théorème de représentation de la transformée de Laplace pour une fonction
avec des valeurs réelles, montré par Widder en 1934.
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Théorème 8.1. [Widder] Soient r : Λ0 −→ R une fonction et M ≥ 0. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i) r ∈ C(Λ0) et pour tout λ ∈ Λ0 on a∣∣∣r(n)(λ)
∣∣∣ ≤ Mn!

(Re λ)n+1 , (∀) n ∈ N;

ii) il existe une fonction f ∈ L∞[0,∞) avec la propriété |f(t)| ≤ M pour
tout t ≥ 0, tel que

r(λ) =

∞∫
0

e−λtf(t) dt , (∀) λ ∈ Λ0.

La preuve de ce théorème peut-être trouver dans [Wi’34] ou [Wi’71]. On
peut remarquer facilement une grande analogie entre le théorème de Widder et
le théorème de Hille-Yosida. En effet, compte tenu de l’égalité

R(λ;A)(n) = (−1)nn!R(λ;A)n+1 , (∀) n ∈ N

la relation (ii) du théorème de Hille-Yosida est équivalente avec∥∥∥R(λ;A)(n)
∥∥∥ ≤ Mn!

(Re λ− ω)n+1
, (∀) n ∈ N.

Malheureusement, en 1960 Zaidman a prouvé que c’est impossible d’etendre
le théorème de Widder aux fonctions avec des valeurs dans un espace de Ba-
nach arbitraire [Za’60]. Arendt a prouvé dans [Ar’87, pag. 329] une version
“intégré” du théorème de Widder pour fonctions avec des valeurs dans un es-
pace de Banach.

Théorème 8.2. [Widder–Arendt] Soient E un espace de Banach, a > 0,
R : Λa −→ E une fonction, M ≥ 0 et ω ∈ (−∞, a]. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

i) R ∈ C∞ (Λa, E) et pour tout λ ∈ Λa on a∥∥∥R(λ)(n)
∥∥∥ ≤ Mn!

(Re λ− ω)n+1
, (∀) n ∈ N;

ii) il existe une fonction F : [0,∞) −→ E avec les propriétés

F (0) = 0

et

‖F (t + h)− F (t)‖ ≤Meω(t+h)h , (∀) t, h ≥ 0,
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tel que pour tout λ ∈ Λa on a

R(λ) = λ

∞∫
0

e−λtF (t) dt .

Preuve. i) =⇒ ii) Pour x∗ ∈ E∗ nous considérons l’application

r : Λ0 −→ R

r(µ) = 〈R(µ + a), x∗〉
Alors pour tout µ ∈ Λ0 on obtient∣∣∣r(µ)(n)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥R(µ + a)(n)
∥∥∥ ‖x∗‖E∗ ≤ Mn!

[Re (µ + a)− ω]n+1
‖x∗‖E∗

≤ Mn!
(Re µ)n+1

‖x∗‖E∗ , (∀) n ∈ N.

Avec le théorème 8.1 on voit qu’il existe une fonction g(., x∗) ∈ L∞[0,∞) (qui
dépend de x∗) avec la propriété

‖g (t, x∗)‖L∞[0,∞) ≤M ‖x∗‖E∗ , (∀) t ≥ 0

tel que

r(µ) =

∞∫
0

e−µtg (t, x∗) dt , (∀) µ ∈ Λ0.

Pour tout ω ∈ (−∞, a] considérons l’application

pω : Λω −→ R , pω(λ) = r(λ− ω) .

Alors, pour tout λ ∈ Λω on obtient

pω(λ) = r(λ− ω) =

∞∫
0

e−(λ−ω) tg (t, x∗) dt =

∞∫
0

e−λteωtg (t, x∗) dt

et en posant
f (t, x∗) = eωtg (t, x∗) dt , t ≥ 0

il en résulte que

pω(λ) =

∞∫
0

e−λtf (t, x∗) dt , (∀)λ ∈ Λω.

De plus, f(., x∗) ∈ L∞[0,∞) et

‖f (t, x∗)‖L∞[0,∞) ≤Meωt ‖x∗‖E∗ , (∀) t ≥ 0.
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Définissons l’application

F (., x∗) : [0,∞) −→ R , F (t, x∗) =

t∫
0

f (s, x∗) ds .

Il s’ensuit que F (0, x∗) = 0, pour tout x∗ ∈ E∗. De plus

pω(λ) =

∞∫
0

e−λtf (t, x∗) dt =

∞∫
0

e−λt d

dt
F (t, x∗) dt

= e−λtF (t, x∗)
∣∣∞
t=0

+ λ

∞∫
0

e−λtF (t, x∗) dt = λ

∞∫
0

e−λtF (t, x∗) dt .

Comme F (., x∗) est une application continue, avec le théorème de l’unicité de
la transformée de Laplace [Wi’71, 5.7,cor.7.2] il en résulte que F (., x∗) est une
application linéaire par rapport à x∗ ∈ E∗. De plus, pour tout x∗ ∈ E∗ et pour
tous t, h ≥ 0 nous obtenons :

|F (t + h, x∗)− F (t, x∗)| =
∣∣∣∣∣∣

t+h∫
0

f (s, x∗) ds−
t∫

0

f (s, x∗) ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
t+h∫
t

f (s, x∗) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
t+h∫
t

|f (s, x∗)| ds

≤
t+h∫
t

‖f (s, x∗)‖L∞[0,∞) ds ≤M

t+h∫
t

eωt ds ‖x∗‖E∗

≤M sup
s∈[t,t+h]

eωth ‖x∗‖E∗ = Meω(t+h)h ‖x∗‖E∗ .

Par conséquent, pour tout t ≥ 0, il existe F (t) ∈ E∗∗ tel que

F (t, x∗) = 〈F (t), x∗〉 , (∀) x∗ ∈ E∗.
Donc pour tout λ ∈ Λa et tout x∗ ∈ E∗ on voit que pa(λ) = r(λ − a) d’où il
s’ensuit que

〈R(λ), x∗〉 = λ

∞∫
0

e−λt 〈F (t), x∗〉 dt .
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Par conséquent

R(λ) = λ

∞∫
0

e−λtF (t) dt , (∀)λ ∈ Λa,

où F (t) ∈ E∗∗, pour tout t ≥ 0.
Pour montrer ii), il est suffisant de prouver que F (t) ∈ E , pour tout t ≥ 0.

Pour cela, on peut indentifier l’espace E par un sous-espace fermé de E∗∗, en
utilisant l’inclusion canonique

E � x �−→ ix ∈ E∗∗ , ix (y∗) = y∗(x) , (∀) y∗ ∈ E∗.
Soit

Φ : E∗∗ −→ E∗∗/E
Pour tout λ ∈ Λa, on obtient R(λ) ∈ E . Par conséquent

0 = Φ
(

R(λ)
λ

)
=

∞∫
0

e−λtΦ(F (t)) dt , (∀) λ ∈ Λa.

Avec le théorème de l’unicité de la transformée de Laplace il en résulte

Φ(F (t)) = 0 , (∀) t ≥ 0.

Il s’ensuit que F (t) ∈ E , pour tout t ≥ 0. De plus, de l’égalité F (0, x∗) = 0 il
en résulte F (0) = 0 et comme

|F (t + h, x∗)− F (t, x∗)| ≤Meω(t+h)h ‖x∗‖E∗

on obtient
‖F (t + h)− F (t)‖ ≤Meω(t+h)h , (∀) t, h ≥ 0.

ii) =⇒ i) Pour tout x∗ ∈ E∗ considérons l’application

f : [0,∞) −→ R , f(t) = 〈F (t), x∗〉 .

Alors pour tout λ ∈ Λa, on obtient

〈R(λ), x∗〉 = λ

∞∫
0

e−λt 〈F (t), x∗〉 dt == λ

∞∫
0

e−λtf(t) dt .

De plus, pour tous t, h ≥ 0 on a

|f(t + h)− f(t)| = |〈F (t + h)− F (t), x∗〉|
≤ ‖F (t + h)− F (t)‖ ‖x∗‖E∗ ≤Meω(t+h)h ‖x∗‖E∗ .
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Par conséquent f est une application dérivable p.p. et on a

|f ′(t)| ≤Meωt ‖x∗‖E∗ , (∀) t ≥ 0.

De plus

〈R(λ), x∗〉 = λ

∞∫
0

e−λtf(t) dt =

∞∫
0

(−e−λt
)′

f(t) dt

= −e−λtf(t)
∣∣∞
t=0

+

∞∫
0

e−λtf
′
(t) dt =

∞∫
0

e−λtf
′
(t) dt .

Compte tenu de l’égalité〈
d

dλ
R(λ), x∗

〉
= −

∞∫
0

te−λtf
′
(t) dt ,

par récurrence on obtient

〈
R(n)(λ), x∗

〉
= (−1)n

∞∫
0

tne−λtf
′
(t) dt , (∀) n ∈ N.

Par conséquent, on a

∣∣∣〈R(n)(λ), x∗
〉∣∣∣ ≤

∞∫
0

tne−Re λtMeωt ‖x∗‖E∗ dt = M ‖x∗‖E∗

∞∫
0

tne−( Re λ−ω)t dt

= M ‖x∗‖E∗
n

Re λ− ω

∞∫
0

tn−1e−( Re λ−ω)t dt = · · ·

= M ‖x∗‖E∗
n!

(Re λ− ω)n+1

d’où il vient ∥∥∥R(n)(λ)
∥∥∥ ≤ Mn!

(Re λ− ω)n+1 , (∀) n ∈ N. ��

Cette version “intégré” du théorème de Widder décrite dans le théorème 8.2
conduit à une caractérisation complète du générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré. Le théorème suivant, connu sous le nom du théorème de Arendt
[Ar’87, Hi’91-1, MPV’97, XL’96], a la même importance pour les semi-
groupes intégrés ainsi que le théorème de Hille-Yosida pour les semi-groupes de
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classe C0. Nous avons obtenu une preuve presque élémentaire du théorème de
Arendt en utilisant l’aproximation généralisée de Yosida et une idée de Adam

Bobrowski [Bo’94].

Théorème 8.3. [Arendt] Un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ E −→ E
est le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) pour
lequel il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t + h)− S(t)‖ ≤Meω(t+h)h , (∀) t, h ≥ 0

si et seulement si

i) A est un opérateur fermé ;

ii) il existe a ≥ max{0, ω} tel que Λa ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λa on a

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

Preuve. =⇒ Soit
A : D(A) ⊂ E −→ E

le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) pour
lequel il existe M ≥ 0 et ω ∈ R tel que

‖S(t + h)− S(t)‖ ≤Meω(t+h)h , (∀) t, h ≥ 0

Avec la proposition 6.5 on voit que A est un opérateur fermé. Dans l’inégalité
précédente on peut prendre t = 0. Il s’ensuit que

‖S(t)‖ ≤Meωth ≤Me(ω+1)t , (∀) h ≥ 0.

Par conséquent, il existe a = max{ω + 1, 0} ≥ max{ω, 0} tel que

‖S(t)‖ ≤Meah , (∀) h ≥ 0.

Avec le théorème 7.3 on voit que Λa ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λa on obtient

R(λ;A) = λ

∞∫
0

e−λtS(t) dt .

Compte tenu du théorème 8.2, il s’ensuit donc que∥∥∥R(n)(λ;A)
∥∥∥ ≤ Mn!

(Re λ− ω)n+1
, (∀) n ∈ N.
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Pour tout λ ∈ ρ(A) et tout n ∈ N on a

R(n)(λ;A) = (−1)nn!R(λ;A)n+1 .

Par suite, on a :

∥∥(−1)nn!R(λ;A)n+1
∥∥ ≤ Mn!

(Re λ− ω)n+1
, (∀) n ∈ N

d’où

‖R(λ;A)n‖ ≤ M

(Re λ− ω)n
, (∀) n ∈ N∗.

⇐= Soit {Aν}ν∈Λa
l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A et{

A
ν,D(A)

}
ν∈Λa

l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur AD(A)
(la

partie de A dans D(A)), où

A
ν,D(A)

= Aν

/
D(A)

Avec le théorème 4.5, on déduit que la partie de A dans D(A) est le générateur
d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 ⊂ B

(
D(A)

)
avec la propriété

T (t)x = lim
Reν→∞

eA
ν,D(A)tx , (∀) x ∈ D(A)

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0,∞). Soit λ ∈ C
tel que Re λ > a + ε, avec ε > 0 arbitrairement fixé. Avec le théorème 3.5 on
voit qu’il existe µ ∈ Λa tel que λ ∈ ρ(Aµ), λµ

λ+µ ∈ ρ(A) et

R (λ;Aµ) =
1

λ + µ
I +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

.

Alors pour tout x ∈ D(A) nous définissons

Sµ(t)x =

t∫
0

eAµsx ds
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et nous avons

Sµ(t)x =

t∫
0

eAµsx ds = R (λ;Aµ) (λI −Aµ)

t∫
0

eAµsx ds

= R (λ;Aµ) λ

t∫
0

eAµsx ds−R (λ;Aµ) Aµ

t∫
0

eAµsx ds

=

[
1

λ + µ
I +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)]

λ

t∫
0

eAµsx ds

−
[

1
λ + µ

I +
(

µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)]

eAµsx

∣∣∣∣∣
t

s=0

=
λ

λ + µ

t∫
0

eAµsx ds +
(

µ

λ + µ

)2

λR

(
λµ

λ + µ
;A
) t∫

0

eAµsx ds

−
[

1
λ + µ

I +
(

µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)](

eAµtx− x
)

=
λ

λ + µ

t∫
0

eAµsx ds +
(

µ

λ + µ

)2

λR

(
λµ

λ + µ
;A
) t∫

0

eAµsx ds

− 1
λ + µ

eAµtx−
(

µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

eAµtx

− 1
λ + µ

eAµtx−
(

µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

eAµtx+

+
1

λ + µ
x +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

x

=
λ

λ + µ

t∫
0

eAµsx ds +
(

µ

λ + µ

)2

λ

t∫
0

eAµsR

(
λµ

λ + µ
;A
)

x ds

− 1
λ + µ

eAµtx−
(

µ

λ + µ

)2

eAµtR

(
λµ

λ + µ
;A
)

x

+
1

λ + µ
x +

(
µ

λ + µ

)2

R

(
λµ

λ + µ
;A
)

x
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compte tenu de l’égalité

R(α;A)Aβ = AβR(α;A) , (∀)α, β ∈ Λa.

Comme∥∥eAµs
∥∥ =

∥∥∥e(µ2R(µ;A)−µI)s
∥∥∥ =

∥∥∥e−µsIeµ2sR(µ;A)
∥∥∥

≤ e−Re µs

∥∥∥∥∥
∞∑

k=0

skµ2kR(µ;A)k

k!

∥∥∥∥∥ ≤ e−Re µs
∞∑

k=o

sk|µ|2k
∥∥∥R(µ;A)k

∥∥∥
k!

≤ e−Re µs
∞∑

k=0

sk|µ|2kM

k!( Re µ− ω)k
= Me−Re µs

∞∑
k=0

(
s|µ|2

Re µ−ω

)k

k!

= Me−Re µse(s|µ|2)/( Re µ−ω) = Mes(ω Re µ+ Im 2µ)/( Re µ−ω) ,

on peut définir la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) où

S(t)x = lim
Re µ→∞

Sµ(t)x = λ

t∫
0

T (s)R(λ;A)x ds− T (t)R(λ;A)x + R(λ;A)x ,

pour tout t ≥ 0 et x ∈ E . Comme {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe, il en résulte
que la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est fortement continue. De plus, pour tout
µ ∈ Λa, tout x ∈ E et tous s, t ≥ 0 on obtient :

Sµ(s)Sµ(t)x =

s∫
0

eAµuSµ(t)x du =

s∫
0

eAµu

t∫
0

eAµvx dv du

=

s∫
0

t∫
0

eAµ(u+v)x dv du =

s∫
0

u+t∫
u

eAµrx dr du

=

s∫
0

u+t∫
0

eAµrx dr du−
s∫

0

u∫
0

eAµrx dr du

=

s∫
0

Sµ(u + t) du−
s∫

0

Sµ(u) du =

s∫
0

[Sµ(u + t)− Sµ(u)] x du .
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Par pasage à limite pour Re µ→∞ il s’ensuit que

S(s)S(t)x =

s∫
0

[S(u + t)− S(u)] x du

pour tout x ∈ E et tous s, t ≥ 0. Comme S(0) = 0, avec la définition 5.3 on
déduit que la famille {S(t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe intégré. De plus,
pour tous t, h ≥ 0 on obtient

‖S(t + h)− S(t)‖ = lim
Re µ→∞

∥∥∥∥∥∥
t+h∫
0

eAµs ds−
t∫

0

eAµs ds

∥∥∥∥∥∥
= lim

Re µ→∞

∥∥∥∥∥∥
t+h∫
t

eAµs ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ lim
Re µ→∞

t+h∫
t

∥∥eAµs
∥∥ ds

≤ lim
Re µ→∞

t+h∫
t

Mes(ω Re µ+ Im 2µ)/ Re µ−ω ds

≤ lim
Re µ→∞

Me(t+h)(ω Re µ+ Im 2µ)/( Re µ−ωh = Meω(t+h)h . ��
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professeur Liming WU.

Je veux exprimer toute ma reconnaissance pour l’hospitalité et l’amabi-
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[Hi’91-1] Hieber, M. Laplace Transforms and α-Times Integrated Semigroups. Forum

Math., 3(1991), 595–612.

[Hi’91-2] Hieber, M. Integrated Semigroups and the Cauchy Problems for Systems in
Lp Spaces. J. Math. Anal. Appl., 162(1991), 300–308.

[Hi’48] Hille, E. Functional Analysis and Semi-Groups. A.M.S., New York, 1948.

[HP’57] Hille, E., Phillips, R.S. Functional Analysis and Semi-Groups. A.M.S.,
Providence, Rhode Island, 1957.

[KH’89] Kellerman, H., Hieber, M. Integrated Semigroups J. Funct. Anal.,
84(1989), 160–180.

[Le’03] Lemle, L.D. La formule de Lie-Trotter pour les semi-groupes fortement continus.
Prepublications de l’Institut Girard Desargues, Lyon, 8(2003), 1–136.
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