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RESUMEN. Se presenta una estudio comparativo de la conocida teoria
de los semigrupos Cy y la teoria de los semigrupos integrados. Se pre-
sentan también algunas contribuciones a la teoria estructural de los
semigrupos usando propiedades de la aproximacién extendida de Yo-
sida.

1. Préliminaires

Dans la suite, nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C, par B(E) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans £ et par I 'unité de B(E).

1This work was partially supported by Yangtse Professorship Researches Programme,
Wuhan University, China.
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Pour un opérateur linéaire A : D(A) C £ — & nous noterons par
p(A) = {X € C| Al — A est inversible dans B(&) }
lensemble résolvant de A € B(E) et par
R(.;4): p(4) — B(&)
RN A) = (M —A)"
la résolvante de l'opérateur linéaire A.

Définition 1.1. On appelle Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur
& une famille {T'(t)},5, C B(E) vérifiant les propriétés suivantes :
i) T(0)=1;
i) T(t+s)=TH)T(s), (V)t,s>0;
ill) im0 T(t)z =2, M)zel.

Définition 1.2. On appelle générateur infinitésimal du Cpy-semi-groupe
{T(t)},>o, un opérateur A défini sur I’ensemble :

D(A) = {;U € & lim Mz -z existe }
t\0 t
par :
T(Hx —
Az = 1im LDTZT e pa),
N0 t

Exemple 1.3. Soit :
Cup[0,00) = { f :[0,00) — R| f est uniformément continue et bornée} .

Avec la norme || f[lc,,[0,00) = SUPaef0,00) | ()], espace Cyp0,00) devient un
espace de Banach. Définissons :

THH) () =ft+a), (V)t>0etac]0,00).
Evidemment T'(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :
i) (T(0)f) () = f(0+ a) = f(@). Donc T(0) = I;
i) (Tt+s)f) (@) = ft+s+a) = (T{)f) (s +a) = (T(H)T(s)[) (),
(V) f € Cup[0,0). Donc T'(t + s) = T(t)T(s), (V)t,s > 0;

i) Lm0 [ T()F = Fleyjo.0e) = limesso {uPacio ey 1F(2+0) = F(@)] } =
0, (V) f € Cup[0, 00).
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De méme, nous avons :

1T flle 0000 = sup [(T(O)f) (@)= sup [f({t+a)

a€l0,00) a€l0,00)
= sup [f(B) < sup [f(B)|=Ifllcwfo,0), (V)t=0.
BE[t,00) B€[0,00)

Donc ||T(t)[| = 1, (V)t > 0. Par conséquent {T'(t)},-, est un Co-semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur C,;[0, 00), nommé le Cp-semi-groupe de trans-
lation a droite.

Soit A : D(A) C Cyup[0,00) — Cyup[0, 00) le générateur infinitésimal du Cp-
semi-groupe {7'(t)},5,. Si f € D(A), alors nous avons :

uniformément par rapport a «. Par conséquent :
D(A) C {f € Cuwp[0,0) | f" € Cup[0,0) } .
Si f € Cupl0,00) tel que f/ € Cyupl0, 00), alors :

HT(t)f o I ~ s ‘(T(t)f) (@) = flo) (a)
t Cupl0,00)  @€[0,00) ¢
Mais :
1 | F
~[ro - @] = | firo - rna
o+t

1 / /
< [1r@-r@)dr—o

uniformément par rapport a « pour ¢\, 0. Par suite :

HT(t)f_f—f’ .0 s EN0
t Cus[0,00)

d’oltt f € D(A) et :
{f € Cup[0,00) | f" € Cup[0,00) } € D(A).
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Par conséquent D(A) = {f € Cup[0,00) |f € Cup[0,00) } et Af = f’. Comme cet
opérateur est non borné, il ne peut pas engendrer un semi-groupe uniformément
continu.

Nous noterons par SG(M,w) I'ensemble des Co-semi-groupes {T'(t)},5, C
B(E) pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que :

IT(t)| < Me®t, (V)t=0.

Dans ce cas, on dit que {T'(t)},~, est un Co-semi-groupe exponentiellement
borné. B

Proposition 1.4. Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinité-
simal. Si z € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a I’égalité :

T(t)Az = AT(H)z, (V)t> 0.

Preuve. Soit x € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons :

T(t)Az = T(t) Jim %
. T(h)T(t)x—T(t)x
= lim
R\0 h

Donc T(t)z € D(A) et on a T(t)Ax = AT(t)z, (V)t>0. ™
Remarque 1.5. On voit que :

T(H)D(A) CD(A), (¥)t>0.

Proposition 1.6. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinité-
simal. Alors I'application : B

[0,00) 2t+—T(t)x €&
est dérivable sur [0, 00), pour tout = € D(A) et nous avons :

L) = T()Aw = AT(Wx, (%)t >0,
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Preuve. Soient € D(A), t >0 et h > 0. Alors :

T -T e
| PR =IO e < o | TR - 0
< peet|[ T2
h
Par conséquent :
lim LEFRE =TT iy gy
h\0 h
d’ou :
d-‘r

ET(t)x =T(t)Az, (V)t>0.

Sit— h > 0, alors nous avons :

H TE=hz=TOT _ 1y py

—h

<t [P0 e a7 a0

< Meet=h (HT(h)}f e

+ || T (h)Ax — A:c||) .

Par suite :
lim Tt —h)x—T({)x _ (1) Az
h\.0 —h
et :
d-
ET(t)aj =Tt)Az, (V)t>0.

11 s’ensuit que l'application considérée dans I’énoncé est dérivable sur [0, c0),
quel que soit € D(A). De plus, on a I’égalité :

d
STz =T@HAz = AT(t)x, (V)¢ =0. l
Lemme 1.7. Soit {T'(t)};>, un Cy-semi-groupe. Alors :

. t+h
%% 7 /T(s)x ds =T(t)x
t

quels que soient x € £ et t > 0.
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Preuve. L’égalité de I’énoncé résulte de I’évaluation :

1 t+h 1 t+h
E/i@n@—T@x E/Xﬂ@—ﬂmx@

< sup |[[T(s)z = T(t)z||
sE[t,t+h]

et de la continuité de I’application [0,00) 3t — T(t)z € €. ™

Proposition 1.8. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinité-

¢
simal. Six € £, alors [T(s)x ds € D(A) et on a I'égalité :
0

A lT(s)xds=T{t)x—x, (¥V)t>0.
/

Preuve. Soient © € £ et h > 0. Alors :

t ¢ t
Th)—1 1 1
T =1 /T(s)x ds = — /T(s +h)xds — — /T(s)m ds
h h h
0 0
1t+h 1
:E/T Yo du — E/T )z ds
h 0
t+h t
—; [Tedu— (e d o [Twed
=2 zdu— zdu— - x du
0 0 0
t+h h
—l/i()d_l/ﬂ)d
=7 w)z du — - w)z du.
t 0

Par pasage a limite pour h \, 0 et compte tenu du lemme 1.7, nous obtenons :

t
A/T Yeds=T{)x—z, (V)t>0
0
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et :

¢
/T Yxds € D(A). ™
0

Théoreme 1.9. Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Alors © € D(A) et Ax =y si et seulement si

Tt —x = /T(s)y ds, (V)t>0.

Preuve. => Si x € D(A) et Az =y, alors nous avons :

disT(S)m =T(s)Az =T(s)y, (V)se]0,¢],t>0,

d’ou :
d
/ yds-/d—T(s)xds:T(t)m—x, (W)t >0.
s
0
<= Soient z,y € &£ tel que
¢
Tt —xz = /T(s)y ds, (V)t>0.
0

Alors nous avons

Wr=—o %/T(s)yds, V)t >0,
0
d'on
t
. Tt)x—ax . 1
f— — pr— = >
lig ST i [T(5)yds =TO =y, (=0,

0
compte tenu du lemme 1.7. Finalement on voit que z € D(A) et Az =y. @

Théoreme 1.10. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Alors : -

i) D(A) =¢&;

iil) A est un opérateur fermé.
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Preuve. 1) Soient « € £ et t,, >0, n € N, tel que lim ¢, = 0. Alors :

tn
1
xn:t—/T(s)xdseD(A), (V)n € N,
"

d’ou :
tﬂ,

1
lim x, = lim — /T(s)x ds=T(0)z ==x.

n— 00 n—oo t,

Par conséquent D(A) = €.
ii) Soit (7,),cn € D(A) tel que lim, oo 2, = et lim Az, =y. Alors :

IT(s) Az, — T(s)yll < T ()|l [|Azn — yl| < Me" || Az, —y]|

quel que soit s € [0,t]. Par suite T(s)Ax, — T(s)y, pour n — oo, uni-
formément par rapport a s € [0,t]. D’autre part, puisque x,, € D(A), nous

avons :
t

T(t)xy —xpn = /T(S)Axn ds,

d’ou :
t

lim [T(t)z, —x,] = lim [ T(s)Az,ds,

ou bien :

Finalement, on voit que :

Ttz —x 1
1’[[) —_— = 1.[[ —_ T = .
tl\o t tl\O t (s)y ds =y
0

Par suite z € D(A) et Az = y, d’ou il résulte que A est un opérateur fermé.

ol

Nous montrons maintenant un résultat qui concerne 1'unicité de I’engendre-
ment pour les Cy-semi-groupes.
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Théoréme 1.11. [I'unicité de I'engendrement] Soient deux Cy-semi-groupes
{T(t)},>o et {S(t)},~, avant pour générateur infinitésimal le méme opérateur
A. Alors :

Tt)=St), (V)t>D0.

Preuve. Soient t > 0 et € D(A). Définissons ’application :
[0,t] > s+——U(s)x =T (t — s)S(s)x € D(A).

Alors :
%U(s)z = disT(t —35)S(s)x+T(t— s)diSS(s)x
= —AT(t —s)S(s)x + T(t — s)AS(s)x
=0

quel que soit z € D(A). Par suite U(0)x = U(t)z, pour tout « € D(A), d’ott :
Ttz =St)z, (V)xeD(A)ett>D0.
Puisque D(A) = & et T(t), S(t) € B(E), pour tout ¢t > 0, il résulte que :
Ttr=St)z, (Mt>0etzef,

ou bien :

Tt)=S@t), Mt>0. &

2. La transformée de Laplace d’un Cjy-semi-groupe

Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, D’ensemble
{A€C[ReA>w}. Soit A € Ay et {T'(t)},5 € SG(M,w). Nous avons :

IT(®)] < Me®", (V)t=0
et on voit que :
e MT(t)a]| < "M T(@)] |2 < Me™RAN 2|, (V) € €.

Définissons ’application :
R)\ € — 5,

par :
o0

Ryx = /e_MT(t)a: dt .
0
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Il est clair que R) est un opérateur linéaire. De plus, on a :
oo
[Rasl < [ e T (0] dt < el (wee.
- ~ Red—w
0

d’oti il résulte que Ry est un opérateur linéaire borné.

Définition 2.1. L’opérateur :

R: A, — B(E)

R(\) = / e NT(t) dt
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)}tzo € SG(M,w).

Théoréme 2.2. Soit T : [0,00) — B(E) une application fortement continue
pour laquelle il existe M > 0 et w € R tel que

IT@®)] < Me**, (V)t>0.

Alors Iapplication

R: A, — B(E)

R(\) = /e*“T(t) dt
0

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a

T(t+s)=THT(s), V)t s>0.
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Preuve. Soient A\, u € A, tel que A # p. Alors nous avons :

RN —R(p) 1 1
A) -
T = P = 3 Bk
/6 (p— )\)TR dT—/ —(p— )\)TR
0 0
:/67(”7)\)7— /67)‘TT(r)drdT—/ —(u=X)7 /ef”TT(T)drdT
0 0 0 0

://e_(“_’\)Te_MT(r)drdT
// —(u=2)7 e T (r)dr dr — // —(u=A) (147, “AT(r)dr dr

oo

/e*(“ AT *’\TT( )dr dr — //e* “*’\)(T”)dTe*/\TT(r)dr
0

0 0

80\

/e =N7e=rr(r)dr dr
0
oo

8

e_(“_)‘)Te_MT(r)dr dr — //6_(II’_>\)(D)CZL€_>\TT(T)CZT‘

—

0
(/e_(“ )‘)TdT—‘r/ “W=NTgr — [ em = Nr gy e_)‘TT(r)dr
0 T r

e~ (=N e_MT

|
—

/e_(“ N =AM (r)dsdr
0

8 0\8

80

e (“*)‘)S/e*)‘TT(r)drds

S

e~ =N AT (1Y drds =

m\
o\

e_“s/e_)‘(r_s)T(r)drds =

S

I
o
o — g

e_“s/e_)‘tT(t + s)dtds
0

o
e MeTHST(t + 5)dtds .
0

I
o —y
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D’autre part, il est clair que

00 00
= / e MeTHST()T(s) dtds
0 0

et par conséquent :

R\ — R(p)

L ROVR() = / / =M [Tt 4+ 5) — T(E)T(s)] dds
0 0

d’out on déduit facilement les affirmations de 1’énoncé.

Théoréme 2.3. Soient A : D(A) C £ — & un opérateur linéaire fermé
densement définit et {T'(t)},, C B() une famille fortement continue pour

laquelle il existe M > 0 et w € R tel que
1T < Me**, (V)¢ =0.

Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {T'(t)};>, est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour

générateur infinitésimal I'opérateur A ;

i) A, C p(A) et pour tout A € A, et tout x € £ on a R(A\)z =

Preuve. 1) = ii) Pour tout A € A,, et tout = € £, nous avons :

T(WR(\z — RNz _ 1 [ By
17 A(s—h) 17 Y
- T(s - T(t
=5 /e s)xds — € t)x dt
0
A I As 1 —At
T(s)xds — 7 T(t)x dt
h 0
r 1
/ s)xds f/ef/\ST(s)xds) — E/ef (t)
0 0
Mo T AR
= ¢ ; / T (s)rds — — [e T (s)
0 0

/e_’\tT(t)gc dt
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Par passage a limite, on obtient :
lim T(h)R(AN)z — R(N)z
RN\0 h

Il en résulte que R(N\)x € D(A) et

ARMNz =ARN)z —z, (VM)ze€k,

=ARN)zx —x.

ou bien
(M—-ARNzx=z, (VMazxzef.

Si z € D(A), alors nous obtenons :

RN Az = /e*MT(t)Ax dt = /e*/\t%T(t)x dt
0 0

= [eMT ()] |7 + A / e MT(D)a dt = 2+ ARz,
0

d’ou :
RN — Az =z, (V)zeD(A).
Finalement, on voit que A € p(A) et R(A\)z = R(\; A)x, pour tout z € £.
1) < 1) Soit A € A, et R(\; A) = R(\). Compte tenu du théoréme 2.2 il
en résulte :
Tt+s)=Tt)T(s), t,s>0.

De plus, si T(0)z = 0, alors T'(¢t)x = T'(t)T(0)x = T'(t)0 = 0, pour tout ¢ > 0.
Par conséquent R(A\)z = 0, d’ou il résulte x = 0 et, par suite, T(0) = I. Il en
découle {T'(t)},5, € SG(M,w) .

Soit maintenant B le générateur infinitésimal du Cp-semi-groupe {T'(t)},~,-
Alors, en applicant la premiere partie de la preuve, on a :

R(M\;B) = R(\) = R(M A)
d’ot il sensuit que B=A. ™
Remarque 2.4. On voit que pour tout A € A, on a :
Im R(A;A) =ZIm R(\) CD(A)

et :
R(\; A)D(A) = R(\)D(A) € D(A).
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Remarque 2.5. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Alors nous avons : -

{AMe C|ReA>w} Cp(A).
et :

og(A)c{ e C|ReA<w}.
Théoréme 2.6. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Pour tout A€ A, ona:

M

. " < _
IR A" € oy

(V)n e N*.
Preuve. Soit {T'(t)},5, € SG(M,w) . Alors :

IT@)] < Me**, (V)t>0.
Compte tenu du théoréme 2.3, si A € A,,, nous avons A € p(A) et :

RN\ Az = /e*AtT(t);U dt, (M)zek.
0

De plus :
M
RNA)| < ———-.
IRO AN < 25—
Il est clair que :
d Y
aR(A; Ax =— [te T (t)xdt, M)zef
0
et par récurrence on peut montrer que :
dr T
d)\—nR()\; A)x = (—1)" /t"e_)‘tT(t)x dt, (VM)xefetneN".
0

D’autre part, nous avons :

d’I’L

T RO Az = (=1)"nlR(); A)"e (V)xe&etneN.
Par suite, on a :

(—1)"nIR(A; A) g = (—1)" /t”e—MT(t)x dt, ()zefetneN,
0
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d’ou il résulte que :

1 oo
R\ A 'z = T t"te NPz dt, (V)x €& et n € N*.
n — .
0
De plus :
Ml [y (rer-
A A" < g (ReAd—w)t di
[R(AA) 2| < = 1) e

0

(i‘f”ﬁ;' RZ’)\_EW /tn—2€—(Re)\—w)t dt
' 0

__ Mla|
(Re A —w)n
quels que soient x € £ et n € N*. Par conséquent :
M
RMA"| < =, (¥ N*. ™
IR A < oy gy (e

3. L’approximation généralisée de Yosida

Dans cette section nous avons utilisé les idées de Pazy [Pa’83-1, pag. 9]
pour obtenir une petite extension de ’aproximation de Yosida .

Lemme 3.1. Soit A : D(A) C £ — & un opérateur linéaire vérifiant les
propriétés suivantes :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;
ii) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a :
M

. " < S
IR A < gy =y

(V)n € N*.

Alors pour tout A € A, nous avons :

li>\m ARN A)x =z, (Mxzekl.

ReA—oo
De plus MAR(N; A) € B(E) et :
lim MR(MA)x=Az, (V)xze D(A).

Re A—o0
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Preuve. Soient © € D(A) et A € C tel que Re A > w. Alors R(A\; A)(AM — A)x =
x. Si Re A\ — oo, nous avons :

AR Az — 2| = ||[RO; A)Az|| < [|RO: A)| || Az
M
< ——||Az|| —
< Rea o4l — 0,

d’ou il résulte que :
lim ARM\ Az ==z, (¥)xeD(A).

Re A—o0

Soit & € &, puisque D(A) = &, il existe une suite (zp)nen C D(A) telle que
&, — x si n — oo. Nous avons :

[AR(A; A)x —z]| < [[AR(A; A)x —AR(X; A)n || + [AR(A; A)zn, — ||+ |20 —

S AR A lz = zall + IARA; Az — 2| + [l — 2]
[\ M M
< -\ - n -\ A n n -
< = = all + oy Azl + 2 — 2]
[AJM + Re A —w M
= n— — || Az, ||
R Nen =2l + g5 Azal
Mais x,, — = si n — o0o. Donc pour tout £ > 0 , il existe n. € N tel que :
Rel—w

lon. =2l < e S Rer = o

Par conséquent :

M

AR\ A)z — | < e+ Re)—w Az, |
d’ott :

limsup [|[AR(\; A)z — x| <e, (V)zx€eE,

Re A—o0
ou bien :

lim AR\ Az =2, (V)zel.
Re A—oo

De plus :

AMR(NA) =AM — (M — A RN A) =AARNA) -1 = )\QR()\; A) =M.
Par suite, on a :

IAMARX; A)z|| = [|AAR(N; A) — I zf| < [A[[[AR(X; A)z — =

[A[M

< ARG A+l < I (o

+1> lz||, M)z €&

et on voit que AAR(A; A) € B(E).
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Si x € D(A), alors nous avons :
AR(N; A)Az = [N°R(NA) — M|z = MR(X\ A)z,
d’ou il résulte que :

lim AR A)z = lim AR(\; A)Az = Az, (V) 2 € D(A). v

Re A—o0 Re —

Remarque 3.2. On peut dire que les opérateurs bornés NAR(\; A) sont des
approximations pour 'opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on
introduit la définition suivante.

Définition 3.3. La famille {Ax},c,  C B(E), ou Ay = MAR(); A), s’appelle
Uapproximation généralisée de Yosida de 'opérateur A.

Théoréme 3.4. Soient {T(t)},5, € SG(M,w), A son générateur infinitésimal
et {AM}M e, l'approximation généralisée de Yosida de 'opérateur A. Alors pour
tout € Ay, il existe Q > w tel que Ao C p(A,) et pour tout X € Aq on a :

; < —F.
1RO 40l < £

De plus, pour € > 0, il existe une constante C' > 0 (qui dépend de M et ) tel
que :

[R(A; Azl < |(;: (Il + [ Az]]) , (V) z € D(A),

quels que soient A\, up € C, avec ReA > Q+¢c et Rep>w + %

Preuve. Soit p1 € A, arbitrairement fixé. Nous avons vu que A, est le généra-
teur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {etA“ } >0+ En ce cas,
nous avons : -

HetA“ | _ Het(MQR(u;A)*MI)H _ “e—utleu2tR(u;A)"
k|, |2k k
k2 R (i A) oo 4]l | Ry A)F|
— Re ut ’ — Re pt
=¢ 2 k! = 2 k!
k=0 k=o
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tuf? )’“
7Rcuti tk‘/u|2kM _ Mech,uti (Reu—w
E'(Rep —w) P k!

— MefReutetlul /(Re p—w)
— Met(w Re p4Im ?p)/(Re p—w) .

Si nous notons :
_ wRep+ Im?u
N Repy —w
alors il est clair que :
2 T 2
wrime o,
Rep—w
et que Ag = {A e C|ReX > Q} C p(A,). De plus, pour tout A € Ag, nous
avons :

Q=w+

M
NAD| < ————.
||R( 9 /,1,)”7 Re)\_Q
Si nous considérons A € C tel que Re A >  + ¢, ou € > 0, alors on voit que :
M
1RO A <

||

D’autre part, pour z € D(A) et u € Ay, tel que Rep > w+ R nous obtenons :
[Apz|l = [|pR(p; A)Az|| < [pl|R(ps; A)||[| Az ||
M

< |p| =——|Ax|| < 2M || Az||.

< il e Il < 21 Aa
De I'égalité :

(M — A RN A) =1,

il vient : ) )

R(NA,) = XI+ XR()\;A#)A“

et par conséquent :

1R Ap)zll < =7 (2]l + 1RO A) [ Ap)

I/\I

< o (1ol + 25 e )

< 57 (el + 14l) . (92 € D(A).
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ot la constante C ne dépend que de M et de e. ™

Théoréme 3.5. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w), A son générateur infinitésimal,
{A#}# ca,, l'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A et A € C tel
que Re\ > w + ¢, arbitrairement fixé pour € > 0. Alors il existe p € A, tel

A
weAGMAH,;fEEPM)%

1 p\ Ap
R\ AL = I R(-L=:A).
(s ) At p +(A+u> (Aﬂt’ )

Preuve. Compte tenu du théoréeme 3.4, pour u € A, il existe Q > w tel que
Ao C p(A,). Nous avons :

0_ wRepu+ Im?p
 Rep—w
Donc l'inégalité Re A > ) est équivalente avec :
24T
Re > w4 &
Rep—w
w2+ Imp

Soit € > 0. Si u € A, tel que < g, alors Re\ > w + ¢ implique

ep—w
Re A > . Par suite, A € p(A4,). Donc il existe R(A; A,) et avec le théoreme
3.4 on voit que :
M
RNAD < ———.
1RO A < x—

D’autre part, nous avons :

A A2 A2
R“Re(A )Re)\Re

e — _
A A A+ p
2

>w+e— Re .

At+p
2 £
Etant donné k > 0 tel que |[Im\| < k, il existe u € A, tel que Re)\+ < 3

]

A
Il s’ensuit que Re X a

R (/\M; A) existe bien.
A+

5
> w+ 3 Par conséquent, € p(A) et donc

A
At p
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Nous avons :

1 Al

e M= A (ul — AR ([ 2E 4

s O = At = AR (24)
- [N — P R(p; A) + pI] (uI — A)R (AMA>
A+ ’ A+pu’

2
= (uI—A— a I)R( Au ;A)
A4 p A+
_ (MI_A>R(AM;A) _1
At p A
Par un calcul analogue, on peut obtenir :

AL
— (Wl —AR| —A) (M -A,)=1.
= R (2 4) (7 - )

Il s’ensuit que :
1 Al
RMA)=—Wpl—-AR|—A) .
(i) = 3l = AR (L)

De plus, compte tenu de I'identité de la résolvante, il en résulte que :

+ L))
R|——A) —R(uwA) = — R A ) R(u A).
<>\+u’ ) (s A) (u i n N (s A)

En applicant la commutativité de la résolvante, on obtient :

A p (Au )
R{——A|=R(u;A R(u; A)R| —; A
<A+,,L ) (1 )+A+u (13 A) Nt

d’ou il s’ensuit que
1 A 1 po )2 < Ap )
— (W[ — AR -—A) = I+ R(-ZE—4).
A+u(“ ) (Aﬂt ) Atp (Aﬂt) At p

Remarque 3.6. Evidemment, pour A € A, on voit que Ay est le générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {e“‘A Nous utiliserons

}tZO'
cette famille pour montrer I'existence d’un Cp-semi-groupe engendré par A.
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4. Le théoreme de Hille-Yosida

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat trés important concernant
les semi-groupes de classe Cy. Il s’agit du célebre théoreme de Hille-Yosida qui
donne une caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cy-semi-
groupes. Il a été montré pour la premiere fois indépendamment par HILLE dans
[Hi’48] et par YOosIDA dans [Yo0’48] pour les Cp-semi-groupes de contractions.
Quelques années plus tard, FELLER dans [Fe’53], MIYADERA dans [Mi’52]
et PHILLIPS dans [Ph’52] donnent une preuve pour le cas général d'un Cy-
semi-groupe. Nous avons obtenu une preuve dans le cas le plus général, en
utilisant I’approximation généralisée de Yosida que nous avons introduit dans
la définition 3.3.

Dans la suite, pour tout r > 1, nous notons par A, , 1’ensemble

{)\EC‘ Re)\>rlw}.

r—

Lemme 4.1. Soit A : D(A) C £ — & un opérateur linéaire vérifiant les
propriétés suivantes :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;
ii) il existew >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A,,, on a :

M

'A n <
IR A < oy =0y

(V)n e N*.

Si {Ax} e A, st I'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A, alors
pour tout r > 1 et tous o, B € A, » nOUS avons :

||etA“x - etA‘*mH < M?*te* ™ ||Agz — Agz||, (V) €& ett>0.

Preuve. Solent «, 3 € A,,, v € [0,1] et x € £. Alors :

d

- (evtAm e(l—v)tABx) = 1A, eVt A (1-0)tAs tevtAaAﬁe(l—v)tA,gx .
v
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On peut facilement vérifier que A,, Ag, eVt4a ot (17948 commutent quels

que soient a, # € A, et t > 0. Nous obtenons :

1
/ i vtAae(l—'u)tAgm) dv =
dv

0

fevtAa A o(1=0)tAs, tevtAaAﬁe(l—v)tAgx) v,

o _
/N

d’our :
1
1
evtAae(l—v)tAgx‘ _ / (tevtAae(l—v)tAgAax _ te'utAae(l—'u)tAgABm) v,
0

ou bien :
1

ethag — etog = t/e”tA’*e(l_v)tAB (Agz — Agx) dv
0
quels que soient t > 0 et x € £. Nous en déduisons que :

1
1o = el <t [ flerao] e | 4az — Agpel do.

D’autre part, nous avons :

t
et = [l

2 AV _ 2 .
(a R(a;A) aI)H _ He atlea tR(a,A)H

e~ Reat

IN

i t*a?* R(o; A)]c

o tk|al2k HR a; A) H
k!

—Reat E
k=0

t]a)? )k
7Rcat§: tk|a|2kM _Mechati (Rea—w
k!l(Rea — w)k = k!
_ MefReateﬂa\ /(Rea—w) _ Met(wRea+Im2a)/(Rea7w)’

quel que soient o € A, et t > 0. Soit r > 1 tel que :

wRea + Im*a
—_— < uwr.
Rea —w
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Alors, nous avons :
wRea + Im?a < wrRea — w?r,
d’ou :
wRea < wrRea — w?r,
ou bien :
wir <w(r—1)Rea.
Il en découle : ,
Rea> —w.
r—1
Par conséquent, pour tout r > 1 et tout a € A, ., on obtient :
| 4e]| < Me™, ()t > 0.

Par suite, on a :

IN

1
HetA“J3 _ etABJ?H t/MewrvtMeuT(l—v)t HAal" _ Aﬁl‘” dv =
0

= M?*e“™ || Agz — Agz|
quels que soient x € £ et £ > 0. v
Maintenant nous présentons une variante du célebre théoreme de Hille—
Yosida pour les semi-groupes de classe SG(M,w).

Théoréme 4.2. [HILLE-YO0SIDA| Un opérateur linéaire :
A:DA)CE—E

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)},~, € SG(M,w) si et
seulement si :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;

ii) il existe w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A,,, on a :
M
(ReX—w)’
Preuve. = On obtient cette implication en tenant compte du théoreme 1.10

et du théoreme 2.6.
<= Supposons que l'opérateur A : D(A) C £ — & possede les propriétés (i)
et (ii). Soit {Ax},cp_, 'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A.
Compte tenu du lemme 3.1, il résulte que Ay € B(E) et :

li\m Ayz =Az, (¥)z € D(A).

Re A— o0

[R(XA)"| < (V) n € N*.
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Pour A € Ay, soit {T\(t)},5o = {e*} />0 le semi-groupe uniformément continu
engendré par Ay. Soit r > 1. Avec le lemme 4.1, on a :
| To(t)z — Ts(t)z|| < M2t |Agz—Apz|, (V)o, B € Ay, x € D(A) et t > 0.

Soient [D(A)] I'espace de Banach D(A) avec la norme || . [|p(4), et B([D(A)], )
lespace des opérateurs linéaires bornés définis sur [D(A)] avec valeur dans
&, doté de la topologie forte. Notons par C ([0,00); B([D(A)],€)) Pespace des
fonctions continues définies sur [0,00) a valeurs dans B([D(A)], &) doté de la
topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, 00). Si
[a,b] C [0,00), alors pour tout x € D(A) nous avons :

sup || Ta(t)z — To(t)a| < M2be" (|| Aqz — Az|| + || Agz — Az|]) — 0
t€la,b]

sir \, 1, donc si Rea, Ref3 — oo, d’ou il résulte que ({Tk(t)}tZO)AGA est

une suite de Cauchy dans C ([0, 00); B([D(A)],€)). Dong, il existe un unique
Ty € C([0,00); B(D(A), E)) tel que Ty(t)x — Tp(t)x, si ReX — oo, quel que
soit € D(A), pour la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles
compacts de [0, 00). Puisque :
ITA(®)]| < Me®™, ()t >0,
on obtient :
| To(t)z|| < Me*t||z||, (¥V)t>0etxcD(A).
Considérons 'application linéaire :
©¢ : D(A) — C([a,b]; &)
@01‘ = To( . ).’L’

quel que soit [a,b] C [0, 00). Comme nous avons :

190tlcqoe) = 31w ITo(0hal < Melal < Melaloa) . ()7 € D(A),
cla,

on voit que Oy est une application continue et puisque D(A) = &, elle se
prolonge de fagon unique en une application linéaire continue :

0:& — C([a,b];€)
telle que :
Olpay =©o
et :
||@93||c([a,b];5) < Me**|z
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quel que soit =z € &£. Par conséquent, il existe un seul opérateur
T € C ([a,b]; B(E)) tel que :

Oz =T(.)z, (Mzef.
On peut répéter ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0, 00) et on

voit qu’il existe un seul opérateur, noté aussi par T' € C ([0, 00); B(E)), tel que
pour tout x € £ on ait :

Th(t)r — T(t)xr si ReA — oo,
uniformément par rapport a ¢ sur les intervalles compacts de [0, 00). De plus :
IT()] < Met, (v)¢>0.
Il est évident que :
T0)z= lim ThOx==z, VMzef&

Re A—o0

et :

lim T =li li T = i lim T = .
lim (t)x lim im A(t)x) pdim (t{% A(t)m) z, (Mzeé&

Soient ¢, s € [0,00) et z € £. Alors, nous avons :

1T+ s)x—THT(s)x|| < |T(t+ )z — Tr(t+ s)z|]
+[|Th(E+ s)x —THh@)T(s)z|| + [ Ta@)T(s)x — T ()T (s)x]|
<NT(t+ s)x = Ta(t + s)zl| + [TA(O [ Tr(s)x — T(s)z]|
+ TN (@) (T(s)x) = T(#) (T(s)x)]| -
Puisque Ty (t) — T'(¢), si Re A — o0, pour la topologie forte de B(£), il s’ensuit
que T(t + s)z = T(t)T(s)z, pour tout € . Par conséquent {T(t)},5, €
SG(M,w).
Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T(t)}tZO'
Pour tout € D(A) on a :
ITx(s)Axe = T(s) Az|| < [|Tx(s) [ [[Axz — Az|| + [[Ta(s) Az — T'(s) Az||
< Me¥" || Ayx — Az|| + | Ta(s) Az — T(s)Az| — 0
si Re A — oo, uniformément par rapport a s € [0,¢], d’ou :
¢ ¢
Tt)x —xz = Rli)‘m [Th(t)x — x] = Rli}\m /T)\(S)AAIE ds = /T(t)A:z: ds
0 0
quels que soient x € D(A) et t > 0.
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Soit B le générateur infinitésimal du Co-semigroupe {T'(t)},~,- Si x € D(A),

alors :
t

T — 1
lim W)z == =lim - [T(s)Azds = Az

t\.0 t t\0 t
0

et nous voyons que z € D(B). Par conséquent D(A) C D(B) et Blp 4 = A.
D’autre part, nous avons 'inégalité :
IT@)] < Me**, (V)t>0.

Si A € A, alors A € p(A) N p(B). Soit € D(B), on a donc (A — B)x € £
et comme opérateur A\I — A : D(A) — & est bijectif, il existe z’ € D(A) tel
que (M — A)a’ = (A — B) z. Puisque B|p4) = 4, il vient que (A — B) 2’ =
(M — B) x et comme A € p(B), il en résulte que ' = x. Par suite x € D(A) et
donc D(B) C D(A).

Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B. Nous avons montré donc
que A est le générateur infinitésimal du Cp-semi-groupe {T'(t)},~, et compte
tenu du théoreme de 1'unicité de I'engendrement, il résulte que {T'(t)},5, est

I'unique Cy-semi-groupe engendré par A. ]

Corollaire 4.3. Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) , A son générateur infinitésimal
et {Ax}\ep, l'approximation généralisée de Yosida de 'opérateur A. Alors :

Ttz = lim ez, (V)zek,
Re A—o0
uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve. Elle résulte du théoreme de Hille-Yosida.

Il existe des semi-groupes qui ne sont pas Cp-semi-groupes, comme nous
pouvons le voir dans I’exemple suivant [Vr’01, Problema 2.3].

Exemple 4.4. Soit :

Ceh (R) ={f:R — R f est continue et bornée} .
Avec la norme

[ flle.,r) = sup [f(a)]
acR
lespace C.p(R) devient un espace de Banach. Soit ¢t > 0 et
S(t) : Cep(R) — Cep(R)
(SWf) (@) =ft+a), (V)f€Cuh(R)et aecR.
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Compte tenu de I'exemple 1.3, on voit que {S(t)},-, est un semi-groupe d’o-
pérateurs linéaires bornés sur C.,(R). Mais 1’égalité

}{% S(t)f = f7 (V)f € ch(R)

est vraie si et seulemant si f est une fonction uniformément continue sur R.
Comme dans Uespace Cq,(R) on peut trouver des fonctions qui ne sont pas
uniformément continue, par exemple f(a) = sina?, il s’ensuit que le semi-
groupe {S(t)},~, n’est pas de classe Cp.

De plus, on peut voir que le semi-groupe {S(t)},~, a pour générateur infi-
nitésimal I'opérateur N

A:D(A) CCwh(R) — Cap(R)

ou
D(A)={f:R —R|est uniformément derivable & droite sur Ret f'e Cyp(R)}.
Comme
D(A) = Cub(R) C ch(R) s
il s’ensuit que A n’est pas un opérateur dens définit.

Dans le cas d’un générateur infinitésimal A qui n’est plus un opérateur dens
définit, on a le théoréme suivant.

Théoreme 4.5. Soit A : D(A) C £ «— & un opérateur linéaire fermé pour
lequel il existe M > 0 et w > 0 tel que A, € p(A) et pour tout A € A, on a
M

. < _
O

(V) n € N*.

Alors la partie de A dans D(A) est le générateur d’'un Cy-semi-groupe sur D(A).

Preuve. La partie de A dans D(A) est 'opérateur linéaire AW définit sur
I’ensemble

D (A505) = {xeD(A)‘Aer}

A =4/,

Il est clair que pour tout A € A, et tout € D (Am) on a

par

D(A)) .

)\I*ATA)I:)\IfAI.
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Par suite A, € p (ATA)) et pour la résolvante de la partie de A dans D(A)

7 (s 4oem) 0 (o) — B (P (4om))

R </\; Am) — R(\; A)

on obtient

D(A)

Alors, pour tout x € D(A) et tout A € A, il résulte que

n M
A = 7 L[ Q—— ..
|2 (% Asm) ol = 1RO "l < sl () neN
De plus, pour tout € D(A) on a :
M
A — x| = A Azl < ———||A
IARO A)s ] = [ROG A)de] < (3 4]

d’ou il s’ensuit que
RCIi)\rgoo AR\ Az =z, (V)z e D(A).
De méme, on peut remarquer que pour tout & € D(A) il résulte AR(\; A)x €
D(A) et
AAR(N A)x) = MAR(N; A)x = MM — (M — A)JR(N; A)z
= AARA; A)x — ] = AAR(A; A)x — R(A; A) (A — A)a]
= AR\ A)[Az — Az + Azx] = AR(\; A) Az,

quel que soit A € A,,. Par conséquent, AR(A; A)z € D(A) et A(AR(N; A)x) €

D(A) € D(A), pour tout = € D(A) et tout A € A,. Il s’ensuit donc que

AR(M\; A)x € D (Am) pour tout x € D(A) et tout A € A,,.

Soit maintenant x € D(A) et ¢, € (O, %), n € N, tel que lim, . t, = 0.
Alors
1 1
Ty = tnR(tn;A>x€D(AD(A)> , (Y)neN
et
. .1 1
lim x, = lim t—R t—;A T=x.

Il en résulte que D (AW> est dens dans D(A), donc dans D(A).

Avec le théoreme de Hille-Yosida il s’ensuit que AW est le générateur

infinitésimal d'un Co-semi-groupe {T'(t)},-, sur D(A).
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Soit {Ax} e A, Vapproximation généralisée de Yosida de I'opérateur A. Alors
la famille {A)"W}AeAw cB (D (Am)) donnée par

A)\,m - A)‘/D(A)

est 'approximation de Yosida de 'opérateur Am. Compte tenu du corollaire
4.3 il en résulte que pour le Co-semi-groupe {7'()},, engendré par la partie
de A dans D(A) on a :

T(t)z= lim e"™2@g, (V)z e D(A)

Re A—o0 ’

uniformément par rapport & t sur les intervalles compacts de [0, 00). [l

5. Semi-groupes intégrés. Propriétés éléméntaires

Soient {T'(t)},5 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Soit
t
St)= | T(s)ds, (¥)t>D0.
0

Alors la transformée de Laplace de S satisfait les égalités suivantes :

T 17 1

/ “MS(t) / —“/ ) dsdt = —/e MT(t)dt = —<R(X\; A).
A A

0 0

Le théoréeme 2.2 conduit a la question suivante : on peut trouver une équation
fonctionelle vériffiée par S tel que 'application

oo

Ay DA )\/e’/\tS(t) dt
0

est une pseudo-résolvante 7 On a le théoréeme suivant :

Théoréme 5.1. [[Ar’87, Hi’91-1, MPV’97]] Soit S : [0cc) — B(E) une
application fortement continue pour laquelle il existe M > 0 et w € R tel que

1S(E)]| < Me*', (V)¢ >0.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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i) lapplication R : A, — B(E)

o0

\) = A/e’”S(t) dt
0

est une pseudo-résolvante ;

ii) pour toust,s >0 on a

S()S(s) = 7;(r) dr — / S(r) dr
t 0

Preuve. Soit A\, u € A, tel que X # p. Compte tenu de 'identité de la résolvante,
on a

11 1 ~ R(X\) R(u)
X;mm()\) — R(p)] = DT

Pour la partie de droite de ’égalité on obtient

:// M §(1)S (s) dsdt
0 0

Pour obtenir ’égalité de 1’énoncé il est suffisant de montrer que

fe’e] t+s

i\;ﬂi)\[R(/\)—R(u)]:ZO/e_M &b /S dr—/S dr| dsdt.

t

111 CLL RO Ru, 1 (1 1) A
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Nous avons succesivement :

1 R(A
w=XA| A

.

Il I Il Il | Il I
0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 0\8 =)

) _ RLm] _ Z’QM% [Rim . RLm]

P RE\A) dr — / o—u-nr B

I
0

e~ (=N / e S(r)drdr —
0

3

e~ (=27 / e *S(r)drdr

e~ (=7 _’\TS Ydrdr —

0\8 o\

/e (W=7 =17 S (1) drdT
0

e~ =T A S (1Y drdT —

\

/ e~ (=) (7+7) e_MS(r)drdT

~W TS () drdr — =NH) dre 7S () dr

e (n= A)TdTe_’\TS e (1= ’\)”due_)”S( )dr

f
/]

0\8 0\8

T

T oo

r
T

e_(“_’\)sdse_”\rS(r)dT:// —(u=2)s _’\TS( )dsdr
00

o0

)
—(p—XN)s 7)\7’51( )d?"ds:/67(”7A)8/67ATS(T)deS
0

S

“\8 R 0\8 St~ 3

oo

e_“s/e_/\(T_S)S(r)drds = /e_“s/e_/\tS(t—i-s)dtds
0

0

oo

S

/e_Me_“SS(t + s)dsdt .
0

e (”*’\)TdT—I—/e*(“*A)TdT—/e*(”*)‘)”dl/ e*)‘TS(T)dr
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D’autre part, compte tenu de ’égalité

on obtient
11 A 17 T
- {R( ) _ R(,u)] = f/efkt/ef“TS(t—i-T)det
pp—=AL A 1% I
0 0
:/e_)‘t/ e HTS(t /e_‘wdvdet
0 0
/ _)‘t/S (t+7) /e_“(TJr”)dvdet
0 0
= / e M / S(t+T) / e M dsdrdt
0 0 T
= e_’\t/e_“s/S t 4 7)drdsdt
0 0
t+s
= / —A / / S(r)drdsdt .
0
De plus
L (A-h)Ee L 1/°° 176 e
DY A BA AO H/\O

1 1
- _ —ur —pv _ _ =
)\/e S(T)/e dvdr 3

0 0

S(r /e HOF) dody
0
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oo oo oo S
1 e 1
=—= e Mdsdr=—— [ e [ S(r)dsdr
D) A
0 T 0 0
o0 S

:/ /e ‘”/S Ydsdrdt .
0

Par conséquent

11 1
,77R —At e Hs
)\/L/L—)\[ //

On en déduit facilement I'équivalence des affirmations de I'énoncé. ¥

Remarque 5.2. Pour tous ¢, s >0 on a
t+s

/S dr—/S

t+s

/S dr—/S dr—/S dr—/S dr—/S
/ T—I—SdT—/S /(T+s) S(r)] dr.

De plus

et
St)S(0)=0, (V)t=>0.

t+s
/S dr—/S T] dsdt.

59

Définition 5.3. On appelle semi-groupe intégré sur & une famille {S(t)},5, C

B(&) vérifiant les propriétés suivantes :
i) S(0)=0;
ii) Papplication [0,00) 5 t — S(t) € B(E) est fortement continue;
iii) pour tous ¢, s >0 on a
¢

S(H)S(s) = / S(r + 5) — S(r)] dr

0
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Remarque 5.4. Soit {S(t)},~, C B(£) un semi-groupe intégré. Pour tout
n € N, nous désignerons par C" I'ensemble

{xe&|S()xelC™([0,0);&)}
avec la convention C° = £.
Alors la propriété (iii) de la définition 5.3 est équivalente avec
S(t)r € C*

et
S'(r)St)x = S(r+t)x —S(r)z, (¥V)r,t>0
pour tout x € £. De plus, nous avons
S(t):¢" — ", (Y)neNett>0

et
S'(t):C" —C", (V)neN*ett>0.

Proposition 5.5. Soit {S(t)},5, C B(£) un semi-groupe intégré. Alors :
i) pour tout z € C! on a
S(r)S'(t)x = S(r+t)x — St)x, (V)r,t>0;
ii) pour tout = € C* on a
S'(t)x = S"(0)S(t)x+ S (0)z, (V)t>0;
iii) pour tout = € C? on a
S"0)S(t)x=St)S"(0)x, (V)t=>0.
Preuve. i) Soit & € C et r,t > 0. Alors

Sr)S'(t)r = %[S(T)S(t)]x = %[S(t)S(T)]I = di |:/[S('r +7r)— S(T)]dT] T
0

o~

=S{t+r)x—St)x.
ii) Soit = € Ct et r, t > 0. Alors
d

T dt
Pour » = 0, il en résulte :

S"(0)S(t)x =S (t)x —S'(0)x, (V)t>0,

S (r)S(t)x [S/(r)S(t)x] = —[S(r+t)z — S(r)z] = S'(r+t)x — S'(r)x.



UNE ETUDE COMPARATIVE CONCERNAT LES SEMI-GROUPES DE CLASSE Cop ... 61

d’olt on obtient (ii).

iii) Soit @ € C? et r,t > 0. Alors

d , d
== [S(r)S'(t))x= %[S(r +t)z — S(t)x]
=8'(r+t)z—S'(t)z.

S(r)S" (t)x

Pour t = 0, il vient
S(r)S"(0)z = S"(r)x — S (0)z, (¥V)r>0.
Compte tenu de 'égalité (ii), il s’ensuit (iii). &
Exemple 5.6. Soit {T'(t)},5, € SG(M,w). Alors la famille {S(¢)},5, C B(£)

S(t) = / T(s)ds
0

est un semi-groupe intégré sur €.

Exemple 5.7. Soit {T'(t)},5, € SG(M,w). Alors la famille {S(t)}+>0 C B(£¥)

t

S(t) = /T*(s)ds

est un semi-groupe intégré sur £*. En général, ce semi-groupe n’est pas de
classe Cy.

Définition 5.8. On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré
{S(H)}i>0 C B(E) T'ensemble

N={xze&|S{t)xz=0, (V)t>0} .
Remarque 5.9. A\ est un sous-espace fermé de C?'.
Proposition 5.10. Soit {S(t)},5, C B(E) et
M={zel"|S'(0)z=0}.
Alors N = Nj.

Preuve. Fixe x € N. Alors S(t)r = 0, pour tout 7' > 0. Par conséquent
S’(t)x = 0, pour tout ¢ > 0, d’ou il résulte S’(0)z = 0. Donc z € N et, par
suite, NV € N. Soit z € N;. Alors S/(0)z = 0. De I'égalité

S(r)S'(t)x =St +r)z—S{t)x, (¥)t,r>0
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on obtient
S(r)S'(0)x = S(r)xz, (V)r>0.
Il en résulte
S(r)x=0, (V)r>0
et on voit que z € N. Par suite N7 C N. Finalement, on voit que N' = Nj.

ul

Définition 5.11. On dit que le semi-groupe intégré {S(t)},5, C B(E) est

un semi-groupe intégré dégénéré.

Remarque 5.12. Le semi-groupe intégré {S(t)},5, C B(£) est non-dégénéré
si pour tout ¢t > 0, S(¢)z = 0 implique = = 0.

Proposition 5.13. Un semi-groupe intégré {S(t)},., C B(E) est non-dégé-
néré si et seulement si on a S’(0)x = x pout tout x € C*.

Preuve. = Soit {S(t)},~, C B(£) un semi-groupe intégré non-dégénéré. Alors
S(t)xz = 0 pour tout t > 0, implique x = 0. Soit € C'. Avec la proposition
5.5, 1), pour tout r,¢ > 0 on voit que

S(r)S'(t)x = S(r+t)x — S(t)z
d’ou, pour t = 0, il s’ensuit

S(r)S'(0)x = S(r)x, (V)r>0
ou bien

SIS (0)x —x] =0, (¥V)r=>0.
Comme {S(t)};5, C B(£) est un semi-groupe intégré non-dégénéré, il en
résulte

S'0)x—x=0
donc
S'(0)z = x.

<= Soit {S(t)},>o C B(£) un semi-groupe intégré tel que S(0)z = x, pour
tout x € CL. Soit x € N. Alors S’(0)z = 0 et, par conséquent, x = S'(0)z = 0,
d’ou il s’ensuit que N = {0}. Il en résulte que {S(t)};5, C B(E) est un
semi-groupe intégré non-dégénéré. M

Théoréme 5.14. Soit {S(t)},~, C B(E) un semi-groupe intégré non-dégénéré.
Alors {S'(t)},~, est un Cy-semi-groupe sur C'.
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Preuve. Pour tout = € C', I'application
[0,00) 2t S'(t)z € C*

est continue. Compte tenu de la proposition 5.13 on a S’(0) = I et avec la
proposition 5.5, i), on voit que

S'(rS (t)x = S'(r+1t), (V)rt>0.

Il en résulte que {S'(t)},5 est un Co-semi-groupe sur ct. o

6. Le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré

Soit {S(t)};5¢ C B(£) un semi-groupe intégré non-dégénéré. Compte tenu
des résultats de la section 2, nous avons la tentation de considerer pour géné-
rateur du semi-groupe intégré {S(t)},~, C B(€) un opérateur linéaire

A:DA)CE—E

définit par
A=X—-R'(\)

R(\) = A/e*”S(t)dt.
0

Malheureusement, 'intégrale de la partie de droite de I’égalité n’existe pas en
général, comme on peut voir dans 'exemple suivant [KH’89, Example 1.2].

Exemple 6.1. On considere £ = [? et la famille {S(t)},-, d’opérateurs linéaires
sur £ définie par B

t

St)(xn)nen = /ea"sdsmn

0 neN*

2
a, =n+2" 7, neN*.
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Nous alons montrer que {S(t)},-, est un semi-groupe intégré. Pour tout ¢ > 0
on a

t 2
2 eant —1 2
IS®) @n)nen- 17 = / e dsa, _ H <x>
an nenN= 2
0 nen- e
2 2
> eant _ 2 oo n+2" 7w t 1 )
; an " | n+27m [zl
t+2 t 2
o0 en 3 1 00 nt 2
2 et +1 9
n=1 n=1
oo 2 %)
2e™ o 2
S Z < n21n2) ‘In‘Q — Z <2ent n 1n2) |xn|2 )
n=1 ¢ n=1
Comme l'application ¢ : R — R, ¢(z) = —In22? + tz & un maximum :
2
Pmaz = m, il en résulte que
2 T ER 2 2 2 2
IO ner I < (2057) 3 bal? = (2652 o) e
n=1

d’otl
+2
IS@)| < 2emmz, (V) t > 0.

Par conséquent {S(t)},~, C B(£). Evidemment, I'application ¢ —— S(t) (0in)
est continue. Comme 'ensemble { (0;,)| n € N} est totale dans I? et comme
{S5(t)},> est uniformément borné par rapport a ¢ sur les intervales compacts de
[0,00), il en résulte que Papplication [0,00) 3 t — S(t) € B(E) est fortement
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continue. De plus S(0) = 0 et pour tous t, s >0 on a :

S

S(1)S(5) (@), ene- = S(8) / e doz,, :S(t)<eans_la:n>

neN*
t
ans 1
= /“"T dr
0 neN*

en(T+s) _ ganT
= / drx,
0

neN*

an(T+s) _ ednT _ 1
E — ] drx,

an an

neN*

)L

t [ 7+s
/ / an dy, — /“”“ du| drz,

0 L 0 neN*

e dux,, e dux,,

neN* neN*

[s(s+7) = S(7)] (@) pen- dr-

o O~

65

dr

Par conséquent {S(t)},~, C B(E) est un semi-groupe intégré. Soit maintenant

A € C. Pour tout x = % ety =~ 17)\ on obtient :

t

/e*’\tS(t) dt é , ! = /ef)‘t /e“"sdsdt % 1
Qnp ap — A A (07%% (an — )\)

0 0

¢ ant _
= /e_)‘te L1
) an an(an — A)
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0
2 2 2 P)
= @l an = AP 2 @l Jan — A

Les dernieres deux séries sont convergentes par rapport a a — oo. Pour la
premiere série, en posant o € N, on voit que

[e'S) n— ReA— 2"71'1'04

Z (@an=XNe_____ =~ —zIm/\Z
(& 2
- = lanf*lan = Al

d’ou il s’ensuit la divergence de cette série pour n > Re A. Par conséquent,

pour A € C,
’ 1 1
M g(t
</6 S()dtan7an—)\

0

jan|® |

est divergente par rapport a a — oo.

Par contraste avec autres caractérisations des Cp-semi-groupes, la propriété
prouvée dans le théoreme 1.9 peut-étre utilisée dans le cas des semi-groupes
intégrés, sans imposer des conditions supplémentaires [Th’90, pag.419].
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Définition 6.2. On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré
{S(t)},>¢ C B(£) un opérateur linéaire
A:DA)cCE—E
définit par : x € D(A) et Az = y si et seulement si pour tout ¢ > 0 on a
t

S(t)r —tx = /S(r)ydr.
0
Remarque 6.3. On voit que x € D(A) et Az = y si et seulement si z € C! et
S'(t)yx —xz=S(t)y, (V)t=>0.
Proposition 6.4. Soit A : D(A) C £ — & le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)},-, C B(E). Alors
c*CcD(A) cct

et
Az = S"(0)x, (¥)xeCl?

Preuve. Compte tenu de la remarque 6.3, on voit que © € D(A) et Az = y si
et seulement si x € C! et

S'(t)yr—xz=S{t)y, (V)t>0.
Avec la proposition 5.5, ii) il vient

S"0)S(t)x+ S (0)xr —z=St)y, (V)t>0.

Comme {S(t)},~, C B(E) est un semi-groupe intégré non-dégénéré, compte
tenu de la proposition 5.13, il résulte

S"0)S(t)x =Sy, (VM)t>0
pour tout x € C'. En utilisant la proposition 5.3, iii), pour tout x € C? il
s’ensuit que

SH)S"(0)x=Sty, (V)t>0
d’on

SHS"(0)z -yl =0, (V)t=0.
Par conséquent

S0z =y, (V)zecC?

donc

Az =S"(0)z, MzecC® ™



68 Lubpovic DAN LEMLE

Proposition 6.5. Soit A : D(A) C £ — & le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)},~, C B(E) . Alors A est un opérateur fermé.

Preuve. Soit (x,)nen C D(A) tel que limy, oo , = 2 et lim, o Az, = y.
Alors :

15(s)Azn — S(s)yll < [IS(s)[ [ Az — ny]| .
Par conséquent

lim S(s)Az, = S(s)y

n—oo

uniformément par rapport & s € [0,¢]. Pour x,, € D(A) nous avons
¢
S(t)x, — tx, = /S(s)AJcnds7 (V):t>0.
0

Il s’ensuit que

t

lim [S(¢)x, —tx,] = lim [ S(s)Az,ds, (¥V)t>0

0

d’out
t

S(t)x—tmz/S(s)de, (V)¢ >0.

Par conséquent = € D(A) et Az = y. Donc A est un opérateur fermé. ¥

Proposition 6.6. Soit A : D(A) C &€ — & le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)},», C B(E). Alors

S(t):Ct — C* c D(A)
et pour tout € C! on a
AS(t)x =S"(0)St)z=S"(t)xr —z, (¥)t>0.
De plus, pour tout x € D(A) on a
AS(t)x = S(t)Ax, (¥)t>0.

Preuve. Avec la proposition 6.4 on voit que

St):ct — c*c D), (V)t>0.
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Pour tout x € C! il s’ensuit S(t)x € D(A), pour tout t > 0. En appliquant
successivement la proposition 6.4 et la proposition 5.5, ii), pour tout x € C! il
en résulte :

AS(t)z = S8"(0)S(t)x = S’ (t)x — S'(0)x, (V)t>0.
Compte tenu de la proposition 5.13, il vient
ASH)x=8"(t)x —x, (V)t>0.

De plus, pour & € D(A) avec la proposition 6.4 et la proposition 5.5, iii) on
obtient

S(t)Az = S(t)S"(0)z = S"(0)S(t)z = AS(t)=z, (V)t>0. ™
Proposition 6.7. Soit A : D(A) C £ — & le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)},5, C B(E) . Pourtoutz € £ il résulte ft S(o)zdo €
D(A) et ’

A | S(o)xdo = S(t)x —tx, (¥)t>0.
/

Preuve. Pour tous r, 0 > 0 on a

5(r)S(0) = / [S(r +0) — S(r)dr,
0

o
/ S(r)S(0)do = / / IS(r + o) — S(r))drdo
0 00
ou bien
S(r) / S(0)do = / / IS(r + o) — S(r)|dodr .
0 00

t
Par conséquent, z € £ implique [ S(o)zdo € C! et
0
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S(r+ o) — / (r+0) — S(0) + S(0) — S(r)]wdo
[S(r+0)—S(0) xda—l—/Sa xda—/S Yxdo

t
=St)S(r)z —tS(r x—l—/S’ Yedo = S(r)[S a:—tx+/S Jzdo .
0 0

¢
Compte tenu de la remarque 6.3, on voit que [ S(o)xzdo € D(A) et
0

A/S(a):vdo — Sz —tr, (W)t>0. ©

Lemme 6.8. Soient A : D(A) C &€ — & le générateur d’un semi-groupe
intégré non-dégénéré {S(t)},5, C B(E) et ¢ : [0,00) — & une application
continue tel que

¢

/<p(s) ds e D(A), (V)t>0.
0
Si
A/ )Yds € D(A), (V)t>0,
alors ¢(t) = 0, pour tout t > 0.

Preuve. Soient t > 0 et r € [0,t] tel que

/gp(s) ds € D(A).
0
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Puisque D(A) C C?, il s’ensuit que
/ ¢(s) ds € C*.
0

Compte tenu de la remarque 6.3, on obtient :

o lse=n [eras| = s -] [eras+se-n | [ o) ds

0 0 0

/(p )ds — S t—r)A/ga(s) ds+ St —r)p(r)
0

T

p(s)ds =St —r)o(r)+ St —r)p(r) = f/ap(s) ds.
0

o\

Par intégration par rapport & r € [0,t], il en résulte

t T t r
/dii“ S(t—r)/go(s) ds dr:—//cp(s)dsdr
0 0 00
t t r
t—r/<p :—//go )dsdr

0 0 0

t r

//(p(s)dsdrzo

00

d’otu il s’ensuit que ¢(t) = 0 pour tout t > 0.

ou bien

Par conséquent

Théoréme 6.9. [I'unicité de I'engendrement| Soient {S(t)},5, et {U(t)},5
deux semi-groupes intégrés ayant pour générateur le méme opérateur linéaire
A:D(A) C &€ — &. Alors pour tout t > 0 on a S(t) = U(t).

Preuve. Pour tout x € £ on considere I’application

p:[0,00) — &, (t)=S5()-U(t)
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Compt tenu de la proposition 6.7, on obtient
t

A j o(s) ds = A / S(s)z ds — / Uls)z ds
0 0

0
=St)zr—te —U@)z+tex=o(t), (¥)t>0.

Avec le lemme 6.8 il s’ensuit
p(t)=0, (V)t=0
d’ott Paffirmation de I’énoncé en découle immédiatement. ¥

Remarque 6.10. La définition 6.2 peut-étre etendue dans le cas des semi-
groupe intégrés dégénéré. On appelle générateur d’'un semi-groupe intégré dé-
généré {S(t)},~, l'application

A: & —2f

définie par : z,y € £ et y € Ax si et seulement si
t
S(t)x —te = /S(r)y dr, (¥)t>0.
0

Si on posse
D(A) = {zx € E|Ax # 0},
alors z € D(A) et y € Az si et seulement si x € C! et
S'(t)r—xz=S8{t)y, (V)t>0.

Compt tenu de la définition de I’espace non-dégénéré, on peut établir un procédé
par lequel le cas des semi-groupe intégrés dégénérés peut-étre réduit au cas des
semi-groupes intégrés non-dégénérés. Si {S(t)},-, est un semi-groupe intégré
dégénéré ayant pour générateur I'opérateur A et pour l'espace dégénéré ’en-
semble N, alors on considere espace facteur £/, et les opérateurs induits

[S(®)]x] = [S(t)]

et
[Al[z] = {[y] | y € Az}
D([A]) ={[=]| € D(A)}

et

[z]=z+N€e&/ny, (Mzxzek.
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On peut prouver [Th’90, pag. 423] que {[S(t)]},, est un semi-groupe intégré
non-dégénéré ayant pour générateur 'opérateur [A].

7. Semi-groupes intégrés non-dégénéré exponentiellement bornés
Soit {S(t)},>o C B(£) un semi-groupe intégré.

Définition 7.1. On dit que le semi-groupe intégré {S(t)},5, C B(E) est
exponentiellement borné s’il existe M > 0 et w € R tel que

IS < Me**.

Remarque 7.2. 1l existe des semi-groupes intégrés qui ne sont pas exponen-
tiellement bornés comme on peut voir dans I’exemple 6.1. Pour un semi-groupe
intégré exponentiellement borné {S(t)},~, C B(£), 'intégrale de Laplace

oo
R(\) = )\/e_MS(t) dt
0
existe pour tout A € A,. Si, en plus, le semi-groupe est non-dégénéré, alors on

peut montrer le théoreme suivant.

Théoréme 7.3. [[Ar’87, KH’89, Ne’88, Th’90]] Soient A: D(A) C & — &
un opérateur linéaire fermé et {S(t)},~, C B(£) une famille fortement continue
pour laquelle il existe M > 0 et w € R tel que

IS < Me**
et ayant 'espace non-dégénéré N' = {0}. Les aflirmations suivantes sont équi-
valentes :

i) la famille {S(t)},~, C B(E) est un semi-groupe intégré non-dégénéré
exponentiellement borné ayant pour générateur 'opérateur A ;

i) A, C p(A) et pour tout A € A, on a
R(\; A) = )\/e"\tS(t) dt .
0
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Preuve. 1) = ii) Pour tout « € £ et tout A € A, considérons 'application
0o
R\)z = )\/e"\tS(t)x dt .
0
Compte tenu de la remarque 5.4 et de la proposition 5.5, i), nous obtenons :

i a:—)\/ - d t)x dt = A/ A — S(r)xdt

= /efM [S{t+7r)—S{t)]zdt+ A /eiMS(t):r dt

0 0

- )\/e_)‘tS(r):E dt
0

oo

=\ [ e MS(r)=S(t)z dt + R(\)x — S(r)z
/

—\t d
= \S(r) / e Sz dt+ RNz — S(r)z

0

= AS(r) + RNz — S(r)z

e MS(t)z|,- 0+>\/ S (t)a dt
0

= AS(r)R(A)x + RNz — S(r)x = S(r)[AR(AN)z — z] + R(M\)z .

Par suite

SRz = / SYNR(A)x — ] dr + tR(\)z

Avec la définition 6.2 on voit que R(A)x € D(A) et
AR(N)z = AR(N)x — x

d’ou

M —-ARNz=z, VMzefl.
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Soit maintenant x € D(A). Alors
t
S(t)x —tr = /S(T)ACE dr, (¥)t>0.
0
Compte tenu de la proposition 6.6, nous avons

R(\) Az = \ / e MS(t) Az dt = ) / e MAS(t)x dt
0

80

o

e M { d S(t)x — a:] dt = )\/e"\t%S(t)x dt — /\/e_)‘tx dt
0 0

=) e_’\tS(t)x‘:io + )\/e_”\tS(t)x dt| —z=ARN)z —x
0

d’ou1 nous obtenons
RN — Az =z, (V)zeD(A).

Par conséquent AI — A est un opérateur inversible, donc A, C p(A) et
R(\; A) =\ / e MS(t) dt .
0

1) = 1) Soit A : D(A) C &€ — & un opérateur lindaire fermé tel que A, C
p(A) et pour tout A € A, on a

R(\; A) = )\/e"\tS(t) dt .
0
Avec le théoréeme 5.1 on voit que

t+s S

S(t)S(s) = /S(r)dr—/S(r)dr, (V) t, s > 0.
b 0

On peut vérifier facilement que {S(t)},~, C B(E) est un semi-groupe intégré
non-dégénéré exponentiellement borné. Nous allons maintenant montrer que le
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semi-groupe {S(t)},~, a pour générateur I'opérateur A. Soit x € D(A). Pour
tout A € A, nous avons

= R(A)(/\I — Az = AR(\; A)z — R()\; A) Az

e MS(t)x dt — )\/ “AMS(t) Az dt

e MS(t)x dt — A e‘“/S(s)Axds

0\8 o\

[e’s} t
:)\2/ A S(t)a:—/S( YAz ds | dt
0 0

D’autre part

x =\ /B_Mtl‘ dt .

0
Par conséquent, pour tout x € D(A) on obtient

o] t o]
/e*)‘t S(t)x — /S( )Ax ds / Mg dt.
0 0 0

Avec le théoréme de l'unicité de la transformée de Laplace [Wi’71, 5.7, cor
7.2], il vient

t
S(t)x — /S(S)A.’E ds=tx, (¥)t>0.
11 s’ensuit donc que A est le générateur du semi-groupe intégré {S (t)}tzo. [l

8. Le théoréme de Arendt

Dans la théorie des semi-groupe intégré, une grande importance revient a
un théoreme de représentation de la transformée de Laplace pour une fonction
avec des valeurs réelles, montré par WIDDER en 1934.
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Théoréme 8.1. [WIDDER] Soient r : Ay — R une fonction et M > 0. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i) r € C(Ag) et pour tout A € Ay on a

Mn!
(n) ‘ o .
r AN < , (V)neN;
) ) (Re A)" ! @)
ii) il existe une fonction f € L*°[0,00) avec la propriété | f(t)| < M pour
tout t > 0, tel que

oo

r(A) = /e*Mf(t) dt, (V) X€ Ao.

0

La preuve de ce théoréme peut-étre trouver dans [Wi’34] ou [Wi’71]. On
peut remarquer facilement une grande analogie entre le théoréeme de Widder et
le théoreme de Hille-Yosida. En effet, compte tenu de 1’égalité

R\ A)™ = (—1)"n!R(\; A" (V)neN
la relation (ii) du théoréme de Hille-Yosida est équivalente avec

Mn!
< e A—w)iil’ (V)n € N.
Malheureusement, en 1960 Zaidman a prouvé que c’est impossible d’etendre
le théoreme de Widder aux fonctions avec des valeurs dans un espace de Ba-
nach arbitraire [Za’60]. ARENDT a prouvé dans [Ar’87, pag. 329] une version
“intégré” du théoreme de Widder pour fonctions avec des valeurs dans un es-
pace de Banach.

ROy )

Théoréme 8.2. [WIDDER—-ARENDT| Soient £ un espace de Banach, a > 0,
R : Ay — & une fonction, M > 0 et w € (—00,a]. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

i) Re€C>(A,,E) et pour tout A\ € A, on a

|
<M (WneN

HR()\)(H) ~ (Re A\ —w)ntl’

ii) il existe une fonction F : [0,00) — & avec les propriétés
F(0)=0

et
|F(t+h) — F(t)| < Me*“Mh (V) t,h >0,
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tel que pour tout A € A, on a
R(\) =\ / e ME(t) dt.
0

Preuve. 1) = ii) Pour z* € £* nous considérons I’application
r:Ao— R

r(p) = (R(p +a),z")
Alors pour tout p € Ag on obtient

Mn!
(n) R(
0] < [|RGu+ )" =Re(ita)—a]
Mn! .

Avec le théoreme 8.1 on voit qu’il existe une fonction g(.,z*) € L*°[0,00) (qui
dépend de z*) avec la propriété

lg (¢, 2 Lo fo,00) < M (|77l (V) =0
tel que

oo

r(p) = /e_“tg (t,z*) dt, (¥)u € Ao.

0
Pour tout w € (—o0, a] considérons lapplication

pw Ao — R, Pu(A) =r(A —w).
Alors, pour tout A € A, on obtient

oo oo

Pu(N) =r(A—w) = /e*(A*“’) tg (t,x*) dt

0 0

I
rb‘
>
~+
9]
€
&+
)
—~
~
8
*
~—
o)
~

et en posant
ft,x*)=eg(t,x*) dt, t>0
il en résulte que

oo

/e MEta*) dt, (V)A€ A,.

0
De plus, f(.,z*) € L*°[0,00) et
I f (¢ z" )HLoo[opo) < Me*! ||1E*||5* , (V)t>0.
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Définissons ’application
t
F(,2"):[0,00) — R, F(tz")= /f(s,:v*) ds.
0

Il s’ensuit que F (0,z*) = 0, pour tout z* € £*. De plus

Pw(A) = /e_)‘tf (t,z*) dt = /e_’\t%F (t,z*) dt
0 0

= e MF (t,z%)

o0 =Xt * -\t *
t:0+)\/e F(t,x)dt:)\/e F(t,z*) dt.
0 0

79

Comme F (.,x*) est une application continue, avec le théoréme de 'unicité de
la transformée de Laplace [Wi’71, 5.7,cor.7.2] il en résulte que F (., z*) est une
application linéaire par rapport a * € £*. De plus, pour tout z* € £* et pour

tous t, h > 0 nous obtenons :

t+h t

F(t+ o) — F(t,2%)] = /f(s,a:*) ds—/f(s,x*) ds
0 0

t+h t+h

| [ty ds| < [1fsan) as

t+h t+h

IN

<M sup ¢l = M2

SE[t,t+h]
Par conséquent, pour tout ¢ > 0, il existe F'(t) € £** tel que
F(t,z*) = (F(t),z*), (¥V)a*e&*.

/Ilf(s,z*)lle[om) ds <M /e“’t ds ||z*|
t t

E*

Donc pour tout A € A, et tout z* € £* on voit que p,(A\) = r(A —a) d’ou il

s’ensuit que

(ROA),z%) = X [ e M (F(t), ") dt.
0
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Par conséquent
oo

ROV = A / M) dt, (A€ Ay,
0

ou F(t) € £, pour tout t > 0.

Pour montrer ii), il est suffisant de prouver que F(t) € &, pour tout ¢ > 0.
Pour cela, on peut indentifier 'espace £ par un sous-espace fermé de £**, en
utilisant I'inclusion canonique

Edxr— i, €E, i, (¥) =y (x), (V)y e
Soit
Q& —E7,
Pour tout A € A,, on obtient R(\) € £. Par conséquent

0=2> (R(AA)) = Ze”@(F(t)) dt, (V)€ A,.

Avec le théoreme de 'unicité de la transformée de Laplace il en résulte
O(F(t) =0, (V)t>0.

Il s’ensuit que F(t) € &, pour tout ¢t > 0. De plus, de 'égalité F (0,2*) = 0 il
en résulte F(0) = 0 et comme

|F (t+ h,x*) — F (t,2%)] < Me* M ||a*| .
on obtient
|F(t+h) = Ft)|| < Me*®Mp (V) t,h > 0.
1) = i) Pour tout z* € £* considérons l'application
f:]0,00) — R, f(t) = (F(t),z7) -
Alors pour tout A € A, on obtient

(RO, ) = )\/e"\t (F(t), 2" dt —= )\/e_”f(t) dt.

De plus, pour tous t,h > 0 on a

[f(t+h) = f(O)] = (F(t+h) = F(t),27)]
<|F(t+h) = FO)lz" e < Me* e, .
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Par conséquent f est une application dérivable p.p. et on a
[f'(O)] < Me* [|lz"||g., (V)¢ =0.
De plus

oo oo

(R(N), z*) :)\/e_”f(t) dt:/(—e—*f)'f(t) dt
0 0

= GO+ [N W= [ @ ar,
0 0
Compte tenu de 1’égalité

<dd)\R(/\),x*> =— Zte”f’ (t)dt,

par récurrence on obtient

oo

<R(")(A)7x*> = (—1)" /t”e"\tf/ (t)dt, (V)neN.
0
Par conséquent, on a

) 0o
’<R(n)()\)’x*>‘ < /tnefRe)\tMewt ||1'*|g* dt:M||17*|5* /tnef(Re)\fw)t dt
0 0

n
= M||z*]| .. =1 —(ReA-w)t dt = ---
="l Re)\—w/ ¢
0

n!

= M |[[z"| . (Rer—w) 't

d’ou il vient

HR(”)(A)HS( Mo V)neN. ©

Re A —w)" 1’
Cette version “intégré” du théoreme de Widder décrite dans le théoreme 8.2
conduit & une caractérisation complete du générateur d’un semi-groupe intégré
non-dégénéré. Le théoréeme suivant, connu sous le nom du théoréme de Arendt
[Ar’87, Hi’91-1, MPV’97, XL’96], a la méme importance pour les semi-
groupes intégrés ainsi que le théoreme de Hille-Yosida pour les semi-groupes de
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classe Cpy. Nous avons obtenu une preuve presque élémentaire du théoreme de
Arendt en utilisant I'aproximation généralisée de Yosida et une idée de ADAM
BOBROWSKI [Bo’94].

Théoréme 8.3. [ARENDT| Un opérateur linéaire
A:DA) CE—E

est le générateur d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)},~, C B(E) pour
lequel il existe M > 0 et w € R tel que

[S(t+h) —S@H)| < MM h (V) t,h >0
si et seulement si
i) A est un opérateur fermé;
ii) il existe a > max{0,w} tel que A, C p(A) et pour tout A € A, on a

M

IR A < o=y

(V)n € N*.

Preuve. = Soit

A: DA CE—E&
le générateur d'un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)},~, C B(£) pour
lequel il existe M > 0 et w € R tel que

|S(t+h) — S@)|| < Me*THMh (V) t, h >0

Avec la proposition 6.5 on voit que A est un opérateur fermé. Dans I'inégalité
précédente on peut prendre ¢ = 0. Il s’ensuit que

IS®)]| < Me“th < Me“tVt (V) h > 0.
Par conséquent, il existe a = max{w + 1,0} > max{w, 0} tel que
IS < Me™, (V) h > 0.
Avec le théoreme 7.3 on voit que A, C p(A) et pour tout A € A, on obtient

R(\A) = /\/e"\tS(t) dt .
0

Compte tenu du théoreme 8.2, il s’ensuit donc que

o] < 2

Rer—wpris neN.
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Pour tout A € p(A) et tout n € N on a
RM(X\ A) = (—=1)"n!R(\; AL

Par suite, on a :

Mn!
d’ou
IR A < ' ()neN-
(Re A —w)

<= Soit {A,}, A, l'approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A et

{Av,m ven. I’approximation généralisée de Yosida de I'opérateur Am (la

partie de A dans D(A)), ol

Ao = 4 o

Avec le théoreme 4.5, on déduit que la partie de A dans D(A) est le générateur
d'un Cop-semi-groupe {T'(t)},5, C B (D(A)) avec la propriété

T(t)z = lim e*wp@'y, (V)z e D(A)

Rev—o00

uniformément par rapport & ¢ sur les intervalles compacts de [0, 00). Soit A € C
tel que Re A > a + ¢, avec € > 0 arbitrairement fixé. Avec le théoreme 3.5 on

voit qu'il existe p € A, tel que A € p(A,,), )\i—“u € p(A) et

1 o\ Ap
R(\A,) = I R A
(X5 4) A +<A+u) <A+u’>

Alors pour tout x € D(A) nous définissons

t

S, (t)r = /eA“SJ: ds
0
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et nous avons
p t

0 0
t

=R(MNA,) /\/eAu,sx ds — R(\Au) Ay /eA“sm ds
0
1 K 2 Al )
At p +(A+u) <A+u

t
)\/BA“Sa:ds
0
1 2 I\ t
H L A
I R 7’14 ns
At p +<A+u> (/\+u )]e v

s=0

t

A 2 A t
/GA“Sxder(u) AR (M;A> /eA“Sxds
Atp At p A p
0 0
1 H ? Al
I R 7;14
At +<A+u> (/\+u )
A : 2 \ ¢
= eAquder(“) )\R( K -A> /eAusxds
Atn At p A+
0 0
S Y A oAut
b A, A
PR <A+u> B\xva
1 I ? Al
— Mty — [ A Aut
PN </\+u) R<A+ )e Tt
1 K 2 Al )
R (A
+A+u%+(k+u) <A+ x
N 2 \
= — @Au,Sde_F(’u) )\/BA“SR< ,u ;A)xds
A+p A+ p Mt p
0 0
Lo K 2 At AL
- X . o — _— n 714
)\—i—,ue v <>‘+M) e"'R N+ x

1 H ? AL
R (A
st () R(52ia)
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compte tenu de 1’égalité

R(o; A)Ag = AgR(e; A), (Mo, [ € A,.

Comme
HeA“SH _ He(;fR(M;A)*M)S _ He—usIGMQSR(u;A)H
ko 2k (. AVF 0 sk|u\2kHR(,u'A)kH
— Repus STH R(:L"’A) — Repus ’
=¢ 2 k! =¢ 2. k!
k=0 k=o
e = (i)
e~ Reps H —M —Reus cp—w
Z E'(Rep —w) ¢ kZ:O k!
_ Me—Reuse( SIn?)/(Rei=w) _ pfes(oRep+1m )/ (Rep—w)
on peut définir la famille {S(?)},, C B(£) ou
t
S(t)x = Rhm Sy / RN A)xds —T(Ht)R(A; A)x + R(A; A)x
e p— 00
0
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pour tout ¢ > 0 et x € €. Comme {7T'()},5 est un Co-semi-groupe, il en résulte
que la famille {S(t)},5, C B(E) est fortement continue. De plus, pour tout

€ A, tout x € € et tous s,t > 0 on obtient :

s s t

S,u(s)Su(t)r = /eA“”S (t)z du = /eA““ /eA“”ac dv du

0 0
// Ap(wt) g dyy du

s u-+t
s u+t s

// e dr du — 0/

eAnTx dr du

\
\

eAnTx dr du

o\ﬁ o

:/Su(u—i—t) du—/SSH(u) du:/S[Sﬂ(u—l—t)—Su(u)]mdu.
0 0

0
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Par pasage a limite pour Re p — oo il s’ensuit que
S(s)S(t)z = / [S(u+4) — S(u)] 2 du
0
pour tout z € &£ et tous s, > 0. Comme S(0) = 0, avec la définition 5.3 on
déduit que la famille {S(t)},~, C B(£) est un semi-groupe intégré. De plus,
pour tous ¢, h > 0 on obtient

t+h ¢
IS(t+h) — S(t)|| = lim /eAus ds_/eA,Ls i
Rep.ﬂoo
0 0
t+h t+h
= lim /BA”S ds|| < lim /HeAMsH ds
Re/l.—>oo REIL—N)O
t t
t+h
< lim MQS(WREHJFImat)/Re,ufw ds
- Rep,ﬂoo

t
< lim Me(t-i—h)(w Re p+Im2pu)/( Re p—wp — Mew(t+h)h_ M

Re p—o0
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