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RESUMEN. Donde se explican (y construyen) ejemplos y contra-
ejemplos para funciones de varias variables.

1. Un teorema sobre sucesiones

La pregunta general que originé este trabajo es la siguiente:

Bajo qué condiciones un subconjunto de R estd contenido en una
subvariedad de R* de dimension | < k y de clase C".

H. GLUCK en [1] encontré condiciones para que un compacto esté
contenido en una variedad topoldgica, es decir resolvid el caso r =0 y
quien esto escribe encontré en [2] condiciones para que un compacto sea
parte de una subvariedad de clase C'.

En esta ocasién abordaremos un caso particular del problema [ = 1,
r = 1, que puede demostrarse por medios elementales y cuya interpre-
tacién geométrica es clara.
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Teorema 1. Una sucesion convergente en R¥, {z,},,, de términos dos
a dos distintos, estd contenida en una curva reqular de clase C' si y
solo si la sucesion de rectas

{L (zn, Zm)}n;ém
es convergente.

El teorema es consecuencia de la siguiente proposicién, que forma
parte del folklor y que ha sido demostrada en varias ocasiones pero que
es suficientemente interesante como para sea mejor conocida y merezca
llamarse proposicién:

Proposicién 1. Toda sucesion convergente en R¥ tiene una subsuce-
sion que forma parte de una curva reqular de clase C1.

La demostracién se hara escogiendo sucesivamente subsucesiones que
vayan satisfaciendo las condiciones necesarias para estar en una curva
regular.

Podemos suponer, por simplicidad, que la sucesiéon converge al origen,
sin que ello conlleve ninguna restricciéon puesto que las afirmaciones que
haremos son conservadas por translaciones. Ademads, para que sea in-
teresante, supondremos que los términos de la sucesion son dos a dos
distintos. Diremos que una sucesién es de tipo (A) si sus términos son
dos a dos distintos y converge al origen.

Primera condicién necesaria Si una sucesion de tipo (A), {zn}n,
estd contenida en una curva regular, entonces la sucesion de términos
zn/|2n| debe converger.

¢  En efecto, supongamos que « : (—¢,¢) — R* es una curva regular
con «(0) = 0, que contiene a la sucesién {zy,},. Entonces existe una
sucesion {t,}, en (—¢,€) que converge a 0, tal que a(t,) = z, y se tiene
que

2o ftn)
lzn]  [a(tn)]
Por lo tanto,
/
lim S lim o(tn) = 0) v

(%
o0 [zn| oo fa(tn)]  [o/(0)]
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Paso 1. Toda sucesion de tipo (A) tiene una subsucesion tal que el
limite anterior existe.

¢ Como la sucesién {z,/|z,|}, estd contenida en el compacto S*¥~1 =
{z € R¥ : |z] = 1}, tiene al menos un punto de acumulacién. Sea g
uno de ellos y tomemos una subsucesién de {z,/|z,|}n que converge a

(1B v

Para no recargar la notacion, volveremos a escribir esta subsucesion
como {z,}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que vy =
(1,0,...,0) puesto que sélo tendriamos que rotar la sucesién para que
esto fuese cierto.

Diremos que una sucesién {z, }, de tipo (A) es de tipo (B) si ademds

lim —% =(1,0,...,0).

Ejemplo 1 No toda sucesidn de tipo (A) puede transformarse, mediante
una rotacion, en una sucesion de tipo (B). En efecto, la sucesion en el
plano con término general

1 n n
Znm = —— (cos —, sen —7r)
m m
es de tipo (A) y el conjunto de puntos de acumulacién de la sucesién
{2n/|2n|}n es todo St

Paso 2. Una curva reqular de clase C1 pasa por una sucesion de tipo
(B) si y sdlo si existe una funcion f : R — RF™! de clase C1 tal que
la imagen de la curva estd contenida en el grdfico de f.

¢$ En efecto, sea a(t) = (ai(t),as(t),...,ax(t))) una curva regular
de clase C! que pasa por una sucesién de tipo (B). Entonces o/(0) =
(1,0,...,0) y podemos usar a; como parametro alrededor del origen.

La curva reparametrizada (3(s) := a(aj*(s)), es de la forma

B(s) = (s, a2(a1(5)), ., anlag ' (s))),
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y pasa por todos los puntos de la sucesién en una vecindad del origen.
Es sencillo extender la funcién de clase C'*

fi(mee) — R f(s) = (az(ar (5)),- - s arlag ' (5))))
de manera que siga siendo de clase C! y que su grafico contega los res-

tantes puntos de la sucesién, que al fin y al cabo, son finitos. Observemos
de paso que f satisface f'(0) =0. v

El paso anterior muestra la relacién entre el problema que estamos
presentando y el problema de extensién de funciones. Nosotros seguire-
mos acotando el problema.

Paso 3. Basta con hacer la demostracion para sucesiones de tipo (B)
en el plano ya que un argumento inductivo permite pasar del caso k = 2
al caso general.

Como, por el paso anterior, se trata de construir una funcién f :
) )
R — R*~! podemos construirla coordenada a coordenada. v

Resumiendo, en este momento el problema original se ha transfor-
mado en el siguiente: dada una sucesién {(xn,yn)}n que converge al
origen con

lim 2 =0
n—>00 Ip
debemos construir una funcién f de clase C'! cuyo gréfico contenga a una

subsucesion {(xn,, yn,)} de la sucesion, es decir, tal que f(zn,;) = yn,.

Segunda condicién necesaria Si una sucesion plana {(zn, yn)}n de
tipo (B) estd contenida en una curva regular de clase C1 entonces

(1) lim " Ym

n#Em—o00 Ly — L

=0.

{ Sabemos que la existencia de tal curva es equivalente a la existencia
de una funcién f de clase C!, con f/(0) = 0, cuyo gréfico contiene a
la sucesién, es decir, tal que f(x,) = yn. El Teorema del Valor Medio

implica que
lim f(@n) — f(zm)

n#EmM—o00 Ty — Tm

=0.
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Volviendo a la sucesién, el limite anterior es equivalente a decir que

Como hemos estado haciendo, veremos que, si bien no necesariamente
toda sucesién de tipo (B) satisface (1), si contiene una subsucesién que
lo hace.

Paso 4. Toda sucesion plana de tipo (B) tiene una subsucesion que sa-
tisface (1).

Sea {zn = (Tn,Yn)}n la sucesién. Comencemos tomando una sub-
sucesién mondtona de términos de mismo signo de {x,}n, vy, sin que
ello implique restriccién alguna, supongamos que podemos tomar una
subsucesion decreciente de términos positivos. Y, siguiendo con nues-
tro proposito de no recargar la notacion, denotaremos la subsucesion de
nuevo por z \, 0. Como {z,}, es de tipo (B), dados ¢,p > 0 existe
N € N tal que si m, n > N,

(2) —€Tp < Yp < €Ty Y |2n— 2m| < p.

Es decir, a partir de un cierto término toda la sucesién estd en un sec-
tor como el sombreado en la figura 1. Unos cdlculos muestran que si
larg z,,| < m/5 entonces, por una parte, el segmento que une z, con
la contra-esquina v, estd fuera de la regién sombreada {z : |z|] <
(1/2)|zn|, |arg 2| < (1/2)arg z, } y, por la otra, la pendiente del segmen-
to Z,Un, es menor que 4|arg z,|. Por lo tanto, la pendiente de cualquier
segmento que une z, con un punto en la regién sombreada, que es me-
nor que la pendiente del segmento Z,v,, estd acotada por 4|arg z,|. La
sucesién se construye por recurrencia. Para construirla comenzamos con
cualquier z,, tal que |argz,,| < /5y |zn,| < 1/2. Una vez construi-
do zp,, el siguiente término de la sucesién se toma dentro del sector
{z : |z| < (1/2)|zn,|, larg z| < (1/2)argz,,}, cuya existencia estd ga-
rantizada por (2). Es claro que la subsucesion asi construida satisface

1). v

Lo que hemos hecho es espaciar suficientemente la sucesién para que
los segmentos que se obtienen al unir puntos consecutivos se “tiendan”.
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FicuraA 1. Refinando la convergencia

Ejemplo 2 Notemos, como antes, que esta condicion necesaria no es
satisfecha por sucesiones generales. En efecto, la sucesién de término

general
1

n2

n

es de tipo (B) pero no satisface (1), como el lector podra facilmente
verificar.

= (—1)"

Cuando unimos puntos consecutivos de la sucesién, obtenemos una
poligonal, como se muestra en la figura 2. Lo que nos resta hacer es
suavizarla. Afortunadamente en este caso la idea mas simple funciona.
A

Zn+1

\

FicurA 2. Uniendo los puntos de la sucesiéon

Podemos remplazar cada segmento por una curva del tipo la que se
muestra en la figura 3.
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Paso 5. Eriste una funcion de clase C1, g :[0,1] — R tal que g(0) =
0,9(1)=1,40)=g(1)=0ylg'(z) -1 <1

¢ La funcién més simple que satisface las primeras condiciones es una

ctibica: g(z) := 32? — 223, que también satisface la dltima (ver figura
3).
y A
-y = 3x% — 223
—>
z

FiGurA 3. Suavizando un segmento

La funciéon g puede colocarse en cualquier rectangulo de esquinas
(a,A), (a,B), (b,A), (b, B). Supongamos a < b. Para U = (a,A),V =
(b, B) la funcién

guyv: [a,b] — R

Tr—a
B-A A
voe (B-Ag(—o)+
satisface
guyv(a) = A, guyv(b) =B, gyy(a) = gyy(b) = 0.
Ademss
B-A B—A  ,z—a B-A B—-A
/ /
_ — — < .
@) Jouv(@) b—a 'b—af<b—a) b—a| | b—-a
Definimos f : R — R por
0 si <0
fz) = an,Zn+l(x) si T € [Ty, T

Y1 si mel
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La funcién es de clase C ! en R\ {0} puesto que estamos pegando funcio-
nes cuyos valores y los valores de las derivadas coinciden en los extremos
de los intervalos. Para ver que f es de clase C ! resta ver que

lim f'(z) =0,

rz—0

pero esto es consecuencia de (1) y de (3)

Cabe notar que hay sucesiones convergentes tales que ninguna de sus
subsucesiones forma parte de una curva de clase C? como lo muestra el
siguiente

Ejemplo 3 Ninguna subsucesion de la sucesion {(1/n, (1/n)%/?)},, estd
contenida en una curva de clase C2. En efecto y como antes, decir que
existe una curva de clase C? que contiene a la subsucesién, equivale a
decir que existe una funcién f, de clase C?2 tal que f(1/n;) = (1/n;)/2.
Como, necesariamente f'(0) = 0, si tal funcién existiera, se deberfa tener
la existencia del limite

() (1ng)
i1#£j—00 (1/TL,L — 1/7’Lj)2

Sin embargo, se verifica facilmente que ese limite no existe, sin importar
qué subsucesién se tome.

El lector verd que el Teorema 1 ya estd demostrado.

2. Lo prometido

Recordemos algunos ejemplos que aparecen en los cursos de Célculo
Diferencial de Varias Variables.

Ejemplo 4 La funcion:
22 4 42
fla,y) = o
0 St

si x#0

8
I
o
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es continua sobre todas las rectas que pasan por el origen y, sin embargo,
no es continua.

Esto se debe a que f es una funcion homogénea de grado 1 que no es
un polinomio. Podemos construir asi ejemplos que se comporten “mal”
sobre cada tipo de curvas. Sin embargo, como primera consecuencia de
la proposicién tenemos que

Consecuencia 1. Si f: R¥ — Rl f(0) = 0 es una funcion tal que su
restriccion a toda curva de clase C' que pasa por el origen es continua
en el origen. Entonces f es continua en el origen.

Demostracién Supongamos que f no es continua en el origen. Entonces
existe € > 0 y una sucesion { z, }n, que converge al origen tal que | f(zy)| >
€. Por la Proposicién, existe una subsucesién de la sucesion original y una
curva de clase C! que pasa por el origen y que la contiene. Claramente
f restringida a esta subsucesion no es continua. o

Estudiemos otro de los ejemplos:

Ejemplo 5 La funcion
fla,y) = (y — 2°)(y — 22°)

tiene un minimo estricto en 0 en todas las rectas que pasan por el origen
y, sin embargo, 0 no es un minimo local de f.

Como en el ejemplo anterior, podemos poner los problemas donde que-
ramos, pero no en todas partes, como muestra la siguiente consecuencia
de la proposicién.

Consecuencia 2. Sea f : R" — R, f(0) = 0, una funcion tal que
su restriccion a toda curva reqular de clase C' que pasa por el origen
tiene un mdzimo (resp. minimo) local en el origen. Entonces f tiene
un mdzximo (resp. minimo) local en el origen.

Demostracién Un razonamiento andlogo al anterior muestra el resul-
tado. Suponemos que f(0) no es un méaximo local de f. Entonces existe
una sucesién {zj}r que converge al origen tal que f(zx) > f(0), para
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cada k. Por la Proposicion 1, hay una subsucesiéon contenida en una cur-
va regular « de clase C'. Sin embargo, por hipétesis, cerca del origen,
todos los puntos de la curva deben satisfacer f(«(t)) < f(0). vf

Todo permitiria suponer que si una funcién es derivable en toda curva
regular de clase C ! entonces f serfa derivable en 0. De mostrar que esto
no sucede se encarga el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6 La funcion f : R? — R definida por:

2
2$y2 si x#0
flay)=¢ & HY
0 st x=20

es derivable en toda curva regular de clase C' pero no es derivable en el
origen.

Demostracién. Sea a : (—¢,¢) — R? regular, de clase C! con a(0) =
(0,0). El lema de Hadamard permite factorizar o como sigue:

a(t) = (tar(t), ta(t))
donde a7 y o son continuas y

a/(0) = (1(0), a2(0))-
Entonces si t # 0,

a1 (t)2as(t)

Fa) = 07 T w02

Por lo tanto,

fla(t) — f(a(0) _  ai(t)®aa(t)
t Oq(t)2 + a2(t)2

o av(0) = @U0)?a2(0)
o=@

Sin embargo, como el limite de
f(xay) _f(0,0) £U2y

VEi+y? (@2 +y2)32
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cuando (z,y) — (0,0) no existe, f no es derivable en (0, 0).
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