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tangencial
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AstracT. We construct examples of series > a, such that
> yn*a, is Abel sumable Vk € N, but whose associated series
ZZO:O anz™ does not converge as z — 1 in non tangential sectors.
Related results are also considered.
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RESUMEN. Se construyen ejemplos de series > - a, tales que
S Onkan sea Abel sumable V& € N, pero cuya serie asociada

Zn o @n2" no converge cuando z — 1 en sectores no tangenciales.
Se consideran también resultados relacionados.

1. Introduccion

Un resultado basico en la teoria de variable compleja es el teorema de
Abel [8], segun el cual, si > 7 a, converge, entonces la serie f(z) =
Y00y anz™ converge para |z| < 1, la funcién f (z) es analitica en |z| < 1
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z—1
N.T.

oo
lim f(2) =Y an. (1.1)
n=0
La notacién N.T. en el limite significa de manera no tangencial; es decir,
el limite existe cuando z — 1 en cualquier sector no tangencial, 5 +¢ <
arg (2 —1) < 3T — ¢, parae > 0.
Motivados por el teorema de Abel, se puede definir el concepto de
sumabilidad de Abel. En efecto, si > -7 an es una serie divergente,
siempre es posible formar la serie auxiliar f (z) = > 77 jana™. Si esta

serie auxiliar converge para 0 < x < 1, y si

Tim f (@) =S, (1.2)

entonces decimos que la serie Y 2 a, es Abel sumable al valor S y
escribimos

Slan=5 (A). (1.3)
n=0

Por ejemplo, la serie Y2 (—1)" es divergente, pero ) 7 ,(—1)"z™ con-
verge para 0 < z < 1 al valor 1/ (14 z), cuyo limite cuando z — 1~ es
1/2; asi
oo
d (=D =1/2 (A). (1.4)
n=0
Muchos ejemplos de sumas en el sentido de Abel de series divergentes
se pueden encontrar en [5].

Notese que el teorema de Abel implica que toda serie convergente es
(A) sumable, al mismo limite. El término técnico es regularidad: la
sumabilidad de Abel es un método de sumabilidad regular pues suma
series convergentes a su suma.

Supéngase que Y o> a, = S (A). Entonces es facil ver que la serie
auxiliar f (z) = Y 07 a,2™ no solo converge para 0 < z < 1 sino que
converge en el disco |z| < 1y, de hecho, f(z) es analitica en el disco.
El que la serie sea Abel sumable a S significa que f(z) — S cuando
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z — 17, para z un numero real, es decir, a lo largo del radio del disco
que pasa por z = 1. Podemos preguntar si f (z) tenderd a S cuando
z — 1 de manera no tangencial. La respuesta, en general, es no: existe
una serie Y > ay, que es Abel sumable a S pero tal que en ningin sector
m—e <arg(z—1) <7+ e, no importa que tan pequeno sea £ > 0, se
cumple que f (z) — S cuando z — 1 [2].

Més generalmente, si 2 es una regién de la esfera de Riemann C y si
£ € 00 es un punto de la frontera, existiran funciones analiticas en 2
que tienen limite cuando z se aproxima a £ a lo largo de una curva fija
pero no en todas las direcciones no tangenciales.

El propésito de este articulo es mostrar como construir contraejemplos
de este tipo. A saber, en la Seccién 2 ensenamos un procedimiento
sencillo y directo [3] que produce funciones sin limites no tangenciales
pero con limites en ciertas direcciones.

El articulo se completa en la Secciéon 3, donde se consideran algunos
resultados relacionados, que muestran que no es siempre posible cons-
truir contraejemplos si la funcién analitica f satisface ciertas condiciones
adicionales.

2. Contraejemplos

Un método simple y directo de construir contraejemplos es el siguien-
te, que es una variacién del conocido teorema de Baire. Recordemos que
en todo espacio métrico completo Y vale el teorema de Baire [6], segin
el cual Y es de segunda categoria, es decir, si )V, es una sucesién de
subconjuntos de ) con Uflozl Y = Y entonces alguno de los ), no debe
ser nunca-denso, es decir, debe tener el interior de su clausura no vacio;
los espacios que se pueden escribir como unién numerable de conjuntos
nunca-densos se llaman de primera categoria. Asi, en un espacio de
Fréchet X, si V,, es una sucesion de subespacios vectoriales de primera
categorfa de X con V, # X ,Vn, entonces | J,—; V,, # X. Ahora bien,
segin se mostro en [3], si V es un subespacio vectorial propio del espacio
de Fréchet X que es también un espacio de Fréchet y si la inclusion es
continua, entonces V es de primera categoria en X.
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Para referencia futura es conveniente observar que dados dos espacios
de Fréchet entonces su interseccién es naturalmente también un espacio
de Fréchet cuando se equipa con la topologia de interseccién. Notemos
también que si 2 es una region de la esfera de Riemann, entonces H (),
el espacio de funciones analiticas sobre €2, es un espacio de Fréchet cuan-
do se equipa con la familia de seminormas

1fllk, =supilf ()| : 2 € Kn} , (2.1)

donde {K,},”, es una sucesién de subconjuntos compactos de § cuya
union es ).

Ejemplo 1. Sea & (a,b) el espacio de funciones C™ en el intervalo
(a,b), con su topologia usual, es decir, la de convergencia uniforme de
todas las derivadas sobre compactos. Entonces £ (a,b) es un espacio de
Fréchet. Siz € (a,b) y r > 0, denotamos con V,, el espacio de funciones
de &€ (a,b) que admiten una continuacién a (a, b) U D, , que sea analitica
en el disco Dy, = {2z € C: |z —z| <r}, con la topologia de la intersec-
cién de € (a,b) y de H (D,,). Entonces V;, es un subespacio propio
de & (a,b), pues, por ejemplo, (x2 + 32)71, para |s| < r, pertenece a
€ (a,b) pero no a V;,; y es un espacio de Fréchet. Se deduce que V,, es
de primera categoria en & (a,b) . Consecuentemente, si {x,} - | es una
sucesién densa en (a, ) , entonces | J;— | U, <0 Venr = Upet Unet Vi, -1
es de primera categoria en € (a,b). Una funcién de € (a,b) que no per-
tenzca a tal unién es una funcién C*° que no es real analitica en ningin
punto de (a,b), pues el conjunto de puntos donde una funcién es real
analitica es abierto y la unién consiste de todas las funciones que son
real analiticas en algtin z,,.

Ejemplo 2. Sea {\,} 7, una sucesién arbitraria con \, > 0, Vn.
Sea z9 € (a,b) y sea Wy, = {f € E(a,b) : IM > 0, {f(") (330)‘ <
MM\, ,Vn}. El espacio Wy, es naturalmente un espacio de Fréchet, y
usando el teorema de Borel [4] se deduce que es un subespacio propio de
& (a,b) y, por lo tanto, de primera categoria en £ (a,b). Tomando una
sucesion {xy} o, densa en (a,b) obtenemos que | Jp=; Wy, es de primera
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categoria en & (a,b). Como la funcién
(") (g
F (@) = sup L0
n )\n

es semicontinua inferiormente, se deduce que si f es una funciéon de
& (a,b) que no pertenece a la unién (J;—; W, entonces el conjunto I' =
{z € (a,b) : f*(x) = 00} es un Gs denso en (a,b).

(2.2)

Procedamos ahora a estudiar la construccién de contraejemplos co-
rrespondientes a la convergencia radial pero no en direcciones no tangen-
ciales. Podemos construir de esta manera una serie Y~ ; a, que es Abel
sumable a S pero tal que en ningun sector 1 —e < arg(z — 1) < 7+ ¢,
no importa que tan pequeno sea ¢ > 0, se cumple que f(z) — S
cuando z — 1 [2]. De hecho vamos a construir una serie tal que
>l n*a, sea Abel sumable a S, Vk € N, pero tal que en ningin
sector m — e < arg(z — 1) < ™+ £, no importa que tan pequeno sea
e > 0, se cumple que f (z) — Sp cuando z — 1.

Curiosamente, para construir el contraejemplo que buscamos basta
encontrar un ejemplo més sencillo, a saber, el de una serie  °  a, tal
que >, n*a, sea Abel sumable a S, Yk € N, pero tal que existe
algiin sector § +¢ < arg(z—1) < %’r — ¢ en el que no vale que f(z) =
Yo anz” — Sp cuando z — 1. Este ejemplo més sencillo es fécil:
témese

f(z)= e~ (1=2)7" , (2.3)

donde a > 0 y donde la rama de w™® = (1 — z)”“ es aquella definida
para w € C\ (—00,0] y que tiene el valor 1 en w = 1. La serie ) ; a,, es
la correspondiente a poner z = 1 en la expansion de f (z) = > 7 janz"
en serie de potencias. Entonces f (2) es analiticaen |z| < 1y D*f (2) —
0 cuando z — 1 en el sector m — 5= < arg (2 — 1) < 7 + 5, donde D es
el operador diferencial

d
D=z— 2.4
ZdZ’ ( )

pero f (z) - 0 cuando z — 1 en ningin sector 7 —e < arg (z — 1) < w+¢
s

si € > 5. Asi, entre mds grande sea «, el sector en el cual f(z) — 0
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es cada vez menor. En particular, si a > 1, la serie Y oo n*a, es (A)
sumable pero no hay convergencia no tangencial ni siquiera para k = 0.

Pasemos ahora al contraejemplo buscado. Si 0 < § < 7/2 llamamos
Xsm al espacio de las funciones analiticas f definidas en |z| < 1 tales
que los limites de D¥f (z) cuando z — 1 existen en el sector cerrado
T—d<arg(z—1) <m+ 0 para 0 <k <m, donde 0 < m < co. Nbtese
que Xp o es el espacio de las funciones analiticas en |z| < 1 cuyos limites
cuando z — 1 a lo largo del radio existen. El contraejemplo es una
funcién f € &y~ que no pertenece a Xjo para ningin ¢ > 0.

En el espacio &, introducimos una topologia por medio de la familia
de seminormas

15 = sup {|D"F ()] 1 2 € S5, } (2.5)

donde 0 <k <m, ysi0<r <1, el conjunto S5, es la unién del disco
{z € C:|z| <r}y del conjunto sectorial {z € C: 7 —§ <arg(z—1) <
T+, |z| >r, Rez > 0}.

Con estas seminormas el espacio Xj,, se convierte en un espacio vec-
torial topolégico localmente convexo. Dado que si {r,},. | es una suce-
sién creciente que tiende a 1, r, /1, entonces las seminormas || |5,
generan la topologia de Xj,,, el espacio &, es un espacio vectorial me-
trizable [9]. Es facil ver que Xj,, es completo y por lo tanto un espacio
de Fréchet.

Sid' > dysi0<m,m < oo, entonces Xy N X, €s un subespacio
vectorial de Xj,,. Usando (2.3) se obtiene que es un subespacio propio
y, como es un espacio de Fréchet, serd de primera categoria en Xjs,,. Sea
{0n}>2 | una sucesién decreciente con 8, \, 0. Entonces, el teorema de
Baire permite concluir que Jgs X500 = Up—q Xs5.,0 # Xsm- Es decir,
hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Ezisten funciones analiticas en |z| < 1 tales que, Vk €
N, la funcion D¥f (z) tiene un limite cuando z — 1 en el sector m —§ <
arg (z — 1) < w44 pero f(z) no tiene limite cuando z — 1 en ningin
sector m — &' <arg(z—1) <7+ para § > 0.

Tomando § = 0 obtenemos.
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Teorema 2.2. Existen series Y oo an tales que > oo qn®a, son Abel

sumables ¥k € N, pero tales que la funcion f(z) =Y 7 anz" no tiene
limite cuando z — 1 en ningin sector m —e < arg(z — 1) < 7w + ¢ para
ningin € > 0.

Obsérvese que la sumabilidad de Abel de todas las series > >~ n*Fa, =
Sk (A) es equivalente a la existencia de todos los limites de D* f (z) cuan-
do x — 17 con z real para todo k, y esto es equivalente a la existencia
de todos los limites de las derivadas f*) (z) cuando  — 1~ con z real.
Asf, todas las series Y o2 n¥a, son Abel sumables si y solo si la funcién
f (z) tiene un desarrollo asintético

f@) ~ag+a(@—1)+ay(@—1)>+as(z—1)>+---, z—17, (2.6)
para = real. De hecho, oy = Sp, a1 = S1, ag = 2(S2 — S1), y més
generalmente oy, = k!Si 4k k—15k—1-+- - - 7%,151, para ciertas constantes
Vi,j- Obsérvese también que si {ag}72, es una sucesién arbitraria de
nimeros complejos, el teorema de Ritt [4] garantiza la existencia de una
funcién analitica, definida en un sector dado con vértice en z = 1, con
desarrollo asintético dado por el miembro derecho de (2.6). Poniendo
estos resultados juntos, obtenemos el siguiente contraejemplo.

Teorema 2.3. Sea {Si}i—, una sucesion arbitraria de nidmeros com-
plejos. Existen series y .~ a, tales que

> nFan =8, (A), (2.7)
n=0

VEk € N, pero tales que la funcion f(z) = Y 2 a2 no tiene limite
cuando z — 1 en ningin sector m —e < arg (z — 1) < 7+ € para ningin
e>0.

3. Otros resultados

En esta seccién consideramos algunos resultados relacionados.

Quisiéramos, primero que nada, indicar que no es posible construir un
contraejemplo como el de la seccién anterior si pedimos, adicionalmente,
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que la funcién f sea acotada [2]. En efecto, segiin un resultado clésico,
el teorema de Montel [7] (véase [8, pag. 170]), si g es analitica y acotada
en la semi-franja e z > 0, a < Sm z < b, y si existe algun valor yg para
el cual existe

lim g (z+iy) =L, (3.1)
Tr—00
entonces,
lim g(x+iy) =L (3.2)
r—00

para todo y € (a,b) y, de hecho, la convergencia es uniforme en [a+¢,b—
¢] para todo £ > 0. Usando una aplicacion conforme deducimos que si
[ es analitica y acotada en S;, para algunos r <1, >0, ysi f € A,
para algin ¢ > 0, entonces f € A, para todo p < ¢. En particular, si
f(2) =372y anz" es analitica y acotada en Sg, y si

San=L (A), (3.3)
n=0

entonces f (z) — L cuando z — 1 en cualquier sector cerrado del tipo
m—p<arg(z—1) <7m+ pparap <.

Un argumento sencillo nos dice entonces que si vale (3.3) y si f (S5,)
no es denso en C entonces f (z) — L cuando z — 1 en cualquier sector
m—p <arg(z—1) < 7+ p para p < d, pues si a ¢ f(S5,), la fun-
cién (f (z) — a)~" serfa acotada en Sj,. Podemos decir mucho més, sin
embargo.

Teorema 3.1. Sea f (2) = > 77, anz™ una funcién analitica en el disco
|z| < 1 tal que la serie Y ", an sea Abel sumable pero tal que la funcion
f (2) no tiene limite cuando z — 1 en ningun sector r—e < arg (z — 1) <
T+ e para ningun € > 0. Entonces salvo a lo sumo para un valor a € C,
para todos n,e > 0 la ecuacion f(z) = a tiene un ndmero infinito de
soluciones en la region triangular Rez > 1 —n, m —e < arg(z —1) <
T+ €.

Demostracion. Sea T),. la regién triangular ez > 1 —n, 7 —¢e <
arg (z —1) < m + e. Denotemos con T a T .. Nétese que la funcién
¢n (2) = nz+ (1 —n) es analitica y envia T en T),.. Si el resultado no
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fuera cierto, existiria un n > 0 y dos valores a1, as para los cuales las
ecuaciones f (z) = a;, j = 1,2, no tengan soluciones en Tj, .. Pero de
acuerdo al teorema de Montel-Carathéodory [1], el espacio de funciones
analiticas en una region dada que omiten dos valores fijos a1 y az es nor-
mal, es decir, precompacto en la topologia de la convergencia uniforme
en compactos. Asi, de toda sucesién {ny},~, con n; \, 0 podemos ex-
traer una subsucesién {Ukj} de modo que f © P, converjaen H (T) ; sea

f* su limite. Entonces si L = lim,_,; f (z), valdra que f* (x) = L para
todo x € TNR, y por lo tanto, f* (2) = L Vz € T. Se deduce que f oy,
converge a L y por lo tanto lim,_q f o, = L en el espacio H (T) . Pero
esto implica que lim,_, f (2) = Lenel sector m—e < arg(z — 1) < 7w+e,
lo cual es una contradiccion.
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