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ABSTRACT. A short coherent introduction of some analytic prop-
erties of arithmetical functions defined on the monoid of monic
polynomials with coefficients in a finte field is presented.

1. Introduccion

En 1932 CARLITZ [7] extiende la nocién de funcién aritmética al anillo
de polinomios sobre un cuerpo de Galois (cuerpo finito) definiéndolas en
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analogia con las conocidas en la teoria cldsica de niimeros y considera
algunas de sus propiedades aritméticas. Luego el mismo CARLITZ [§]
encuentra relaciones entre las funciones aritméticas y la funcién zeta
de Riemann. Ma4s tarde, en 1975, KNOPFMACHER [3], en una serie de
articulos publicados en el Journal de Crelle, generaliza resultados cono-
cidos de la teoria clasica de ntumeros extendiendo la idea de funcién
aritmética, a toda una gama de monoides interesantes y establece pro-
piedades analiticas de estas nuevas funciones.

En este articulo se realiza una presentacién coherente de las ideas fun-
damentales de la teoria de CARLITZ y KNOPFMACHER [3] para el caso
particular de los polinomios unitarios (ag+a1 X +---+a,_ 1 X"~ 1+ X")
de coeficientes en un cuerpo finito F, de ¢ elementos y caracteristica
p > 0 (¢ = p°, para algin s entero > 1). Se dan algunos hechos que
no aparecen de manera explicita en la bibliografia y se intenta mejorar
algunas demostraciones. Todo esto con el objetivo de ejemplificar, en el
caso antes mencionado, la teoria analitica abstracta de nimeros desa-
rrollada por KNOPFMACHER. Este caso, de por si, tiene un gran interés
intrinseco.

En la primera seccién recordamos y establecemos algunas de las pro-
piedades aritméticas del anillo de polinomios Fy[X] y adaptamos, para
nuestros propoésitos, algunos resultados de SMITS [10] sobre la estructura
de los anillos residuales Fy[X]/(h(X)), h(X) € Fy[X]. En la segunda
seccién introducimos el concepto de funcién aritmética definida sobre el
monoide M(X, ¢q) de los polinomios unitarios en F,[X], y en la tercera
definimos los andlogos en el caso polindmico de algunas de las funciones
aritméticas del caso clasico. En particular, demostramos el andlogo de
la formula de inversiéon de Mobius. En la cuarta seccién, establecemos
un isomorfismo entre el dlgebra de las funciones aritméticas y el de las
series formales de Dirichlet. Mostramos también que es posible dotar al
algebra de las funciones aritméticas de una métrica no arquimediana, in-
dicando que de esta estructura topoldgica es posible obtener resultados
algebraicos (proposiciones 5.3 y 5.4) y expresar situaciones algebraicas
en términos topoldgicos.

En la seccion quinta, examinamos las series de Dirichlet desde el pun-
to de vista de su convergencia como funciones de variable compleja. En
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particular, vemos que es posible expresar las series de Dirichlet corres-
pondientes a las mas conocidas funciones aritméticas como cocientes o
productos de funciones ¢ de Riemann.

2. Preliminares

Sea p un numero primo y sea s un entero positivo. Con [F, denotare-
mos un cuerpo finito con ¢ = p° elementos (para ver la construccién
de este cuerpo pueden consultarse HERSTEIN [1] o FRALEIGH [2], por
ejemplo). Sea [F,[X] el anillo de polinomios en la indeterminada X con
coeficientes en el cuerpo IF,.

Definicién 2.1. Si a(X) = ag + a1 X + -+ ap, X" # 0 y ap, # 0
entonces el grado de a(X), escrito como gr(a(X)), es n. Diremos que
el polinomio a(X) es unitario si a, = 1.

La siguiente proposiciéon es muy conocida y su demostracién puede
encontrarse en [4].

Proposicién 2.1. F,[X] es un anillo euclideo, para la funcion (algorit-
mo euclideo) definida por:

B(a(X)) = {gr<a<X>> si a(X) #0,

-1 en otro caso.

Fy[X] es entonces un dominio de factorizacién tnica, ya que todo
anillo euclideo lo es.

Definicién 2.2. Diremos que los polinomios p(X) y q(X) son asociados
si existe a € Fy tal que p(X) = aq(X)

Proposicién 2.2. Todo polinomio p(X) € Fy[X] es el asociado de un
polinomio de la forma ag+ a1 X + -+ + a1 X" 1+ X"

Demostracion. Sea p(X) = by + baX? + - + b, X" con b, # 0, como
by, # 0 entonces

b b

p(X):bn< —l—b—X2+..._|_Xn>
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b;
bn
unitario y esté claramente asociado con p(X). ¥

con € Fy, ya que Fy es un cuerpo. El polinomio entre paréntesis es

Proposicién 2.3. La relacion definida por
p(X) ~q(X) si, ysolosi, existe a€Fy talque p(z) = ag(X)

es una relacion de equivalencia.

Demostracién. La demostracién es inmediata. M

Sea M(X, ¢) = F,[X]/ ~ y tomemos como representante de cada clase
al inico polinomio unitario de la forma ag+a1 X +...+ a1 X" 1+ X"
que existe en cada clase por la proposicién (2.2).

De la teoria de los polinomios en la indeterminada X con coeficientes
en un cuerpo conmutativo arbitrario, obtenemos los siguientes resulta-
dos.

e Las unidades en F,[X] son los elementos constantes distintos de
cero.

e Los elementos primos de F,[X] son los polinomios irreducibles uni-
tarios y sus asociados. Por lo tanto, de ahora en adelante un ele-
mento primo de F,[X] serd un polinomio irreducible y unitario.

e Sea h(X) = up1(X)* - p(X)* y consideremos el ideal (h(X))
generado por este polinomio. Por el teorema chino de los restos
para el anillo de polinomios tenemos que

Fo[X]/(h(X)) = HFq[X]/(pi(X)ai)

Fo[X1/ (X)) ~ T (FolX)/ (X))
=1

Por lo tanto, podemos restringirnos a estudiar los anillos de la
forma F,[X]/(p(X)®) donde p(X) es un polinomio irreducible.

Por otra parte, a M((X; ¢) se trasladan de manera natural las propie-
dades de divisibilidad de polinomios y las nociones de méximo comun
divisor y minimo comun multiplo.
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Las siguientes proposiciones son adaptaciones de resultados contenidos
en SMITS [10].

Proposicién 2.4. Si p(X) = po +p1 X + -+ pp X" es un polinomio
irreducible de Fy[X] y « designa la clase de equivalencia de X mddulo
(p(X)®), entonces:

1. Fo[X]/(p(X)*) es una Fy—dlgebra de dimension an y ¢*" elemen-
tos.
2. 1,z,2%,...,2°" ! es una F, base de esta dlgebra.

3. 0(p(X)) = z cumple la condicion 2* #0 si 0 < k < a, donde 0 es
el epimorfismo canonico.

4. los polinomios de Fy[X] de grado < an forman un sistema completo
de restos mddulo (p(X)®).

Demostracion. Sea 0 : Fy[X] — Fq[X]/(p(X)*) el epimorfismo cané-
nico. Veamos ahora que ¢ induce un isomorfismo F, sobre §(F,). Esto
nos permite afirmar que Fy[X]/(p(X)®) contiene una copia de Fy, la
cual identificaremos con F,. Si a € FY y 6(a) = 0, podemos escribir
a = h(X)p(X)®,y, por consiguiente, 0 = gr(h(X))+agr(p(X)), igualdad
que es imposible si h(X) # 0. Luego 6(a) # 0 si a € F*. En vista de lo
anterior, podemos escribir

0(a(X)) = 00)_arX*) = apa®,
k=0 k=0

donde z = 0(X). Como claramente F,[X]/(p(X)*) es una Fy-algebra,
resulta que 1(= 6(1)),z,z2,...,2™,..., conforman un sistema de ge-
neradores de esta dlgebra. Ahora bien, si p(X) = po + p1 X + -+ +
pn X" es la expresién explicita del polinomio p(X), entonces 6(p(X)) =

> o pex® = z cumple 2@ = 0 en Fy[X]/(p(X)?); es decir,
(po + pra+ -+ para”™ T+ ppa”)® =

an—1 an
Yo+ 4+ Yan—12 + Yanz™" =0,
donde v; € ;. Esta relacién muestra la manera cémo z®" puede ex-
presarse como una combinacién lineal de 1,z,z2,...,2°"~!. A partir
de esto vemos que "™ m > 0, puede obtenerse a partir de es-
tos elementos; es decir, todo polinomio a(X) es equivalente médulo
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(p(X)®) a un polinomio de grado < an. Finalmente 0 = Zz‘zal gk
cuando, y sélo cuando, Y 0"o! A XF = A(X)p(X)®. Si A(X) = 0
es claro que \y = Ao = -+ = Agp—1 = 0; si gr(h(X)) > 0, ten-
driamos an — 1 = gr(h(X)) + an > an, lo cual es imposible. Luego
Lx,z?,..., 291 es una base de la F,—élgebra F,[X]/(p(X)%). Es-
to significa que todo polinomio a(X) es equivalente médulo (p(X)%) a
un unico polinomio de grado estrictamente menor que an. Dado que
[F, tiene g elementos, resulta entonces que F,[X]/(p(X)*) tiene exacta-
mente ¢®" elementos.

Es conocido que ]Fép ) = Fy, lo cual implica que 77" = 7 para todo
7 € F,. Por tanto, si m = min{k; " > alyu= 9" | tenemos

0 — qu — (po +p1x + e +pn71$n_1 + :L‘n)qm —

po + prut -+ paogu 4"

Vemos pues que u satisface el polinomio irreducible p(X) € F,[X]; por lo
tanto, Fy[X]/(p(X)®) contiene a F,(u) copia isomorfa de F,[X]/(p(X)).
Hagamos L = Fy(u) de modo que F, C L C Fy[X]/(p(X)*). Consi-
deremos ahora la L—algebra L[z] = {\o + M1z + -+ + Ag12°71; 2% =
0,\; € L}. Se puede ver que 1,z,22%,...,2% ! es una L—base de L[z].
Como [L : Fy] = n = gr(p(X)), entonces L tiene ¢" elementos y,
por consiguiente, L[z] tiene (¢")* = ¢"“ elementos. Ahora bien, de
Liz] C Fy[X]/(p(X)®) y de que ambos tienen el mismo nimero de ele-
mentos, resulta que L[z] = F,[X]/(p(X)®). Tenemos pues la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.5. Si p(X) = po +p1 X + - + pp X" es un polinomio
irreducible de Fy y z = 0(p(X)) es la clase de p(X) modulo (p(X)*),
entonces:

1. Fo[X]/(p(X)*) contiene un cuerpo L isomorfo a Fy/(p(X)).
2. Fo[X]/(p(X)®) = L[z] = Mo+ Mzt A Aam127 2% = 0,0 € L}

es una L-dgebra de dimensién «, una de cuyas bases es 1, z, 22,
zafl
. .

Proposicién 2.6. L[z]* = L* x {1+ Xjz+-+Xq129 124 =0, \; €
L}.
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Demostracion. Sea g + Az + - + Aa_12971 € L[z]. Si Ay = 0,
2(M1 + - + XAa—12%72) no puede ser invertible, pues z es un divisor de
cero. Luego los elementos invertibles de L[z] estan entre los de la forma
Mo+ Az 4 A+ X127 = No[L4+ Ay Az 44+ (Ag T Aa—1)2%7Y], con
o € L*. Ahora bien, todo elemento de la forma 1+ 12+ - -+ B4_12%" "
es invertible, pues,
l=(1+pb1z+ 4 Ba12 V(A + iz + -+ po_1271)
=1+ iz +pez 4+ o127 +

+ Bz + Prpaz® 4 -+ Biita—22* Tt +

+ ﬁa—lza_la
lo que es equivalente al sistema

0=p1+ B
0= p2 + B + B2

0=pa—1+ ﬁlﬂa—? + 52#01—3 +---+ ﬁa—la

el cual es soluble para pi1, 9, -+« , tto—1 en términos de las ;. La proposi-
cién queda pues demostrada.

De la anterior proposicion podemos concluir que L[z]* tiene
(¢" — 1)g™*>=1) elementos.
X

Como L[z] = F,[X]/(p(X)®) obtenemos que [Fq [X]/(p(X)¥)| tiene
(¢" — 1)¢g™*=V elementos.

De ahora en adelante en vez de a(X),b(X), ... escribiremos a, b, .. ., si
no hay posibilidad de confusién. La norma de un polinomio a € M(X, q)
la definimos de la siguiente manera: |a| = ¢", donde ¢ representa el nu-
mero de elementos F,; y n el grado del polinomio a.

3. Funciones aritméticas en M(X] ¢)

Las siguientes proposiciones son adaptaciones de la teoria clasica de
numeros al caso que nos ocupa. Sus demostraciones no difieren en mucho
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de las del caso cldsico y se pueden encontrar, por ejemplo, en [5, cap.
2], por lo que las dejamos al cuidado del lector.

Definicién 3.1. Una funcion f : M(X,q) — C, se dice una funcion
aritmética.

El conjunto de las funciones aritméticas se notara con Dir(M(X, q)).

Definicién 3.2. Sean f,g € Dir(M(X,q)). Definimos el producto de
Dirichlet (o convolucion de Dirichlet) a la operacién dada por la expre-
s10m
(fxg)(a) =) f(d) ( ) (1)
dla

Definicién 3.3. Sean a € M(X,q), f,g € Dir(M(X,q)) vy § € C, en-
tonces definimos:

(f +9)(a) := f(a) + g(a) (2)
(0f)(a) :=df(a) (3)

En la siguiente proposicién expresamos el hecho de que Dir(M(X, q))
conforma una C-algebra, para las operaciones definidas anteriormente.

Proposicién 3.1. Las operaciones definidas por la ecuaciones (1), (2)
y (3) tienen las siguientes propiedades, donde f,g,h € Dir(M(X,q)) y
6,y C

(a) f +tg9=g+/f.
(b) f (+ h)=(f+g)+h.
(¢) Si 0 estda definida por 0(a) = 0 para todo a € M(X,q), entonces
para toda f € Dir(M(X,q)) se tiene:
0+ f=1f.
(d) Dada f € Dir(M(X,q)), la funcion —f, definida por (—f)(a) =
—f(a), para todo a € M(X, q), satisface:
f+(=f)=0.
(€) frg=gxf.
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(£) (fxg)xh=[fx(gxh)
(g) Sil esta definida por I(1) = 1; I(a) = 0 para todo a # 1, entonces
para todo f € Dir(M(X,q)) se tiene:

Ixf=f

(h) fx(g+h)=fxg+fxh.
(i) 6(f+g)=0f +dg.
(G) O+ f=00f+~f.

(k) (0v)f =6(vf)-

Demostracion. A titulo de ejemplo demostraremos sélo el literal (h),
dejando las otras al cuidado del lector. Sea a € M(X,q)

(f*(g+m)a) =" fla) g+h( )

dla

- Zf(a)g(g) + f(@h(3)

dla

= fl@g(5) + X fl@n(%)

dla dla
= (f*g)(a) + (f xh)(a)

con lo cual se establece el resultado.

Las propiedades (a)—(h) nos muestran que Dir(M(X, ¢)) conforma un
anillo con elemento identidad para las operaciones definidas por (1) y
(2), y la conjuncién de aquellas con las propiedades (i)-(k) nos muestran
que es ademds una C-élgebra para las operaciones definidas por (1),(2)
y (3).

Proposicién 3.2. Si f es una funcion aritmética con f(1) # 0, en-
tonces existe una funcion aritmética f~1, llamada la inversa de Dirichlet
de f, tal que:

frf7=I=f"x. (4)
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Mads ain, f~' estd dada recursivamente por:

Sy L
W= gy

fl(a)z—ﬁ[ )» fl(d)f(%)] (5)

dla
gr(d)<gr(a)

Demostracion. La demostracién puede hacerse utilizando induccién so-
bre el grado del polinomio.

Definicion 3.4. Una funcion aritmética f se dice multiplicativa si no
es idénticamente cero iy Si

f(ab) = f(a)f(b) cuando (a,b) =1, a,be M(X,q).
Diremos que la funcion f es completamente multiplicativa si
flab) = f(a)f(b) para todo a,be M(X,q).
Proposicién 3.3. Si f es multiplicativa entonces f(1) =1

Proposicién 3.4. Dada f con f(1) = 1. Entonces
a) f es multiplicativa si y solo si:

F@T - ppt) = f(f) - f(pF)

para todo polinomio irreducible p; y todo entero c; > 1
b) Si f es multiplicativa entonces f es completamente multiplicativa si
y solo si:

f*) = f(p)~

para todo polinomio irreducible p y todo entero o > 1.

Proposicién 3.5. Si f y g son multiplicativas, entonces f * g es mul-
tiplicativa.

Proposiciéon 3.6. Si g y f x g son multiplicativas, entonces f es mul-
tiplicativa.
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4. Algunas funciones aritméticas especiales

Una funcién aritmética de impostancia capital en el caso clasico es la
llamada funcion de Mdébius. Esta funcién la generalizaremos a M(X, q)
de la siguiente manera:

1 sia=1
p(a) = (—1)k sia=pi---pgcon p; #p; parai # j
0 en otro caso

Proposicién 4.1. Sea a € M(X,q) entonces :

Ejmwz{;““:L
dla

en otro caso.

e Definimos la funcién aritmética: u(a) := 1, para todo a € M(X, q).
e La funcién ¢ de Euler:

o(a) := card [(Fq[x] /(@) ] ,

donde (a) representa el ideal generado por el polinomio a = a(X).
Proposicion 4.2. Para p un polinomio irreducible de grado d, tenemos
e(p™) = Ip|* = [p|*~!

Demostracion. La demostracion se hace a partir de la definicién y de la
proposicién(2.6).

Proposicién 4.3. Si a = p{* ---pi € M(X, q), entonces
= 1
pla) =lal I (1= )
i=1 pi

Demostracion. Es inmediata de la proposicién anterior si se observa que
si (m,n) = 1, donde (m,n) designa al méximo comun divisor de los
polinomios m y n, entonces

(o) )] = [(Falx)/om)]” < [(Rlx)/)] " ®



22 OSCAR FRANCISCO CASAS

Proposicién 4.4. Sia € M(X,q), entonces
a
(o) = Y utd) ©)

dla

Demostracion. Primero veamos que

II(1- Ipz)zl_zlpliJrzpilllpj B

i=1
1 1"
S i ™t et
Ipillp;lpx | |Pz1 :

|pza Ip1lp2] - - - [pnl’

_ S

donde el término Z ﬁ significa que estamos tomando todos
Diy " |Pig

los productos |p;, | - - - |pi.| de s factores irreducibles distintos de a. Note-

. 1
mos que cada uno de estos términos es de la forma +—, donde d es un

divisor de a que es o 1 o el producto de irreducibles diferentes de a. El
numerador +1 es exactamente u(d). Como p(d) = 0 si d es divisible por
el cuadrado de algin irreducible, vemos que la suma es exactamente la
misma que

#d)
jdl -

Combinando lo anterior con la proposicién (4.3) obtenemos el resultado.

]

La funcion de Liouville:

1 sia=1
Aa) = {(_1)(a1+...+ak) sia= p?l e pzk’

Proposicién 4.5. Para todo a € M(X, q) se tiene:

1 s
Z Ad) = { si a es un cuadrado,

en otro caso.

La demostracion es muy similar al caso de los nimeros naturales.
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e Las funciones divisoriales:

oala) = 3 |d]?,

dla
donde « es un nimero complejo.

Proposicién 4.6 (Férmula de inversién de Mébius). La ecuacion

fla) =Y g(d) (7)
dla

implica la ecuacion

gla) =" f(d)n <3> (8)
dla

Reciprocamente, (8) implica (7).

La demostracién se sigue del hecho de que p*u = I (proposicién 4.1).

5. Series de Dirichlet

Definicion 5.1. Sea f una funcion aritmética. Por una serie formal
de Dirichlet entenderemos una expresion del siguiente tipo

o= X

a€M(X,q)

Por el momento dejaremos de lado que como funciéon de la variable
compleja z una serie formal de Dirichlet converja o no.

Definicion 5.2. Diremos que dos series

s T8

a€M(X,q) a€M(X,q)

son iguales si f(a) = g(a), para todo a € M(X,q).
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. . a a )
Definicién 5.3. Sean ), cpx g % Y DaeM(X.q) % dos series y
6 € C. Entonces definimos

f(a) f(a) +g(a)
> oEt X Z a|z
aeM(X,q) aGM(X,q) aeM(X
f(a) f(a)g(b)
POREFEED O el D Z Tl ,b|z
aeM(X,q) aGM(X,q) aeM(X,q) beM(X,q)
fla) _ 5f(a)
g Z lal* Z a7
a€M(X,q) aeM(X,q)

Con lo anterior se puede verificar facilmente que el conjunto de las
series formales de Dirichlet con las operaciones anteriores que acabamos
de definir conforma una C-algebra.

Proposicion 5.1. El dlgebra de las funciones aritméticas y el dlgebra
de las series formales de Dirichlet son isomorfas.

Demostracion. Denotemos con DIR(M(X,¢q)) al dlgebra de las series
formales de Dirichlet y consideremos la siguiente funcién:

F:Dir(M(X, ¢))—DIR(M(X, q))

f

aeM(X q)

Es claro, que los coeficientes f(a) de una de estas series define una fun-
cién aritmética f € Dir(M(X,q)), y, reciprocamente, una funcién arit-
mética f define una serie formal de Dirichlet. Ademas, por la definicién
(5.2) tenemos que F' es inyectiva, teniéndose asi que F es una biyeccion.
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Ahora observemos que

a€M(X,q) ol a€M(X,q) lal*
. Jf<|"j+ 3 ~‘|’(‘|‘j FUP) + Flg)
a€M(X,q) a€M(X,q)
5 5
Fof) = Y ((;),Ea) > { (fi)
aeM(X,q) a€M(X,q)
-5 > s
aeM(X,q)

Por lo tanto para demostrar que F' es un isomorfismo de algebras basta
ver que respeta el producto. En efecto, esto resulta de

F(fxg)= 3 W: 3 (Zﬂc)g(b))rarz

a€M(X.q) a€M(X.q) \ cb=a

fle)g(d
-y ¥ o nnre),
ceM(X,q) beM(X,q)
Luego F es un isomorfismo de 4lgebras.

Para el estudio de Dir(M(X, q)), es conveniente algunas veces consi-
derar la norma || || de una funcién f € Dir(M(X,¢q)). De hecho esto
permite conseguir de la estructura topoldgica asi obtenida resultados pu-
ramente algebraicos y, reciprocamente, expresar situaciones algebraicas
en términos topoldgicos.

Definicién 5.4. El orden (f) de una funcion f € Dir(M(X,q)) viene
dado por:

gy [mintlal: f@ 20y s g 20,
o0 si f=0,
donde formalmente tomamos 0 = 1/00.

A partir del orden de una funcién f € Dir(M(X,q)) definimos la
norma de la siguiente manera.
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Definicién 5.5. La norma || || de una funcién f € Dir(M(X,q)) estd
dada por:
1
1= 7
()
Proposicién 5.2. La norma || || es una valuacion no arquimediana

sobre Dir(M(X, q)), es decir:

(@) [£1=0 y [Ifl =0si, ysolosi, f=0;
(b) [If + gll < max{|[fIl, llglI};

(©) [If =gl =[£I gl -

Demostracion. La propiedad (a) resulta del hecho de que (f) > 1 si
f # 0. Por otra parte, (b) se demuestra observando que (f +g) >
min{(f),(g)}. Para demostrar (c) supongamos que f #0y g #0y
trabajemos en el dlgebra de las series formales de Dirichlet, observan-
do que |a|™* = h(z) corresponde a la funcién aritmética definida por
h(a) =1y h(b) = 0 para b # a. Sean, pues, aj,as,...,ar, by,ba, ..., bs
los elementos de M(X,q) que cumplen |a;| = (f) y |bi| = (g). Si
D1,D2; - - -, Pn son los irreducibles que dividen a alguno de los a; o bj, en-
tonces las series |a1| ™7, a2, ..., |ar| 77, 1] 7, b2 7, ..., |bs| 7 estan
en la subdlgebra generada sobre C por las series [px|*  (k=1,...,n).
Si definimos pp — xj, obtenemos un isomorfismo entre las algebras
Clp1,- .- pk) vy Clz1,...,xzx], donde las xj son algebraicamente indepen-
dientes sobre C. Luego C[p1,...,px] es un dominio de integridad y, por
consiguiente, las series

S Falal ™y S alb) b7
i=1 j=1

que son diferentes de la serie nula, tienen un producto no nulo. Esto
implica que f g # 0y que (f xg) = (f) (9). @
Proposicién 5.3. Dir(M(X,q)) es un dominio de integridad.

La demostracion es inmediata por la proposicién anterior.

Proposicién 5.4. Dir(M(X,q)) es un anillo factorial.

Demostracion. Como en M(X,q) el nimero de irreducibles es infini-
to enumerable, tenemos que M(X, ¢q) es algebraicamente isomorfo a N*
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(véase CARLITZ [9]), lo que implica que Dir(M(X,q)) es isomorfo a
Dir(N*). Pero un teorema de CASHWELL y EVERETT [6] nos dice que
ya Dir(N*) es un dominio factorial, teniéndose asf el resultado. &

Proposicién 5.5. Una funcion f € Dir(M(X, q)) es invertible si, y solo
si, If = 1.

Demostracion. Por la proposicién (3.2), sabemos que f es invertible si,
y solo si, f(1) # 0, lo que es claramente equivalente a decir que || f|| = 1.

Proposicién 5.6. Dir(M(X,q)) es un espacio topoldgico completo con
respecto de || ||.

Demostracion.  Sea  fi, fa,..., fn,... una sucesiéon de Cauchy en
Dir(M(X,q)); es decir una sucesién para la cual, dado ¢ > 0 exis-
te un entero N, tal que ||f, — ful| < €, para todo m,n > N.. Es-
to equivale a lo siguiente: f;,(a) = fy(a) para todo a que cumpla
la] < 1/e, si myn > N.. Lo que implica que dado a € M(X,q) la
sucesién fi(a), fa(a), ..., fn(a),... es constante a partir de un cierto
subindice N, . Sea f(a) este valor constante, de modo que fy(a) = f(a)
sin > Njg. Como {N : |a] < 1/€} es finito, podemos considerar su
méaximo M.. Luego, si |a| < 1/e, entonces f,,(a) = f(a) si n > M, o lo
que es lo mismo, ||f, — f|| < esin> M. &

Conectado con la convergencia con respecto de || || estd el siguiente
concepto puramente algebraico: Sea fi, fa,..., fn,... una sucesién de
elementos de Dir(M(X,q)) tal que, para cada a € M(X,q), fn(a) # 0
para a lo sumo un nimero finito de indices n. En tal caso, Y7 | fn, serd
llamada una serie seudoconvergente, definiendo su suma por la relacién

S = f@ = Y (X fa@)lal
n=1 n=1 aeM(X,q) n=1
donde la suma Y7, fn(a) es de hecho una suma finita.

Proposicién 5.7. Y | f, es seudoconvergente si, y solo si, Y oo | fn
es convergente con respecto de || ||
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Demostracion. (<) Supongamos que la serie sea convergente con res-
pecto de || ||, o lo que es lo mismo que ||f,|| — 0. Entonces, como en
la demostracién de la proposicién anterior, dado a € M(X, ¢), existe un
entero positivo N, tal que f, = 0 para n > Ng; lo que muestra que la
serie es seudoconvergente.

(=) Reciprocamente, si la serie es seudoconvergente y teniendo en cuen-
ta que {N, : |a] < 1/€}, es finito, al tomar N, = max{N, : |a|] < 1/€},
vemos que para todo a que cumpla |a| < 1/e, fn(a) = 0sin > N; es
decir || f,|| — 0. o

Proposiciéon 5.8. Sig € Dir(M(X,q)) y > oo, fn es seudoconvergente,
entonces Y o2 1 (fn* g) es seudoconvergente y

S (gxfa)=gx> fa
n=1 n=1

Demostracion.  La serie » 2 (g * fn) es seudoconvergente pues

g * fall = llgll [ fnll — O si [|fall — 0. Por otra parte, si h = 372, f,
tenemos

S(gxfa) =D (9@ ) = > (D9 fa)(@))lal

n=1 n=1 aeM(X,q) n=1
= > (g f)@)la ™= ¥ (gxh)@)lal”
aEM(X,q) n=1 aeM(X,q)

=g(2)h(2) = g* > fn,
n=1

puesto que > (g * f,)(a) es una suma finita. &

6. La funcién zeta

En esta seccién nos interesa la convergencia de las funciones f(z)
definidas anteriormente. Para estudiarla hacemos z = o + it € C y
recordemos que ||b|?| = |b|” para todo b € M(X, q).
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Proposicién 6.1. La serie de Dirichlet 3 e\ x 4 la| ™, converge abso-

lutamente para o > 1. La suma de esta serie se denota con ((z) y se
llama la funcion zeta de Riemann.

Demostracion. No es dificil ver que el nimero de polinomios de grado
n en M(X,q) es ¢". Por lo tanto tenemos

Z laf? - = SZ‘q@ :Z<q071)
a€M(X,q) d=0 d=0 d=0

Esta tltima serie es una serie geométrica que converge si <1lo

o—1
equivalentemente, converge si ¢ — 1 > 0, teniéndose asi la convergencia
absoluta para ¢ > 1. Su suma esta dada por

() = ——

]- - qo'fl

con lo que se termina la demostracién. &

Proposicién 6.2. Dadas dos funciones f(z) y g(z) representadas por
las series de Dirichlet

o= ¥ 1

a€M(X,q)

convergente para o > u

g9(z) = Z &GZ) convergente para o > v,
aeM(X,q) ’(I|
entonces, en el semiplano donde ambas series convergen absolutamente,
tenemos

e = Y T Q

a€eM(X,q)
donde h = f *x g.

Demostracion. Como f(z),g(z) son absolutamente convergentes en-
tonces su producto es absolutamente convergente en el semiplano donde
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ambas series convergen y ademas su suma estd dada por f(z)g(z). Por
la proposicién (5.1) tenemos que h = f * g. o

Utilizando la anterior proposicién, vamos a mostrar que las series de
Dirichlet correspondientes a las funciones aritméticas u, ¢, y A se pueden
expresar en términos de la funcion (. En efecto:

1) Como ambas series ((z) y u(z) convergen absolutamente para o > 1,
entonces por la ecuacién (9) tenemos que:

Clz)u( Z ,u si o> 1

aEMXq

En particular, esto muestra que ((z) #0si o > 1y que
uz)=— si o>1.

2) Tomando ¢(z) y ¢(2), tenemos que como ¢(a) < |a| entonces la serie
©(z) converge absolutamente para o > 2, lo que implica que

C(2)e( QO Z ]a\z =((z—1) si o>2.
aEM X,q) ’ a€M(X,q) ’a’
De donde
o(z) = Lg(;)l) si o> 2.

3) Si tomamos ((2) y g(a) = |a|” tenemos que

(2)z—a)= Y %al®) G 5 max{1,1+ Re(a)}.

4) Si tomamos ((z) y A(z) entonces

R OIS -E D SR ==

a€M(X,q) a€M(X,q)
a=b? para algtn b

1
>, =<,
\ lo

beM(X g
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de donde tenemos que

-3

Queremos ahora expresar las anteriores funciones compo productos in-
finitos.

si o>1.

Proposicién 6.3. Sea f € Dir(M(X,q)) multiplicativa. Si la serie
ZaeM(X ?) f(a) es absolutamente convergente, entonces su suma puede
expresarse como el producto infinito absolutamente convergente siguiente

St =0+ + @)+ (10)
aeM(X,q) D

extendido sobre todos los irreducibles. Si f es completamente multiplica-
tiva, el producto se simplifica y toma la forma

1
>, f@=]l—= (11)
aeM(X,q) p 1- f(p)
Cada uno de estos productos se llama un producto de Fuler.

Basta adaptar la demostracién que se encuentra en [5, pdg. 230] al
caso de los polinomios.

Aplicando la anterior proposicion a las series de Dirichlet absoluta-
mente convergentes tenemos inmediatamente el siguiente resultado

Proposicién 6.4. Si f(z) converge absolutamente para o > o4, y si f
es multiplicativa entonces

a 2
HOENDY f5|z):H{1+f(p)+f]§f22)+~-~} sio >0, (12)

z
a€M(X,q) P

Si f es completamente multiplicativa tenemos

a 1 .
fay= > {512)21}1_,0( si o> 0,

—z
vl p)lp|

Demostracion. Basta aplicar la proposicién anterior a la serie f(z) =

> aem(x,q) f (@)la| 7% of
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Proposicién 6.5. Por la proposicion anterior tenemos

1 1
2) = — = —, sio>1;
C( ) Z ’a‘z H 1— ‘p’—z

aeM(X,q) p
T =) =[Ja=bl). sio>1
z—1 1-— - .
S eIl ey
() —a) = > “(;(,?)
aeM(X,q)
1 . .
~lla=pma—prey o> melt e Relolk
€(2z) _ 2) — 1 sio
o 0=l st
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