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ABSTRACT. We obtain a non-conmutative differential structure associated with
the Lie bialgebra of the Lie group G = ST'(2). We construct this structure by
means a quantum matrix generated by a classic r-matrix on G ® G. We prove
that this space is generated by the differential form of the Lie group G and we
also prove that this space is a graded Hopf —Poisson algebra with a suitable
bracket.
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RESUMEN. Se construye una estructura diferencial no conmutativa, asociada a
la bialgebra de Lie del grupo triangular G = ST'(2), a partir de una R-matriz
cudntica inducida por una r-matriz cldsica del espacio G ® G. Se prueba que
este espacio puede definirse en términos de las formas diferenciales del grupo de
Lie G y es un &lgebra de Hopf-Poisson graduada con un corchete apropiado.

0. Introduccion

De la misma forma como se acostumbra a definir la estructura diferencial de
un grupo de Lie en términos de las funciones coordenadas del grupo, (ver [11]),
construimos aqui una estructura diferencial no conmutativa sobre el grupo
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cudntico ST,(2) en términos de las funciones coordenas del grupo de Lie ST(2)
y de sus diferenciales.

A partir de un r—tensor antisimétrico del espacio G ® G (G es el dlgebra
de Lie de ST(2)), que satisface la ecuacién de Yang—Baxter clésica (ver [23]),

(112, 723]) + [r12,713] + [r13,723] = 0 (0.1)

encontramos una solucién R , (R-matriz cudntica), de la ecuacién de Yang-

Baxter cuantica QYBE, (ver [20]),
Ri2R13R23 = RogRi3Rio. (0.2)

La matriz cudntica R induce una estructura de bidlgebra no conmutativa Apg
sobre el espacio de las funciones coordenadas del grupo ST(2), (ver [19]), y
nos permite definir el grupo cudntico ST,(2) del grupo de Lie ST(2) como
el dlgebra cociente de Ap sobre un cierto ideal bildtero con estructura de
Algebra de Hopf no conmutativa, (ver [6]).

Con el proposito de determinar una estructura diferencial sobre el grupo
cudntico STy(2), (ver [1], [2], [27] y [29]), construimos el espacio M, gene-
rado por las funciones coordenadas del grupo ST(2) y sus diferenciales, con
ciertas relaciones entre sus elementos determinadas por la matriz cudntica R,
y probamos que ese espacio tiene estructura de algebra de Hopf graduada no
conmutativa, y que la aplicacion diferencial d definida sobre él satisface la regla
de Leibniz y la relacién de nilpotencia. El espacio (M}, d) con esas propiedades
determina un célculo diferencial no conmutativo sobre el grupo cudntico ST, (2)
(ver [4] y [27)).

Asi como la generalizacién de la geometria diferencial clasica, (ver [9] y
[26]), se define en términos de las formas diferenciales sobre el grupo de Lie
expresamos, en este caso también, el calculo diferencial sobre el grupo cuantico
ST,(2) en términos de las formas diferenciales sobre el grupo ST'(2), con ciertas
relaciones determinadas por la R-matriz cuantica, y determinamos la estructura
del espacio de formas. Probamos que el espacio de formas diferenciales sobre
el grupo cudntico ST,(2) tiene estructura de dlgebra de Hopf-Poisson.

1. El grupo cuantico ST;(2)

Definicién 1.1. ST(2) es el grupo de matrices g de orden 2 con determi-
nante uno y entradas g% tales que g5 =0 (1<j<i<2),g{>0 (1<i<2)
llamado el grupo triangular especial de orden dos.

Definicién 1.2. El élgebra de Lie ST (2) del grupo ST(2) es el dlgebra de
matrices triangulares de orden dos con traza nula generada por
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con estructura dada por el conmutador de matrices,

[X1, X2] = 2X5, [X:, Xi] =0, 1=1,2. (1.1)

Definicién 1.3. El algebra de funciones diferenciables C*°(ST(2)) sobre el
grupo ST(2) con valores en un campo de caracteristica cero, (R o C ), es el
algebra asociativa, conmutativa, con unidad, definida por el producto comun
entre funciones.

Definicién 1.4. Las funciones coordenadas del grupo ST'(2) son las funciones
t% definidas por t}(g) = g} para toda matriz g € ST(2).

Llamamos A el dlgebra conmutativa con unidad de las funciones coordenas
del grupo ST(2), es decir, A es el dlgebra generada por las entradas de la
matriz T

T=(t) = <g i’) (1.2)

médulo la relacién #1(g)t3(g) = gig3 = ac = detT =1, t1 =b. A tiene
estructura de dlgebra de Hopf conmutativa, (ver [16]) con las operaciones, pro-
ducto m, coproducto A, counidad e y antipoda S, definidas como sigue,

m:A®A—= A mtietf)=titf,  mtlot3) =1,

AA— AR A Alt))(91,92) = 5 (ulg1, 92)) = t5(9192) = (9192)5,  (1.3)
donde pu es el producto del grupo de Lie,

e: A= R, 5(?5;) = t;-(e) = (e);, (1.4)
StA—= A St 9) =t5(g7) =(g7");

j
para todo g € ST(2) y g~ ! elinverso de g.

Un grupo cuéntico del grupo de Lie ST(2) es un dlgebra de Hopf no
conmutativa obtenida por deformacién del algebra A, (ver [3] y [19]). Una
cuantizacién de A puede definirse a partir de una matriz R que sea solucién
de la ecuacién de Yang Baxter cudntica (0.2), (también puede obtenerse por
deformacién directa del producto entre las funciones (ver [6]), [8] o [19]). La
R - matriz cudntica induce la bidlgebra Ag asociada a R, la cual determina
a su vez, por paso al cociente, el grupo cudntico STr(2). Por otra parte, la
R-matriz cudntica es definida por un r-tensor del espacio S7 (2).

Dada la base {X;, X3} del espacio ST (2) tomamos el r-tensor
r=X1 Xy —Xo® X, (15)

antisimétrico, el cual es solucién de la ecuacién de Yang-Baxter clésica (ver [10]).
Entonces r (r-matriz cldsica) determina una solucién R de la ecuacién de Yang
Baxter cudntica, como veremos en la proposicién (1.2).
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Proposicion 1.1. El tensor r = X1 ® Xo — Xo ® X, satisface la ecuacion
3
r° =0.

Prueba. La proposicion se obtiene de las siguientes igualdades que satisfacen
los elementos X7, X5 con estructura (1.1) del dlgebra de Lie ST (2).

X1 X5 = Xo, Xo X1 = —Xo, X2=0

3

En efecto, ° esigual a

(X1 ®Xo— Xo® X1)? =(—X1 X2 ® X2 X1 — Xo X1 ® X1 Xo)
(X1 @ Xy - Xo® X7)
=—X1XoX; @ Xo X1 X0 + Xo X1 Xo ® X1 X2 X
=X X; @ X2 - X2 ® X5X; =0.

Proposicién 1.2. La matriz R definida por R = Exp(hr) donde r es el
r-tensor (1.5) y h es un pardmetro real, es una solucién de la ecuacién de Yang
Baxter cuantica

RioRi3Ro3 = Rz Ri3 Ry

con Ris=R®I, Ro3=1I®R (Ri3 es andlogo, como se verd mas adelante).
Prueba. Sabemos que r satisface las siguientes igualdades:
r=X; X, — Xo® Xy, r? =2(Xy ® Xo), r3 =0
entonces la matriz R la podemos expresar como
R=Exp(hr) =I1® I+ hr+ h*(Xo @ Xo) (1.6)
donde I es la matriz idéntica, y las matrices R;; estdn definidas por:

Riz = I%° 4 hrio + h2(X2 ® X @ 1),
R23 = I®3 + h?"23 + h2(1®X2 ®X2)7
Ry = 1% 4 hrys + h(Xe @ I ® X3),

con 7;; los tensores (ver [10]):

T12:T®I:X1®X2®I—X2®X1®I,
T23:I®T:I®X1®X2—I®X2®X1, (17)
T3 =X11®Xy - Xo®1®X;.
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Desarrollando los productos (i) RiaRi3Re3 v (ii) RazR13R12 obtenemos

3
RiaRi3Ra3 = 1% + h(riz + 713 + r23)
+ h2(r1ar13 + r12723 + 713723 + B+ C + D) (1.8)
+ h*((r13 + 112) D + COraz + 7120 + B(ra3 + r13) + r12713723),

(1.9)
Ro3Ri3Riz = I + h(ria + 13 + 723)
+ h*(r13r12 + rogriz 4 rasris + B+ C + D) (1.10)
+ h*((r13 + 123) B + Crig + 193C + D(r19 + 113) + r23713712) w1

para B, C'y D definidos por los productos tensoriales,
B=Xo®Xo®1, C=Xo®1® X, D=1I®X,® X,. (1.12)

Por ser r solucién de la ecuacién de Yang-Baxter cldsica se tiene que (1.8) es
igual a (1.10). Para probar que (1.9) es igual a (1.11) operamos por separado
las expresiones siguientes,

M = (r13 +112)D + Craz + 1120 + B(r23 + 113)

O = 112713723

L = (ri3+r23)B + Cria +re3C + D(r12 + 713) (1.13)
P =ro3r13712
y los productos tensoriales (1.7) y (1.12) en forma matricial,
0O 0 1 0o -1 O 0 0 0 1 0 0 -1 O 0 0
o 0 0o 1 0 -1 o0 0 0O 0 0 0 O 1 0 0
0O 0 0 0 O 0 1 0 0O 0 0 1 0 0o -1 O
0O 0 0 0 O 0 0 1 0O 0 0 o0 O 0 0 1
T2 = r13 =

0O 0 0 o0 O o -1 0 0O 0 0 o O -1 o0 0
0O 0 0 0 O 0 0o -1 0O 0 0 o0 O 0 0 0
0O 0 0 0 O 0 0 0 0O 0 0 o0 O 0 0 -1
0O 0 0 0 O 0 0 0 0O 0 0 0 O 0 0 0

o 1 -1 0 0 O O 0 o 0 0O 0O 0o 0 1 o0

0O 0 0 1 0 0 O 0 0O 0 0O 0O 0O O 0 1

o o0 0 -1 0 0 O 0 0O 0 0O 0O 0O O 0 o

Fog = 0O 0 0 0O 0 0 O 0 B = 0O 0 0O 0O 0O O 0 o

0O 0 0 0O 0 1 -1 0 O 0 0 0O 0O O 0 O

0O 0 O 0O 0 0 O 1 o 0 0 0 0 O 0 O

0O 0 0 0O 0 0 o0 -1 0O 0 O 0O 0O O 0 o

0O 0 0 0O 0 0 O 0 0O 0 0O 0O 0O O 0 o
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Con esas matrices las expresiones M y L en (1.13) son iguales a la matriz 8 x 8,

o 0 0 0 O 0 o0 -2
0O 0 0 0 0 0O 0 o
0O 0 0 0 O 0 0 O
0o 0 0 0 O O 0 O
M=L=
0O 0 0 0 O 0 0 O
0O 0 0 0 O O 0 O
0O 0 0 0 O 0 0 o
0o 0 0 0 0O 0 0 o
y los productos O y P de (1.13) son iguales a la matriz,
0O 0 0 0 0 0 0 2
o 0 0 0 0O 0 0 O
o 0 0 0 O 0 0 O
o 0 0 0 O 0 0 O
O=P~—
o 0 0 0 O 0 0 O
o 0 0 0 0O O o0 o0
o 0 0 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0O 0 0 O

De donde M +0O =L+ P =0 y con esto (1.9) es igual a (1.11), luego los
productos (i) y (ii) son iguales y con ello completamos la demostracién de que
la matriz R en (1.6) es una solucién de la QYBE (0.2).

Definicién 1.5. Se denomina &lgebra de matrices cudntica Agr del grupo
ST(2), asociada a la matriz cudntica R, el dlgebra no conmutativa generada
por las entradas t; de la matriz 7' (1.2) médulo la relacién

RTVT, =TT R
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donde T =T ®I, To =1® R con I la matriz idéntica de orden dosy R
la matriz R = Exp(hr) cuyas entradas son los elementos

1 h —h h?
01 0 &

R={o 0 1 (1.14)
00 0 1

Proposicién 1.3. EI dlgebra Ap determinada por la R-matriz cudntica
(1.14) es una bidlgebra con el co-producto A 'y la co-unidad e definidos sobre
las funciones coordenadas por

Afla)=a®a, Ab)=a®b+bxc, Alc)=c®c,

Prueba. Sea Apg el algebra generada por las funciones coordenadas t3 del
grupo ST(2) mdédulo la relacién R(Ty =« Tz) = (T2 * T1)R. Entonces, en
términos de R, de las matrices T, Th =T ® I, To = 1 ®T vy de los
productos:

axa axb bxa bxb

0 ax*c 0 bxc

TixTs = 0 0 cxa cx*b
0 0 0 cxce

axa bxa axb bxb

Ty Ty — 0 cxa 0 cxb

0 0 axc bxc
0 0 0 cxce

los generadores del dlgebra Ap satisfacen las relaciones

axb—bxa=h(a*xa—axc)
axc=cx*a (1.15)

bkxc—cxb=h(cxa—cx*c).

Esas relaciones muestran la no conmutatividad entre los elementos de Apg res-
pecto del producto x. Observamos ademds que en el limite cldsico, cuando
h — 0, el producto * coincide con m, por lo tanto, también coinciden las
estructuras de A y Ag.

Los morfismos A y & definidos sobre A inducen una estructura de
co-algebra sobre Ap . En efecto,

A:Ar — Ar ® Ag, A(T)ZT@)T
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definido por
[ Aa) ADB)\ [(a®a a®b+bdRc
A(T)< 0 Al)) = o c®e

satisface las tres igualdades siguientes:

Aa) * A(b) — A(b) * A(a) = h(A(a) * A(a) — A(a) * A(D))

A(b) * Ae) — A(c) * A(b) = h(A(c) *x A(a) — A(c) * A(c)) (1.16)

A(a) * A(e) = A(e) x A(a)

En efecto,

Aa) * A(b) — A(D) * Ala) =
=(a®a)x(a®@b+bRc)—(a®@b+b®c)* (a®a)
=(axa)®@(axb—bxa)+ (axb—bx*xa)® (c*xa)
=(a*xa)®(h(axa—axc))+hlaxa—axc)® (cxa)
=h((a*xa)®(a*xa)— (a*xc)® (axc))
= h(A(a) * A(a) — A(a) * A(c)).

De la misma forma se verifican fécilmente las otras igualdades en (1.16). Esas
propiedades nos afirman que A(a), A(b), A(c) son elementos de Ag y por lo
tanto A es un morfismo de dlgebras. También e definido por e : A — k con
g(a) =¢(c) =1, £(b) = 0 es un morfismo de dlgebras. Por ser el co-producto A

no co-conmutativo se tiene que el espacio Apr es una bidlgebra no conmutativa
y no co-conmutativa.

Puesto que a*c¢ es un elemento como grupo (ver [5]) de Apg, es decir,
a * c satisface la igualdad

Alaxc)=(axc)® (ax*c)
podemos definir el determinante cudntico asociado a la matriz R como, (ver
[13]) detr T =a=xc.
Proposicion 1.4. El detgrT = a * ¢ estd en el centro del dlgebra Ag.

Prueba. En efecto, detgT conmuta con todos los elementos del dlgebra Ag.
Basta probar esta propiedad sobre los generadores asi?

(detgT)*xa= (a*xc)xa=ax(cxa)=ax(axc)=ax(detgT)

(detr T)xb=(axc)xb=(cxa)xb=cx*(axb)=cx(bxa+h(a*xa—axc))
=(cxb+h(cxa—cxc))xa=(b*xc)xa=>bx(cxa)
=bx (detrT)

(detgT)*xc=(axc)*xc=ax(c*xc)=(a*xc)xc=(c*xa)xc=cx(detgT).
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Proposicion 1.5. El algebra cociente
STr(2) = Ag/detp T — 1

es un dlgebra de Hopf, (ver [16] o [17]), con el co-producto A, la co-unidad e
v la aplicacion antipoda S definidas sobre los generadores por

Aa) = a® a, Ab)=a®@b+b®ec, Alc)=c®c
gla) =¢e(c) =1, e(b) =0,
S(a) =c, S() = —-b— h(a—c), S(c) = a.

Prueba. Por la proposicién (1.3) sabemos que Apg es una bidlgebra con el
co-producto Ay la co-unidad ¢, luego el dlgebra cociente STgr(2) es una
bialgebra si se satisface que A y ¢ estdn bien definidas sobre el cociente.
Pero esta propiedad se tiene por la definicién del determinante cudntico y por
la linealidad de las operaciones. En efecto,

A(detRT— 1) = (detRT) ® (detRT) —1®1=0,
e(detpT — 1) =e(detgT) —e(1) = 0.

Para completar la demostracién de la proposicién basta ver que S es la
aplicacién antipoda, es decir, probar que S satisface las siguientes propiedades:

(1) T«S(T)=ST)«T =1,

(2) S(t} =ty) = S(ty) = S(t),

(3) +(AS) = H(0(S © S)A)

(4) S(detpT —1) =0,
con * el producto no conmutativo definido sobre STr(2).

Puesto que podemos expresar a S como la matriz,

ST — ((c) —b—h(a—c))

a

(1) se obtiene directamente de (1.15). Para ver (2) primero probamos que los
elementos S(a), S(b), S(c) pertenecen al dlgebra STR(2), es decir debemos
probar que esos elementos satisfacen las siguientes igualdades:

S(a) % S(b) —S(b) * S(a) = h(S(a) * S(a) — S(a) * S(c)),
S(a)* S(c) = S(c) * S(a), (1.17)
S(b) x S(c) — S(c) x S(b) = h(S(c) * S(a) — S(c) * S(c)).
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En efecto, desarrollando los dos términos de la primera igualdad en (1.17)
resulta:

S(a)* S(b) —SO)*xS(a)=c*x(~b—h(a—c))—(=b—h(a—c))*c
=bxc—cx*b,
h(S(a) * S(a) — S(a) * S(c)) = h(cxc—c*xa) =bkxc—cx*b
y la igualdad se satisface. Las otras relaciones en (1.17) para S(a), S(b), S(c)
se verifican de la misma forma. Por ser S un antimorfismo sobre A y por las

igualdades (1.17) resulta fécil probar que S es un anti-morfismo sobre STx(2).
En efecto, S satisface las siguientes igualdades:

Slaxc)=1=5(c)*xS(a) =axc=1,

Sla*xb)=8S0bxa+h(axa—axc))=8Sbxa)+ h(S(axa)— S(ax*c))
= S(a) * S(b) + h(S(a) * S(a) — S(c) * 5(a)),
S(b) + S(a) = S(a) * S(b) + h(S(a) * S(a) — S(c) x S(a)),
Sbxc)=8S(cxb+h(cxa—cx*c))=85(cxb)+hS(cxa—cxc)
= 5(b) * S(c) + h(S(a) x S(c) = 5(c) * S(c)),
S(c) x S(b) = 5(b) = S(c) + h(S(a) x S(c) = S(c) * S(c).

La propiedad (3) se satisface directamente sobre a y ¢ por la definicién de S.
Para b la igualdad (3) se obtiene de las expresiones siguientes:
A(S(b)) :A( — h(a —c)) = =[A(b) + h(A(a) — A(c)]

—(a®@b+bRc+hla®a—c®c),

a(S®S)( Rb+b®ec)
:U(S( ) ® 5(b) + 5(b) @ S(c))

o(c®(=b—h(a—c))+(=b—hla—c))@a)
—(b®c+a®b+h(a®a—c®c).
y por ultimo (4) se obtiene directamente. Luego S es la aplicacién antipoda

sobre STr(2) y S, A y & determinan la estructura de dlgebra de Hopf
sobre la bidlgebra STg(2).

Definicién 1.6. El élgebra de Hopf STx(2) se llama el grupo cuédntico del
grupo triangular ST'(2)

Puesto que la matriz R depende del pardmetro h (constante de Plank en
fisica) con ¢ = e”, las condiciones y propiedades sobre STg(2) las podemos
expresar en términos del pardmetro ¢ y en ese caso el grupo cudntico STg(2)
lo notamos ST,(2).
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2. Estructura diferencial sobre el grupo S7,(2)

Sobre el grupo cudntico STgr(2) definido en (1.6) construimos un célculo
diferencial no conmutativo, (ver [12] y [18]). Es decir, construimos un algebra
de Hopf graduada no conmutativa (Myj,d) con d una aplicacién diferencial
que satisface la regla de Leibniz y la relacion de nilpotencia.

En primera instancia consideramos el dlgebra graduada (Mp,d) generada
por las funciones coordenadas del grupo ST(2) y sus diferenciales. En seguida
determinamos un célculo diferencial no conmutativo de primer orden (My, d)
en términos de las 1-formas invariantes a izquierda del grupo ST(2). En
ambos casos definimos la estructura de Lie-Poisson, (ver [6], [14] o [15]) sobre
el dlgebra graduada (My, d).

Definicién 2.1. Sea A, el dlgebra de funciones sobre un grupo cuantico Gy.
Un célculo diferencial de primer orden sobre G, es un algebra de Hopf graduada
(M, d) con d una transformacién diferencial que satisface:

=0, d(ab)=da-b+ (-D)la-db, M°=A,  |a|=grad(a)

En (1.6) definimos el grupo cudntico STg(2) como el dlgebra de Hopf no
conmutativa generada por las funciones coordenadas (t}) del grupo ST(2)
sujetas a la condicion

RTVT, =TT R

donde R es la matriz (1.14), T es la matriz de las funciones coordenadas,
T =T®IyT, =1xT. Entonces para definir un calculo diferencial de primer
orden sobre STr(2) construimos el espacio My, generado por las funciones
coordenadas t;- y sus diferenciales d(t;), y encontramos lo siguiente.

Proposicién 2.1. El espacio My, generado por las entradas de las matrices
T y dT mdédulo las relaciones:

RT\Ty, = ToT\R
RT5(dT), = +(dT),TaR
RT,(dT) = +(dT),Th R~

R(dT)1(dT)y = F(dT)a(dT) R~

es un dlgebra de Hopf graduada, (ver [21] y [22]).

Prueba. Los elementos de la matriz T = ((t?)) médulo la relacién (2.1) generan
el dlgebra de Hopf STr(2). Las diferenciales de (2.1) satisfacen las siguientes
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igualdades:
a-da=da-a c-da=da-c
a-dec=dc-a c-dec=dc-c
b-da—da-b==xh(da-a—c-da)
a-db—db-a==xh(a.dc—da-a) (2.5)
c-db—db-c==xh(da-c—c-dc)
b-dc—dc-b==xh(c-dc—dc-a)

En términos de las matrices:
=TI, To=1IQT, (dl); =dT' ® 1, (dT)s =1 ®dT,

las igualdades (2.5) se pueden expresar en forma matricial por (2.2) y (2.3), y
viceversa, al desarrollar las matrices (2.2) a (2.3) encontramos las expresiones

(2.5). Ademas, las diferenciales de (2.2) y de (2.3) se pueden escribir en forma
matricial por (2.4).

Entonces definimos el dlgebra M}, como el espacio generado por las entradas
de las matrices Ty dT médulo las relaciones (2.1) a (2.4). El dlgebra M,
asi construida tiene una graduacién natural definida por

grad(t?) = \t;\ =0, grad(dté) = |dt§| =1 (2.6)

e induce la estructura de algebra graduada sobre el espacio Mj ® M, con el
producto tensorial

(a1 © b1)(az @ by) = (=1)121Ptlayay @ by by
y la diferencial
da®b) =da®b+ (-1)l"a® db. (2.7)

El algebra graduada M, ® M, nos permite construir la estructura de algebra
de Hopf sobre el espacio Mj,. Para ello definimos las aplicaciones A, ey §
sobre los generadores

a:tn, b:t12, Cztgg, dazdtu, db:dtm, dC:dtQQ

del dlgebra My, por las expresiones siguientes:

Ala) =a®a
Ab)=a®b+b®c
Alc)=c®c (2.8)
A(da) =da®a+a®da
A(db) =da®@b+db®@c+a®db+b®dc
)
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e(a) =1, e(b) =0, e(e) =1,
g(da) =0, e(db)=0, e(dc)=0, (29)
S(a)=c S(da) = d(S(a)) = dc
SOB)=-b—hla—c)  S(db) =d(S(b)) = —db— h(da—dc)  (2.10)

S(c)=a S(de) = d(S(c)) = da

que en forma matricial podemos expresar por las igualdades:

AT)=T®T AdT)=dl @T+T®dT
e(T)=1 e(dl) =0
S(T)y=1T"" S(dT) = d(S(T))

A, ey S definen respectivamente el co-producto, la co-unidad y la antipoda
sobre M}, y determinan la estructura de algebra de Hopf graduada sobre este
espacio, (ver [24] y [25]). Para probar esta afirmacién basta ver que Ay ¢
son morfismos de algebras graduadas y que S es un anti-morfismo y satisface
las propiedades de antipoda.

Sea A el co-producto del dlgebra de Hopf STr(2) (proposicién 1.4). Veamos
que la aplicacién A definida en (2.8) es una extensién del co-producto (1.3)
sobre el espacio My,

A My, — My Q@ My,

En efecto, dadas las aplicaciones lineales
A My, — My @ My,

AR : My — My @ My,
(co-producto a izquierda y co-producto a derecha respectivamente), definidas
por las igualdades
Ap(TdT) = A(T)(id ® d)(A(T)),
AR(TdT) = A(T)(d @ id) (A(T)),
definimos
A(TdT) = AL(TdT) + Ar(TdT)

y obtenemos

A(TdT) = Ap(TdT) + Ap(TdT)
—(TRT)(i[ded(TeT)+(TeT)(deid)(TeT)
—(T®T)dT®T +T ®dT)
= A(T)A(dT),
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AAT) =d(T®T)=dT ® T + T ® dT = A(dT).

Luego A es un morfismo de dlgebras graduadas. Por la definicién (2.9) y por
ser & una extension de la co-unidad (1.4) es inmediato que ¢ es la co-unidad
sobre el dlgebra graduada (Mp,d).

Queda por demostrar que la aplicacién S definida en (2.10) es la antipoda del
algebra graduada (My,d). Por la proposicién (1.4) sabemos que los elementos
S(a), S(b), S(c) satisfacen (2.1), luego sus diferenciales

d(S(a)) = de, d(S(b)) = —db — h(da — dc), d(S(c)) = da

satisfacen las relaciones (2.2) y (2.3), es decir, los elementos

son elementos del algebra graduada M, y por lo tanto S es un antimorfismo
sobre el dlgebra graduada Mj,. Ademds, S satisface las siguientes identidades:

(i) p(S®id)A = p(id® S)A = ne.
(i) AS = o(S®S)A.
(ii) €S = .

En efecto, (i) se deduce de los siguientes resultados:
(S ®@id)AT) = W(S@id)(TRT) =T ' @T) =1.
p(id @ SYA(T) = p(id@ S)(TRT) =u(TRT™) =1.

(S ®@id)A(dT) = p(S ® id)(dT @ T + T ® dT)
=p(dl '@ T+ T '®dl)

p(=THdTT '@ T+ T ' ®dl)

=-T7YT +T 1T = 0.

p(id @ S)YA(T) = p(id @ S)(dT @ T + T @ dT)

=pdT@T ' +T®dl™ ")
AT @ T ~TeT 'dTT™)
= —dTT™ ' +dTT~ ' =0.

1
1
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Por la proposicién (1.4), la propiedad (ii) se satisface sobre 7. Para los ele-
mentos de dT, (ii) se obtiene de las dos expresiones siguientes:

AS(dT) = A(dT™Y) = A(=T~HdTT™)
= AT HAWED)AT™)
=TT HdT T +Todl) (T reT™)
=TT e T T — T T @ T AT T
= dl ' eT ' -T'edr!

o(S® S)AdT) =o(S®S)(dT @ T +T ® dT)
= dl ' @T '+ T 'odlt)
=T '@dl ' +dI o1
=T T MTT =T 4TT ' T}
=T l'edr ' —dr‘er 1

Por ultimo, la propiedad (iii) se satisface directamente de las definiciones (2.9)
y (2.10). Ademds, las propiedades (i) a (iii) se satisfacen para el co-producto
a izquierda Ap y el co-producto a derecha Apg, luego se satisfacen también
para elementos de la forma T'dT.

Con estas propiedades S es una aplicaciéon antipoda sobre M, y asi com-
pletamos la prueba de la proposicién (2.1).

Definicién 2.2. El &lgebra de Hopf graduada (My, d, A, g, S) de la
proposicién anterior es el cdlculo diferencial bicovariante sobre el grupo cuan-
tico STr(2).

La bicovariancia del célculo estd dada por los signos (+) de las relaciones
(2.2) a (2.4) que satisfacen los generadores del dlgebra graduada My,.

El céculo diferencial de primer orden sobre el grupo cudntico STgr(2) tam-
bién lo podemos definir como el dlgebra generada por las uno formas diferen-
ciales sobre el grupo.

Dado el grupo de Lie ST'(2) generado por las entradas t; de la matriz T las
1-formas de Maurer Cartan (ver [30]), invariantes a izquierda estdn definidas
por, (ver [30]), _

Wi = (T (dT)].

Los elementos de la matriz de traza nula = (w;) generan el espacio (2
de las 1-formas invariantes a izquierda y son una base del espacio de formas
diferenciales de primer orden sobre el grupo ST'(2). Entonces 2 es un bimédulo
de formas diferenciales de primer orden sobre A.
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Si 2 es una representacion del espacio de 1-formas diferenciales sobre el
grupo ST(2) que satisfacen

AT =T, dQ=QAQ

por ser {2 un bimddulo bicovariante sobre el espacio de funciones C*°(ST(2)),
podemos definir el dlgebra graduada diferencial M, como el dlgebra generada
por los elementos t; de Ty por las 1-formas invariantes a izquierda w; de €,
con ciertas relaciones entre ellos, con las cuales My, tiene estructura de algebra
de Hopf graduada.

Proposiciéon 2.2. En términos de las 1-formas invariantes a izquierda §) =
(w?) las relaciones (2.2), (2.3) y (2.4) de la proposicién (2.1) toman la forma

TiRQy = QTR (2.11)
TRy = £+ ThR (2.12)
ROLR 0y = FQRO R (2.13)
respectivamente, donde
Q =TT, trz(Q) = 0,
0 =0xI, Q=120

Prueba. En efecto, puesto que TQ = dT
TlQl = dTl = (djj)l7 TQQQ = dTQ = (dT)Q

con
Q1:Q®I, Qo =1T®0.

Entonces partiendo de (2.1) obtemos:

RTW'T, = ToT\R

RT\ Ty = ToT1 ROy

RT\dT, = ToT1 ROy

dT,TiR™! = TyT1 ROy

ToQWLT R = ToT R,
QL TV R~ = T1RO,.
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De la misma forma se obtiene (2.12) partiendo de (2.2). Para probar (2.13)
tomamos la igualdad (2.4) y usando las igualdades anteriores, obtenemos:

RAT,dTy = FdT,dTyR~!
RAT oy = FdT-Ti O R~1
R*TodTiR™'Qy = FRT T, RO R~
RO R™ 10y = T THQ RO, R
Ty ToROUL ROy = T 10T R
ROLR™IQy = TR R
RO ROy = FQRO R

Proposicién 2.3. El dlgebra M,;, generada por los elementos T (con
det(T) =1) y Q (con trz(2) = 0) que satisfacen las relaciones (2.1), (2.11),
(2.12) y (2.13) es un dlgebra de Hopf graduada diferencial con el co-producto
A, la co-unidad ¢ y la aplicacién antipoda siguientes:

AT =T®T, AQ) =01+ (T (ST)e]I),
e(T) =1, e(2) =0, (2.14)

Prueba. Puesto que las 1-formas de Maurer-Cartan invariantes a izquierda w;
se pueden expresar en terminos de los generadores a = t11,b = t12,¢ = ta2 y

sus diferenciales por

wo = cda, wy, = cdb— bde, wo = adc,
o también por

da = awy, db = awy 4 bws, dc = cws,

entonces los elementos de las igualdades (2.11) a (2.13) pueden expresarse como
suma de productos t;dtf , v con ellos el co-producto A, la co-unidad ¢ y la
aplicacién antipoda en (2.14) satisfacen (2.8) a (2.10) y por lo tanto, la validez
de esta proposicién se obtiene de la validez de las proposiciones (2.1) y (2.2).

Dada el dlgebra de Hopf graduada M}, generada por los elementos de las
matrices T'y dT médulo las relaciones (2.11) a (2.13), queremos definir un
corchete de Lie sobre M, de tal forma que con ese corchete M) tenga
estructura de Lie-Poisson. Esto es, (ver [24]) definir un corchete:

{}: Mp @M}, — M,
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que satisfaga las siguientes propiedades:

(1) Simetria graduada:
{a,b} = (—1)llIPF1(p ) (2.15)
(2) Regla de Leibniz graduada:
{ab,c} = a{b,c} + (=1)1Pll{a b}b (2.16)
(3) Identidad de Jacobi graduada:
(=Dl {a,0}, e} + (=1) 11 {{e, a}, b} + (=1)1*"{{b, ¢} a} =0 (2.17)
v que sea compatible con el producto en My, es decir que satisfaga

A({a,b}) = {A(a), A(b) }rnrmy,

donde {, } a1, @M, es el corchete inducido por el corchete de Lie de M, sobre
My ® My, y definido por

{a®@bcod)=(—1)a, c} @bd+ (—1)ac @ {b,d}

donde a,b, c,d son elementos de My,

Nota 1. En la definicién del corchete sobre M, debemos tener presente que
en el limite clasico (h — 0), el corchete de Poisson { , } de M, debe coincidir
con el corchete definido sobre el algebra graduada generada por los elementos
conmutativos de T y sus diferenciales dT" dado por:

{reTt=[rTeT,
{Tl, dTQ} + {d’]jl7 TQ} = [T‘, d(TlTQ)] = d[T, TlTQ}
donde TRT =(T@NIRT)=T1Toy {T ®T} es el corchete de Sklyanin

(61) (ver [7]), generado por la r-matriz (55) y d es el operador diferencial
graduado definido por:

AT) =T,  dQ)=QAQ.

Definicién 2.3. Una estructura de Poisson graduada se dice que es diferencial
si el operador d satisface la regla de Leibniz para el corchete:

d{a,b} = {da,b} + (-1)!%{a, db}.

Nota 2. Si la estructura Lie-Poisson graduada definida sobre M), es diferen-
cial, el algebra no conmutativa de formas diferenciales M, admite una derivada
exterior, (ver [29]).
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Sabemos que el dlgebra de funciones C°°(ST'(2)) tiene estructura de Poisson,
(ver [10]), con el corchete {T ® T} = [r, T ® T definido por la r-matriz (1.5).
Este corchete induce el corchete de Lie sobre el dlgebra graduada M} como
sigue:

{Tl,TQ} = [7", TlTQ] = T(TlTQ) — (TlTQ)T
{Tl, dTQ} = [’I‘, TldTQ] = T’(TldTQ) — (TldTQ)T’
{dTl,TQ} = [’f‘, dTlTQ] = ’I“(dTlTQ) - (dT1T2>’I“
{Tl, dTQ} + {dTl, TQ} = [’l", d(TlTQ)] = d[T, TlTQ}

(2.18)

donde Ty, Ta, dTy y dT3 son las matrices definidas en la proposicién (2.1).

Proposicién 2.4. El cdlculo diferencial de primer orden (Mj,,d, A, ¢, S) tiene
estructura de Hopf-Poisson graduada diferencial con el corchete (2.18).

Prueba. Debemos ver que el corchete (2.18) es un corchete de Poisson y que el
algebra de Poisson (My, {,}) es una estructura diferencial, es decir, el espacio
(M, {, }) satisface la definicién (2.3).

Dadas las matrices T en (1.2), 7 en (1.5) y los corchetes

{a,da} {a,db} {b,da} {b,db}
0 {a,dc} 0 {b,dc}

{T1,dTo} = 0 0 {cda} {cdb} |’
0 0 0 {¢,dc}
{da,a} {da,b} {dba} {db,b}
[ 0 {dae} {00} {abc}
ldh By = 0 {dea) {dcb}
0 0 0 {de, c}
y los productos
ada adb bda bdb daa dab dba dbb
0 adce 0 bdc 0 dac 0 dbe
ThdTy = 0 0 cda cdb |’ ATy = 0 0 dca dcb
0 0 0 cdce 0 0 0 dcc

se tiene que los corchetes (2.18) se pueden expresar por las igualdades si-
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guientes, definidas sobre los generadores del dlgebra graduada My:
{a,a} = {b,b} = {c,c} =0,
{a,b} = —{b,a} = a® — ac,
{a,c} ={e,a} =0,
{b,c} = —{c,b} = ac — ?,

{a,da} =0, {a,dc} =0,

{¢,da} =0, {¢,dc} =0,

{a,db} = a(dc — da), {b,da} = (a — ¢)da, (2.19)
{b,db} =bdc — cdb+ bda — adb,

{b,dc} = (¢ — a)de, {¢,db} = —c(dc — da),

{da,a} =0, {da,c} =0,

{dc,a} =0, {de,c} =0,

{da,b} = da(c — a), {db,a} = (da — dc)a,

{db,b} = dbc — deb + dba — dab,

{db, ¢} = (dc — da)e, {de,b} = —de(c —a)

donde los generadores del algebra {a,b,c,da,db,dc} satisfacen las relaciones
(2.11) a (2.13) de la proposicién (2.1).
El corchete (2.19) satisface las propiedades del corchete de Lie graduado

(2.15) a (2.17). En efecto, la antisimetria graduada (2.15) se satisface directa-
mente. Veamos el caso

{a,db} = a(dc — da) = (—1)1*1P1HFYdb a} = (da — dc)a;

los otros casos se verifican de la misma forma. La regla de Leibniz (2.16) se
obtiene también en forma directa hallando las diferenciales de los corchetes y
comparando en las igualdades (2.19).

Como ejemplo veamos un caso.
{da,b} + {a,db} = da(c — a) + a(dc — da)
d{a,b} = —d(a® — ac) = —d(a*) — d(ac)
= —da-a—(-1)a da+da-c+ (-1)%a - de
=da-(c—a)+a-(dc—da)
luego,
d{a,b} = {da,b} + (=1)!%{a, db}

y esta propiedad se satisface para todo elemento del dlgebra graduada My,.
Entonces el corchete definido en (2.19) es un corchete de Lie graduado sobre el
algebra de Hopf My,.
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Para probar que el corchete (2.19) es de Poisson basta verificar que el co-
producto

A My — My, @ My,
A=Ap+Apg

es una aplicacién de Poisson. Sabemos que A es una aplicacién de Poisson
sobre los elementos de T', (ver [10]). Por lo tanto, Ar y Ap son aplicaciones de
Poisson sobre el dlgebra graduada generada por T'y dT'. Luego A = A +Apg
es una aplicacién de Poisson sobre el dlgebra graduada My,; es decir, el corchete

{, } Mp@Mp — M,

definido en (2.18) es compatible con el producto en My,

Con esta afirmacién queda demostrado que el dlgebra (My,,d, A, e, S, {,}) es
un dlgebra de Hopf-Poisson graduada. Es decir, el calculo diferencial de primer
orden del grupo cuéntico STg(2) es un dlgebra de Hopf-Poisson graduada con
el corchete (2.18) y tiene estructura de Poisson diferencial.

Por la proposicién (2.4) y la nota [2] existe una unica diferencial
d: Mj; — M+
tal que

d> =0, dw’)=dw! dw-n) =dw-n+ (—1)"lw - dn

7

d(th) = dt}

VR
para w,n elementos homogéneos y |w| el grado de w.
Completamos asi la construccién de un célculo diferencial sobre el grupo

cudntico STR(2) con una estructura Lie-Poisson diferencial y una derivada
exterior.
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