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AssTracT. We find conditions on the functions ¢, f and h that allow us to
prove the existence of weak solutions to the problem —A,u = h(z)f(u) +
g(z) en Q;u =0 en 09.
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ResuMmEeN. Nosotros hallamos condiciones sobre las funciones f,g y h que per-
miten probar la existencia de soluciones débiles al problema —A,u = h(z) f(u)+
g(z) en Q;u =0 en 0Q.

1. Introducciéon

El interés en tratar problemas de ecuaciones diferenciales parciales que involu-
cran no linealidades discontinuas (DNDE) radica principalmente en que muchos
problemas de frontera libre pueden ser reducidos a problemas (DNDE) de valor
en la frontera. Ademds, en algunas ocasiones, es beneficioso poner el problema
inicial dentro de una categorfa més grande de problemas: (DNDE).

En este articulo tratamos con una clase de ecuaciones elipticas con la carac-
teristica de que la no linealidad es discontinua. Estas ecuaciones sirven como
modelo en varios problemas concretos de la Fisica Matematica.
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En este trabajo extendemos los resultados obtenidos por D. Arcoya y M.
Calahorrano,[Arco-Cala]. En concreto, dado 2 C RY dominio acotado, consi-
deramos el problema

—Apu=h(z)f(u) +q(z), en Q |
{ u(:)O(,) 1) en 5‘9}’ (1)

donde ¢ € L¥' (©) y f es una no linealidad con una tnica discontinuidad de salto
hacia arriba; es decir, Jla € R tal que f € C(R—{a},R), f(a) € [f(a—), f(a+)].
Esta tiltima condicién hace que el funcional asociado I : WP (2) — R definido
por

I(u) = % /Q|Vu|”dx— /Q o(z)u(x)dz — /Q /O M Oh()dds

sea no diferenciable en el sentido fuerte y que, por tanto, la teoria clasica de
puntos criticos no sea aplicable.

Nuestro objetivo se traduce entonces en encontrar hipdtesis sobre las fun-
ciones ¢, f, h que nos permitan probar la existencia de soluciones débiles al
problema (1). En este sentido, utilizamos el concepto generalizado de gradien-
te debido a F. H. Clarke, [Clarke], y los métodos variacionales desarrollados
por K. Chang, [Chang], para funcionales que son localmente de Lipschitz.

Debido a que f es discontinua, consideramos dos conceptos de solucién para
el problema (1). En el primer caso, decimos que una funcién u € Wy*(Q) es
una solucién para el problema multivaluado asociado a (1) si u satisface

—Apu(x) — q(z) € h(z)f(u(x)), a.e (2)
donde f es la funciéon multivaluada dada por

[ ) siosta
f(s)‘{ [f(a—), fa+)], si s=a }

Sin embargo, existe un segundo criterio de solucién, més restrictivo (pero mas
. . 1 ., .
interesante). Para esto, decimos que u € W, ”(Q2) es una solucién de (1) si

—Apu(z) = h(z) f(u(z)) + q(z), a.e.. (3)

Claramente, una solucién de este tipo también es solucién conforme al primer
criterio.

2. Antecedentes

Los autores Ambrosetti y Badiale, [Ambro-Ba], estudiaron el problema

(Sme sy o

donde ¢ € L?(Q) y f : R — R verifica
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(f1) Existe un tnico a € R tal que f € C(R—{a},R), f(a—) < f(a+) < o0,
fla) € [f(a=), f(at)].
Es claro que el problema (4) es un caso particular de (1) donde p = 2 y
h(z)=1 VxeQ.
Como se dijo, la dificultad radica en que el funcional de Euler asociado
I: H(2) — R dado por

1 ) u(x)
1) = 5 [ 1Vul*do - /Q /0 Fu(z))dz — /Qq(a:)u(x)dx

no es Fréchet diferenciable. Los profesores Ambrosetti y Badiale utilizaron
entonces el principio dual debido a F. H. Clarke para obtener un funcional dual
® en L%(Q) de clase C! y con la particularidad de que sus puntos criticos u son
soluciones para (4), en el sentido de que satisfacen

—Au—q(z) € f(u(z), a.ef (5)
donde f es la funciéon multivaluada dada por
foy = ()} st s #a,
10={ Fed sy 5 220}

Ellos mostraron también que si se verifica —q(z)€ [f(a—), f(a+)], a.e.Q, o
bien u es un minimo local de ®, entonces se tiene

{x € Q:u(z)=a}| =0,
y de esta manera u es solucién de
—Au(z) = f(u(z)) + q(z), a.e.

Lo anterior motivé a D. Arcoya y M. Calahorrano, [Arco-Cala], para gene-
ralizar estos resultados a la versién p-laplaciana del problema (4); es decir,
consideraron el problema

(e 2 2) o

donde © € RN es un dominio acotado, ¢ € L? (Q) y f : R — R verifica (f1).

En este caso es imposible aplicar los argumentos duales utilizados por los
profesores Ambrosetti y Badiale. Sin embargo, como se ve en [Chang], si f
satisface, en adicién a (f1) la siguiente condicién

(f2) Existe o > 0 tal que
F(s)| < ot Calsl?, Vs eR,
p<1l+o<p,

Np .
b= Np’ si p<N,
00, si p>N;

donde



4 MARCO CALAHORRANO & JUAN MAYORGA

tenemos que I : I/VO1 P(Q) — R, el funcional asociado dado por

I(u) = ]13 /Q VulPdz — /Q Plu(z))de — /Q o(x)u(z)dz, (7

donde F : [0, co[— R se define mediante

~

P = [ fes)is

es localmente Lipschitz continuo con gradiente generalizado OI(u) en cada
punto u € Wy*(€). Decimos en este caso que u € WyP(Q) es un punto
critico de I cuando 0 € 8I(u). D. Arcoya y M. Calahorrano probaron entonces
que

(1) u e W, P(Q) es un punto critico de I si y solo si
—Au(e) - q(z) € fulz)), aef,

donde f es la funciéon multivaluada

N G TE) i sta
f(s){ Fla), flat)], s =}

(2) Si —q(z)€ [f(a—), f(a+)] a.e.Q y ues un punto critico de I, se tiene

que
{z € Qfu(z) =a}l| =0, (8)
y de esta manera u satisface
—Ayule) = () + f(ul@), a.eL. (9)

(3) Siu es un minimo local de I, entonces (8) y (9) también se verifican.

3. Problema principal
Dado © ¢ RY un dominio acotado, estudiaremos el problema

—Apu = h(z)f(u) +q(z en £,
{ u(zO() ) en 89} (10)

donde A, representa el p-laplaciano definido por
Apu = div{|Vu|P2Vu}, 1<p< 0.

Asumimos ¢ € L (Q) y f : R — R verificando la condicién (f1) mencionada
anteriormente. Suponemos ademds que h satisface:

(h1) Existen m,M > 0 tales que m = inf(h(Q2)) y M = sup(h(Q2)).
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De la condicién (hl) se desprende que h € L™ ().
Consideremos el funcional I : W, (Q) — R, definido por

I(u):%/Q|Vu|pdx7/gq(x)u(m)dx7/F(u(x))h(x)d:ﬂ, (11)

Q
donde F': [0, 00[— R estd dado por

t
F(t)= / f(s)ds.
0
El siguiente resultado establece la relacién entre el funcional I y el problema
(10).

Lema 3.1. El funcional I : Wy P(Q) — R definido en (11) tiene como
ecuacion de Euler

—Apu = h(z) f(u) + q(z);
es decir, la derivada débil de I en un punto u € Wol’p(Q), estd dada por

I (u)v = /Q{—Apu — h(z)f(u) — q(z)}v(z)dz, Vv e WOI”’(Q).

Para una prueba, ver [Mayor].

Es evidente que la discontinuidad de f produce inconvenientes en cuanto a
la diferenciabilidad (en el sentido fuerte) del funcional I. En general, I no serd
Fréchet diferenciable. Sin embargo, supondremos que la no linealidad f cumple
la siguiente condicion:

(f2) Existe o > 0 tal que
lf(s)] < CL+ Cals|”, Vs eR;
donde p<1+o<p"y,
. NN—_’} si p<N,
P _{ +oo si p>N. }
Observacién 3.1. Si f satisface (f2) tenemos que [Chang, p.107]
(1) la funcion @ : Q x R — R definida por
O(x,s) = h(z)F(t)
es localmente Lipschitz,

(ii) el funcional J : LYT7(Q) — R definido por

J(u) = / h(z)F(u(x))dx
Q
es localmente Lipschitz.

De lo anterior se sigue que I es también localmente Lipschitz y por tanto
en todo punto u € WO1 P(Q) tiene un gradiente generalizado 91 (u) [Chang, pp.
103, 104].
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Observacién 3.2. Diremos que u € Wol’p(Q) es un punto critico de I s1 0 €

aI(u).

El siguiente teorema es nuestro principal resultado.

Teorema 3.1. Si se cumplen (f1), (f2) y (h1) tenemos

(1)

(3)

we WyP(Q) es un punto critico de I si y solo si

—Apu(x) —g(z) € h(z)f(u(z)), a.el,

donde f es la funcion multivaluada

RO % sta,
/ ('9){ [Fla=), fla+)] si s=a. }

Siu e WyP(Q) es un punto critico de Iy —q(x)€la, at],
donde
a” = min{mf(a—), M f(a—)},
at = max{mf(a+), M f(a+)},
entonces
{zx e Q| u(z)=a}|=0

y de esta manera u € W, P(Q) satisface

—Apu(z) = q(z) + h(z) f(u(z)), a.efd

a.e.f),

(12)

(13)

Siu € Wy (Q) es un minimo local de I, entonces (12) y (18) también

se verifican.

Prueba. Consideramos conocidas las herramientas de [Chang].

(1) Para u € W, P(Q) tenemos que el gradiente generalizado de T estd dado por

0I(u) = {Au} — 8J (u) + {Bu};

donde A, B, J : Wy (Q) — W12 (Q) son funcionales definidos mediante

Maés todavia, se tiene dJ(u) C [h(:)f(u—),h(:)f(u+)].

(Au,v) = / |VulP~2VuVudz, Yo e W, P(9Q),
Q
(Bu,v) = —/ q(x)v(z)dz, Yo e WP (Q),
Q

(Cu,v) = A h(z)F(u(z))v(z)dz, Yve WP Q).

WyP(€2) es un punto critico de I si y solo si existe w € 8.J(u) tal que

Au+ Bu = w,
w e h(z)f(u(z), a.el.

De esta manera, u €
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Obsérvese que si w — Bu € (L'T7(Q)) ¢ W1 (Q) entonces (médulo
identificacién) se tiene Au € L(+9)/7(Q). Pero si L (Q) c (L'7(Q)) c
W17 (), entonces tenemos que

(Au,v) = (w — Bu,v), Yuve W;P(Q);

es decir,
/ [VulP™*VuVede = / g(x)v(x)dz + / w(z)v(z)de, Yo e Wy (Q)
Q Q Q
de donde,

/ |VulP2VuVuvdr = / (q(z) + w(z))v(z)dz, Yoe WP (Q).
Q Q

Se sigue que
~Aju=w+qe LIFI7Q)  a.eQ

—Apu—q(z) € h(z)f(u(x)), a.ef.

(2) Supongamos que u € W, P(Q) es un punto critico de I. Sea I' = {z € Q |
u(z) = a}. De la parte (1) de la demostracién tenemos que

—Apu(z) — q(x) € h(z)[f(a—), flat)], ael
y, por la definicién de o~ y o™, se sigue que
—Ayu(r) —q(z) € [, at], ael.
Ahora, usando un teorema debido a Morrey—Stampacchia, [Morrey, Theorem
3.2.2, p. 69], tenemos
—Apu(z) =0, a.el;
y

*], ael.

—q(z) € o™,
De esta forma, si —q(z)€[a™,a™], a.e.f2, entonces, necesariamente |I'| = 0.
De la parte (1) de la demostracién es también claro que

—Ayu(z) — q(z) = h(z) f(u(@)),  a.e—T;

luego,
—Apu(x) —q(z) = f(u(z)), a.efd

(3) Supongamos que u € Wy () es un minimo local de I. Usando un argu-
mento similar al de la parte (2) de la demostracién, probamos que —gq(z) €
[a=,at], a.el.

Sea b € W, P(Q) una funcién continua y positiva. Puesto que u € Wy* ()
es un minimo local de I, existe § > 0 tal que

Iu+eyp)—I(u) >0, V| <4 (14)
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Es evidente que para todo € # 0, se tiene

Iu+ey) — / Vu +5V¢|p — |Vu|p

/Fuﬂw F) e )dx—/Qq(w)w(:v)-

Probemos ahora que |I'| = 0.

(a) Probemos primero que |{x € T'| —¢(x) # a™}| = 0. Para esto, supongamos
lo contrario; es decir,

{o €T | —q(@) # a*}| > 0.
Entonces por la convergencia dominada de Lebesgue y (14) tenemos:

I(u+ey) —I(u)

g

:/Q‘V“VF Vuvwdx—/Qf(u—k)w(x)da:—/Qq(x)w(m)da:

0< lim e—0t

_ /Q [Apu+ h(@) f(ut) + q(@)](x)da
__ / [Apu+ h(x) f(ut) + q(@))ib(2)de
— - [la* + ala)via)ds

T

v, puesto que ¢(z) < at, a.ely |[{z €T | —q(z) < at}| > 0, se sigue que

0< —/[a+ + @) b()de < 0
r
lo cual es una contradiccion.

(b) De forma similar se prueba que |[{z € I'| — ¢(x) # a~}| = 0. Como
I'={zeT|—q(z) £a*} Ulz €T | —q(z) £ a"} se sigue, por (a) y (b), que
IT| = 0. vf

4. Aplicacion

A continuacién presentamos una aplicacién del teorema anterior. Conside-
ramos el problema (10) con h verificando (hl) y la no linealidad f verificando
(f1) y la condicién

(f2') Existen o, 3 > 0 con a < AM? donde \; es el primer valor propio de
—A,, tales que

f(s) <alsP™+8, VseR.

Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4.1. El problema (10) con f verificando (f1) y (f2') tiene al menos
una solucion u € Wy (Q) que satisface

—Apu(z) = gq(x) + h(z) f(u(x)), a.ef,
{x € Q| u(x) =a}| =0.

Prueba. Por la caracterizacién de A;, [Ana], tenemos

) |VulPdzx
Al = inf {W U e WOLP(Q) - {O}
Q

lo cual implica
/ |VulPdz > / lulPdz, Yu € WyP(Q).
Q Q
Usando esto y (f2'), para u € W, (Q) tenemos
=- ulPdz — z)F(u(x))dz — | q(z)u(z)dz
! V Pd h F d d
Q
*HVUHLP )¢ H(JHLP r@llullze@) — M IF (x))]dzx
@
de donde fluye
Mo
I0) 2 2 [Vl e = Hllull) oy [ [VuPda.
1.JqQ

Hemos probado entonces que

1 —(aM)/M 1
I(u) 2 #HV 7ny — lalle @llullze),  Vu € WyP(Q),
donde £ € R. De este ultimo resultado se desprende que el funcional I es
coercivo pues 0 < a < A\;/M provoca 1 — (aM)/A; > 0.
Sea {uy, }nen una sucesién en Wol’p(Q) tal que u, — u. Es claro que

I(u) < lim f(up).

El funcional I es entonces coercivo y débilmente semicontinuo inferiormente.
De esto se sigue que existe u € WO1 P(Q) minimo local de I. Concluimos la
prueba utilizando la parte (3) del teorema (3.1). ™
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