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ABSTRACT. In this paper a construction of the localization process for Hausdorff
uniform bundles is presented via an existence theorem for uniform bundles due
to J. Varela. This construction leads to a universal arrow from a given presheaf
P to the functor F' assigning to each bundle of Hausdorff uniform spaces the
presheaf of all its local sections.
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RESUMEN. En este articulo se presenta una construccién del proceso de locali-
zacién para campos uniformes saparados utilizando un teorema de existencia de
campos uniformes de J. Varela. A partir de esta construccién y otros resultados
de tipo categdrico, se obtiene que para cada prehaz P de espacios uniformes
separados existe una flecha universal de este prehaz P al funtor F' que en objetos
asigna a cada campo de espacios uniformes separados el prehaz se sus secciones
locales.

0. Introduccion

El mecanismo clasico de construccion de fibras en haces a partir de prehaces,
mediante el cdlculo de limites inductivos en la categoria de conjuntos, tiene una
contraparte no discreta en la construccién de fibras de campos de espacios uni-
formes. Desde la propuesta inicial de J. Dauns y K. H. Hofmann [7], [8] se han
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clarificado y precisado considerablemente estos procedimientos, cf. S. Bautista
[2] y R. De Castro [5], [6]. Continuando en esta direccién en el presente articulo
consideramos para efectos de la construccién de las fibras, categorias de espa-
cios uniformes presentadas esta vez por medio de entornos generales en lugar
de recurrir a familias de seudométricas como acontece en los trabajos citados.
Esto se logra por medio de caracterizaciones de las aplicaciones uniformemente
continuas en términos de los calibres totales (ver [4]) de los espacios dominio y
codominio de la aplicacién.

1. Campo de espacios uniformes

1.1. Definicién. Sea p: G — T una funcién sobreyectiva. Una uniformidad
para p es un filtro U sobre GV G = {(u,v) € G x G : p(u) = p(v)} tal que el
filtro generado por U en G x G sea una estructura uniforme para G.

Referimos a [10] para las definiciones de seleccion, seleccidn global, seleccion lo-
caly seccion local para p, de conjunto de selecciones plenoy de U-tubo alrededor
de una seleccion local a para p con U € U.

1.2. Definicién. Sean G y T espacios topoldgicos, p : G — T una funcién
sobreyectiva y U una uniformidad para p. A la tripleta (G, p,T) se llama campo
uniforme con respecto a U si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

(i) Para todo u € G y todo U € U, existe una seccién local o tal que
u € Ula).

(ii) La familia de conjuntos U(«), donde U recorre un sistema fundamental
de entornos apropiado & y « recorre las secciones locales para p, forman
una base de la topologia de G.

Por lo tanto, para cada u € G, un sistema fundamental de vecindades esta cons-
tituido por los U-tubos con U € &, que contienen a u, alrededor de secciones
locales para p.

El espacio T se llama el espacio base del campo. Si se necesita méas precisién
se escribe [(G,p,T),U] en vez de (G,p,T). Para cadat € T, Gy = p~1(t) es la
fibra encima de t. El espacio G es el espacio fibrado. Un campo uniforme es
separado si la uniformidad U es separada. Ademds, GV G = | J,cq Gt X Gt

1.3. Teorema (Existencia de campos uniformes). Sean T espacio topo-
Iégico y p: G — T una funcién sobreyectiva. Dendtese por ¥ un conjunto de
selecciones locales para p y por ® un sistema fundamental de entornos para p,
cerrado para la inversion, esto es, U"! € & si U € & y tal que para todo U € &
y todo (u,v) € U existen V,W € & para los cuales (u,v) €V y VoW CU.
Hacemos las siguientes suposiciones:

(a) Para todou e G y todo U € &, existe a € ¥ tal que u € U(w).

(b) Para todo U € & y todo (o,8) € ¥ x X, el conjunto {s € T :
(a(s),B(s)) € U} es abierto en T.
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Entonces G puede ser provisto de una topologia T tal que

(1) T tiene una base constituida por los conjuntos de la forma U(a|g),
donde U € & y «a|qg es la restriccion de o € ¥ a un conjunto abierto
Q) contenido en el dominio de «.

(2) Cada o € ¥ es una seccién local.

(3) (G,p,T) es un campo uniforme.

Demostracién. Ver J. Varela [10]. &

1.4. Observacién. En el caso de que (G,p,T) sea un campo uniforme y ¥
sea la familia de todas las secciones locales para p, entonces se tienen inmedia-
tamente las condiciones (a) y (b) del Teorema 1.3. En efecto, (a) hace parte
de la definicién de campo uniforme y (b) se tiene porque

{s€T:(a(s),8(s) € U} = a” ' (U(Blq))

es la imagen reciproca de un abierto.

2. Categorias de campos uniformes

2.1. Definicién. Sea T un espacio topoldgico fijo y A la coleccién de todos
los subconjuntos abiertos de T'. Se denotara con Ucamp la categoria de campos
uniformes tal que

(i) Los objetos son campos uniformes [(G,p,T),U] con espacio base T.

(ii) Los morfismos entre pares de objetos [(G,p,T),U] y [(H,q,T),V] son
funciones f : G — H uniformemente continuas (con las uniformidades
de los campos) y continuas con las topologias de G y H tales que

qo f=p.

2.2. Definicién. La categoria Ucamps es la subcategoria plena de Ucamp
que tiene como objetos los campos uniformes separados con espacio base T y
como morfismos los descritos en 2.1.

De ahora en adelante (T,.A) denota un espacio topolégico y B(t) la base de
filtro formada por todas las vecindades abiertas del punto t € T. Ademads, A
se considera como un preorden con la relacién de contenencia.

2.3. Definicién. Un prehaz de espacios uniformes es un funtor contravariante
‘P definido de A a la categoria Unif de los espacios uniformes y aplicaciones
uniformemente continuas tal que

(i) A cada abierto @ de A le hace corresponder un espacio uniforme P(Q).

(ii) A cada par de abiertos Q,P € A con P C @ le hace corresponder
una funcién uniformemente continua fop : P(Q) — P(P) llamada
morfismo restriccién.
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2.4. Observaciones.

(1) Sien A se define la relaciéon @ < P siy sélo si P C @, entonces (A, <)
es un conjunto dirigido. Por lo tanto, el prehaz

(P@)gea (far)oTEL)

es un sistema directo en Unif.
(2) Si en la Definicién 2.3 se toma una categoria cualquiera en el lugar de
Unif, al funtor contravariante P se le llamara simplemente un prehaz.

2.5. Prehaz de secciones locales. Sea [(Gﬂp, T), L{] un campo uniforme.
Denotamos por C el calibre total de (G,U), esto es, la coleccién de todas las
pseudométricas finitas uniformemente continuas definidas de G x G en R. A
este campo se le puede asociar el prehaz de secciones locales Pp : A — Uni f
como sigue:

(i) Para cada Q € A, P,(Q) = (Pp(Q),Ug), donde Py(Q) = {a : a es
una seccién local en (G, p,T) con dominio @} y Ug es la uniformidad
generada por la base {Ujg, : € > 0,d € C}, siendo

Ugty ={(. B) € Pp(Q) x Pp(Q) = (Vs € Q)((es), B(s)) € Vi)},
Vi ={(u,v) € G x G :d(u,v) <e}.

(ii) Paracada Q,P € Acon P C Q, fop : Pp(Q) — Pp(P),a— alp es
uniformemente continua, donde «|p denota la restriccién de « a P.

2.6. Definicién. Dado un campo uniforme (G,p,T) y un prehaz P definido
de A en Unif, P se llama prehaz de secciones locales si para cada Q € A se
tiene P(Q) C Pp(Q). Los morfismos restriccién son aqui los mismos definidos
en P,. Los entornos bdsicos de P(Q) se denotan por Ug , en vez de Ui,’é}'

2.7. Definicién. Un prehaz P de secciones locales de (G,p,T) es pleno si
para cada u € G con p(u) =t existen Q € V(t) y o € P(Q) tales que a(t) = u.
Notese que la plenitud de P en esta definicién es diferente al concepto de
plenitud de P visto como funtor (ver [1]).

2.8. Definicién. En la categoria Preh de los prehaces de espacios uniformes
con respecto a A se tiene que

(i) Los objetos son prehaces de espacios uniformes, P : A — Unif.

(ii) Los morfismos entre dos prehaces P, P’ : A — Unif son aplicaciones
naturales ¢ : P——P’, esto es, para cada Q € A, existe un morfismo
0 : P(Q) — P'(Q) en Unif y estos morfismos son compatibles con
las restricciones, es decir, si @, P € A con P C @, el diagrama siguiente
conmuta.
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PQ) —22— P'(Q)

fQPl lfQP

P(P) —2 PI(P)

2.9. Teorema. La correspondencia F : Ucamp — Preh que asigna a cada
campo uniforme (G,p,T) el prehaz P, de sus secciones locales y a cada mor-
fismo de campo uniforme f : [(G,p,T),U] — [(H,q,T),V] le asigna la apli-
cacién natural F(f) = ¢ : P,—P, dada por F(f)g = ¢g : Pp(Q) —
Py(Q),a — foa, para cada @ € A, es un funtor covariante.

Demostracion. Sean Cq y Cp los calibres totales de (G,U) y (H,V) respecti-
vamente. Dado que f es uniformemente continua si y sélo si existe una tunica
aplicacién ¢ : Cy — Cg, d — dp tal que d(f(u), f(v)) = de(u,v), para
u,v € G (ver [3]), entonces dado Ugf, tenemos que (pg x dq) ' (Ugd) =
{(a,8) € Pp(Q) x Pp(Q) : (foa, fop) e Ugdt ={(a. B) € Pp(Q) X Pp(Q) :
(Vs € Q)((a(s),B(s) € V§)} = Uyt por lo tanto ¢ es uniformemente
continua.

Cada ¢ es una transformacién natural puesto que si o € P,(Q) entonces
foa e PyQ) ya que f es continua. El diagrama

Pp(Q) —2— P,(Q)

fQPl lf@P
Pp(P) —22— Py(P)

conmuta, en efecto, sean Q,P € A con P C Q. Para o € P,(Q) se tiene
(fapodq)(a) = for(foa) = (foa)lp = foalp = dp(alp) = ¢pr(for(a)) =
(op o for)(a).

Sean f : (G,p,T) — (H,q,T) v g:(H,q,T) — (L,7,T) dos morfismos en
Ucamp. Veamos que F(gof) = F(g)oF(f). DadoQ € A y a € P,(Q) se tiene
que F(go f)g(a) = (gof)oa = go(foa) = F(g)q(foa) = F(g)o(F(f)o(a)) =
(Flg)q o F()g) ().

Sea lg : (G,p,T) — (G,p,T) la aplicacién idéntica. Entonces dado Q € A
y a € Py(Q) se tiene, F(lg)g(a) = lgoa = a = 1p (g)(a), por lo tanto
Flg)=1p,. ©

2.10. Corolario. Si se considera la subcategoria Ucamps de Ucamp, la co-
rrespondencia F' : Ucamps — Preh definida como en el Teorema 2.9 también
es un funtor.

2.11. Proposicién. Sean [(G,p,T),U] un campo uniforme, C su calibre total,
P un prehaz de secciones locales, t € T y Q € U(t). Si o, f € P(Q), entonces
para cada € > 0 y cada d € C las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) (a(t), 5(1)) € V.-
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(i) (3S € W(t) con S C Q)((als,Bls) € Ug g), donde als es la restriccién
de o a Sy f|s es la restriccién de 8 a S.

Demostracion. Sean t € T, @ € U(t). Como (G,p,T) es un campo uniforme,
{V§{ : € >0, deC} es una base de U y si o, son secciones locales con
dominio @, entonces para V; tenemos que P ={s €T : (a(s),3(s)) € Vj} es
un abierto en 7. Sea S = Q NP € WY(t). Si (a(t),B(t)) € V;, entonces (Vs €
$)((als(s), Bls(5)) € V5), luego (35 € B(t) con S < Q)((als, Bls) € Uss)-

La reciproca es inmediata. ¥

3. El proceso de localizacion

A partir de un prehaz en Unifs vamos a construir un campo de espacios uni-
formes por el proceso de localizacién. Este proceso consiste en definir las fibras
del campo como colimites de sistemas directos de espacios uniformes separa-
dos determinados por el prehaz dado cf. [3], aprovechando que las vecindades
abiertas de un punto ¢ € T es un conjunto dirigido. En esta construccion
se tratan uniformidades en términos de entornos generales, caracterizando las
aplicaciones uniformemente continuas por medio de los calibres totales.

3.1. La construccion del campo.

Sea (T',.A) un espacio topoldgicoy P : A — Unifs un prehaz en Unifs, esto
es,

PCQ
((P(Q))QGA ) (fQP)Q,PeA)'
1. Para cada t € T considérese el prehaz

((P(Q))Qe B(t) (fQP)Z,CPQEQ](t))7

donde cada P(Q) = (Xqg,Uqg) es un espacio uniforme separado y Cg denota su
calibre total (ver [3]).

2. Sea L —
(Gr, (T4 - P(Q) — Gt) e iry)

el colimite de este prehaz, tal como fue construido en [3]: en esta construccién
tenemos que la funcién fgp : X — Xp es uniformemente continua si y sélo
si existe una funcién fgp : Cp — Cq,dp — (dp)gQP tal que

dp(for(zQ), for(¥qQ)) = (dpP)igr (2@, ¥qQ); YT, uq € Xq,

donde @, P € U(t) con P C Q.
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Zv= |J Xo
Qe V()

se considera la coleccién de entornos subbasicos
B, = {th LE> O,dt GCt}

donde C; = fim Cg es el limite proyectivo del sistema C¢ con las aplicaciones
lop; Q,P € (t), PC Q, esto es,

Ct = {d: = (d@)qgew) € H Cq : (Tp(dy))egp = 75 (dy)
QEV(t)
para cada @, P € U(t) con P C Q}

Wi, ={(zq,yp) € Zy x Z; : (3S € V(t) con S C QN P)
((fQS(xQ)afPS(yP» S V:ts(df))}

Se define sobre Z; la relacién de equivalencia xgR; yp si y sélo si
(Vdy € Cy)(Ve > 0)((zq,yp) € W)

y se toma é\t = Z;/Ry.

Se considera la funcién candnica
¢t:Zt—’é\t7 T XQ
y la coleccion de entornos subbasicos
{(90 x ¢0)(W5,) = Wg, € Bi}

que genera una uniformidad separada U; en Gy.

Los morfismos que forman el cono del colimite se definen asf : para Q € U(¢),
TQ’; : Xg — Gy, zg — Tq.
Resulta que otra forma para escribir a é\t es la siguiente

G = {T5(2q) : wq € Xq.Q € V(1))
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3. Sea
G = UGt {Th(zq) : teT, ag € Xo, Q€ V(t)}

teT

y definamos
p:G—T, Ti(zq) — t.

Es inmediato que p est4 bien definida y es sobre.
4. En G se define la siguiente coleccién de entornos subésicos:

W ={W; = | J(¢ x ¢)(W5,) : d=(dp)ier € C,e >0},

teT

donde
(60 x d0)(WE,) = {(Td(20), Th(yp)) € Gy x Gy = (3S € B(t) con S € QN P)

((fas(zqQ), frs(yr)) € Vit ()}
y

C={d=(d)wer € [[C : (vS € A)(s,t € §)(m(ms(d)) = 7 (m(d)))}.

teT
Las funciones 7% y 7% son las proyecciones de Cs y C; en Cg respectivamente.

Tomamos el sistema fundamental de entornos VW como la base generada por
W, cuyos entornos son de la forma:

n

We = ﬂWdEk = ﬂ (U(¢t X @) de U ﬂ (¢t X b1) de))

k=1 k=1 teT teT k=1

5. El sistema W es cerrado para la inversién, en efecto, dado (ﬂZ:1 ij) ew
se tiene,

-1

)=

([ (@ x 60)(Wi,,))

( m Wi~

H_
m
b
=~
Il
_

)=

( (¢ X 1) det m de~

-
m
=
bl
Il
—_

Ademiés, dados

ﬂ Wg, € Wy (15(xq), T5(yp)) ﬂ Wa,
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entonces para cada k = 1,2,...,n se tiene

(75(2Q), Tp(yp)) € (65 x ¢5) (Wi, ),

y en consecuencia para cada k = 1,2,...,n existe Sy € V(s) con S, C QNP
tal que

(fosi(2Q), frs.(yP)) € Vay (ar.):

luego para cada k = 1,2,...,n existe S, € V(s) con S, CQNPy

ok = = (e — 73, (drs)(fas, (2q), frs. (yp)))

M\»—t

tal que
(fos,(zq@), fps,(yp)) € Vo 5(}?1“)

Sea § = min{dy, s, ..., 0, . Entonces para cada k = 1,2, ...,n existe S € U(s)
con S, C QN P tal que (fos,(xq), frs. (yp)) € Vw;(S(dks)
entonces para cada k = 1,2,...,n, (I5(zq),T5(yp)) € (¢s X ¢S)(W§;6).

Se sigue que,
n

(T5(2q), To(yp)) € () (¢ x 6s) (W5°).

k=1

En consecuencia,
5
(T5(2q), T5 (yp)) ﬂw;k :

Por lo tanto, existen

n n
Wi, eWy (Wg ®ew
k=1 k=1

para los cuales

(75(2q), Tp(yp)) ﬂ W’y ﬂ wi~° ﬂ W3, € ﬂ Wi, -

6. Se define la familia ¥ de selecciones locales para p asi : para cada Q €
A, zQ € Xg
70:Q — G, t— ’Té(mQ).

Sis=teQ y xg € Xg tenemos que

Tq(t) = Th(zq) = 15(xq) = Tg(s),
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lo cual demuestra que Z¢g estd bien definida.

7. Sobre G puede ser definida una topologia de tal manera que
(i) Cada zg € X es continua.
(ii) (G, p, T) es un campo uniforme.

En efecto, segiin el teorema de existencia de campos uniformes 1.3 para concluir
(i) y (ii) basta verificar las condiciones (a) y (b) alli requeridas como hip6tesis.

EZ; (lilaedo T5(zq) € G, cG y W.eW existe Tq € X con zg(t) = T4(zq)
Th(xq) € We(7q) = {Tp(yp) € G = (T5(yp), Ta(s)) € W
puesto que 7 (P(75(zq))) = Tq(s).
(b) Dado W. = (f_, W5, €W y (75,7p) € £ x ¥ el conjunto
{seT : (zq(s),yp(s)) € W}

es abierto en T. En efecto, como

n

{seT : (7(s),yp(s) € (Wi} =[seT : (@a(s),0p(s) € Wg,},
k=1 k=1

basta demostrar que para todo W5 e W y (@, g;) € X x X el conjunto
A={seT : (zq(s),yp(s)) € Wg}

es un abierto en T.

Consideremos N
1g:Q — G, t— T(zq)
gp: P — G, t+— Th(yp).

SiQNP =g, entonces A =2 € A Enel caso QNP # &, tomemost € Ay
demostremos que existe S € U(¢) tal que S C A.

Como (7 (xq), TH(yr)) € (¢¢ x ¢¢)(W§,) entonces
(HS € m(t) con S C Q N P)((fQS(wQ)afPS(yP)) S Vﬁg(dt))
Dado s € S, entonces S € U(s) y como 75(d;) = 7&(ds), entonces

(fos(zq), frs(yp)) € Vfg(ds)- Por lo tanto,

(T5(2q). To(yp)) € (ds x 6)(W5) C | (00 x ¢1) (W§,) = Wi,

teT
luego s € A y por ende S C A.
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4. Resultados de tipo categodrico

En esta ultima seccién trataremos problemas de caracter categdrico a saber:

(1) Bajo qué condiciones un campo uniforme dado es igual a un campo
uniforme construido por localizacion.

(2) Determinar si el campo construido por localizacién tiene alguna pro-
piedad universal.

El problema (1) se resuelve en 4.5: la localizacién de prehaces de secciones
locales, uniformes y plenos, genera los campos uniformes separados.

El problema (2) se resuelve en 4.7: para cada prehaz P : A — Unif,, existe
una flecha universal (ver [9]), proporcionada por el proceso de localizacién, de
P a F, donde F es el funtor dado en 2.10.

4.1. Lema. En el proceso de localizacion 3.1, si xg € P(Q), P C Q vy
Q, P € A entonces zg|p = for(zq).

Demostracion. Sea t € P. Como

#olp(t) = Th(20), far(@a)(t) = TH(for(zq))

y zgRifop(zq) pues para todo € > 0y todo d; € C; existe S = P C QN P tal
que

(far(zq), frr(for(2q))) = (for(zq), for(zq)) € Vi,
se sigue que 75(zq) = Th(for(zq)). v

4.2. Teorema. Si P : A — Unifs es un prehaz y (é,ﬁ, T) es el campo
obtenido por localizacién, entonces se puede construir un prehaz se secciones
locales P (para cada Q € A, P(Q) C P3(Q) ) de tal manera que

(i) El prehaz P es pleno.
(ii) Existe un morfismo de prehaces ¢ : P——P.

Demostracion. Se define P : A — Uni fs de la siguiente manera: para cada
Qe A PQ)={zg :zg € P(Q)} C Pp(Q) es dotado de la uniformidad que
tiene por base los entornos

Uso=1(70.70) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((5(s), 70(s)) €
(65 X ) (WE ()},

dondee >0 y deC CJ[,eqr Cy, cf. 3.1

Para Q, P € A con P C Q se define P(P C Q) = for : P(Q) — P(P), donde
for(zq) = Tglp.
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Esta definicién tiene sentido porque si z¢ € P(Q), entonces zg € P(Q), luego
for(zg) € P(P) y por lo tanto zg|p = fQ/P@g) € P(P).

Ademas, fgp es uniformemente continua, pues dado U, q.p entorno basico de
P(P) existe Ug ¢ entorno bésico de P(Q) tal que

(for x for) ' (Us p) = {(3,50) € P(Q) x P(Q) : (Za|p, Talr) € U p} =
{(73,73) € P(Q) x P(Q) : (¥s € P)((7|p(s), Talr () € (65 X ¢5) (W5, (4))}
> {(76,7a) € P(Q) x P(Q) : (75 € Q)((T6(5), 5a(5)) € (@ X 02) (W, ()}
=Ujo-

(i) Veamos que P es pleno: sea Th(zq) € G, C G con p(T4(zq)) = t, donde
g € P(Q) y Q € B(t). Entonces existen Q € V(1) y g € P(Q) tales que
2q(t) = T(zq)-

(ii) Para cada @ € A definimos

0o :PQ) — PQ), zq— polzq)=7a,

La aplicacién ¢q es uniformemente continua porque dado Uq.q entorno bésico
de 73(62) existe s € Q y V* o (o (d)) €0tOTNO bésico de P(Q) con s € @ tal que

(P X vq) ' (Uig) = {(zq,y0) € P(Q) x P(Q) : (g, Uq) € Ujq} =
{(zq,y0) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q) ((¢s x ¢s)($Q Q) € (s X ¢s) (W5 ()}
D {(zq,ye) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((zq,¥Q) € Wi (4)}
={(zq,yq) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((zq, ?JQ) € Vi tru(ay)

)

={(zq,yq) € P(Q) X P(Q) : (0,YQ) € Viy(r.an} = Vro(r.(a))-

La penitltima igualdad se tiene para cada s € @ por la definicién de C.

Para ver que ¢ es una transformacién natural se establece la conmutatividad
del diagrama siguiente

PQ) —— P(Q)

fQPl lfQP

P(P) —22 P(P)
Sean Q,P € Acon P C Qy xg € P(Q), entonces

for(o(@q)) = for(@a) = Talp = for(wq) = vr(for(g)).
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4.3. Definicién. Sea [(G,p, T), L{] un campo uniforme y P un prehaz de
secciones locales. Se dice que P es uniforme si para cada cono inductivo
((H,V), (0g : P(Q) — H)gea) existe lgr : Cy — Cardng — (du)igu -
independiente de @), donde Cg y Cy son los calibres totales de U y V respecti-
vamente, tal que

(0 x0Q) " (Vi) O Uty 0 =
{(@,8) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((als), B()) € Vi, ) }-

4.4. Definicién. Sean [(G,p,T),U] y [(H,q,T),V] campos uniformes, P un
prehaz se secciones locales en (G,p,T) y P’ un prehaz de secciones locales en
(H,q,T). Si denotamos por Cg y Cy los calibres de U y V respectivamente,
un morfismo ¢ : P——P’ de prehaces se dice que es uniforme si existe Lgp :
Cy — Cq tal que para todo @Q € A se cumple que

(va % ¢Q) "' Ui, @) 2 Uldny,s, o

4.5. Teorema. Si [(G,p, T)J/{] es un campo uniforme separado y P es un
prehaz uniforme y pleno de secciones locales en (G, p,T), entonces el campo
uniforme (G, p,T) obtenido por localizacién es precisamente (G,p,T).

Demostracion. Sea Cg el calibre total de U. Para cada t € T se considera el
sistema directo

((P(Q))Qem(t)v (fQP)g,CPQem(t))
en Unifs

Veamos que el colimite de este sistema directo es el cono

(Gi, (0, : P(Q) — Gi)ge w(w))

donde G; = p~*(t) es la fibra encima de t y o¢,(a) = a(t). En efecto, como

022(04),022(5)) € Gt x Gy (a,p) € UEG’Q}

(t),8(t)) € Gy x Gy = (a, 8) € Ug, o}

a(t), B(t)) € Gy x Gy = (Vs € Q)((als), B(s)) € Vi, )}
C {(a(t), B(t)) € G x Gy = (aft), B(t) € Vi }

= Vi. N (Gt x Gy),

(Uég X Ué))(Udec;,Q)

=

= {(
={(
= {(

entonces o, es un morfismo de Unif;.
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Por otro lado, si Q, P € (t) con P C @ entonces

for
P(Q) — P(P)
Jé N e 0}53
G,

conmuta, en efecto, para o € P(Q) tenemos que
(0p o for)(a) = op(for(a)) = op(alp) = alp(t) = alt) = o ().

Sea ahora

((He V)., (0 = P(Q) — Hi)gemn)

otro cono inductivo. Demostremos que existe un tinico morfismo
¢r: Gy C G — Hy,a(t) — 05 ()

tal que para todo @ € U(t), 9‘@ = O'tQ o . Como P es pleno, dado u € G con
p(u) =t existen Q € V(t) y o € P(Q) tales que a(t) = u, en consecuencia ¢y
estd definida en todo G;.

La aplicacién ¢, estd bien definida: supdéngase que «(t) = §(t) con a € P(Q),
Be€PP) y QP € B(t). SiCy, denota el calibre total de la uniformidad
separada de Hy; entonces, por ser P uniforme, existe ¢; : Cpr, — Cq tal que

(06 % 00) " (Vi) D Ulay,,,.@i ¥Q € B(1).
Dados € > 0y dp, € Cp, existe S € B(t) con S C QN P tal que si (a|s,Bls) €
U(EdHt)é“S entonces (Hts(a|s),9ts(ﬂ\5)) € (0% x 9tS)(U(EdHt)gt,S) C VdEHt'
Puesto que 0 (a) = a(t) = a|s(t) = 05(als) y 0p(3) = 05(B|s) entonces
(05(),05(3)) € Vi, para todo ¢ > 0y todo dp, € Cn,. Pero (Hy, Vi) es
separado, entonces 0f,(a) = 05(0).

La aplicacién ¢, es uniformemente continua: sean € > 0, dg, € Cy,. Veamos
que,

(e X 00) (Viay,),,) € Vi, -
Bn ofecto, sea (i % 0)(a(t), A1) € (o0 x @)V, ) con (alt), 6(0)) €
V(fin,)zf,’ donde a € P(Q), B € P(P)y Q,P € U(t). Por la Proposicién 2.11
existe S € V(t) con S C QNP tal que (a|s,Bls) € U(EdHt)et,S’ esto implica que

(0% (als), 05(8]s)) € (0% x Hts)(U(EdHt)ét’S) C Vg, por lo tanto,

(00 x 1) (a(t), B(1)) = (0g(),0p(8)) = (0s(als), 05(Bls)) € Vi,
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con lo cual se demuestra la contenencia anunciada.
Como para cada t € T, G; = p~1(t) = G, entonces
G=G={ohla):teT,acPQ),Q e V()

se sigue que

entonces p = p.

Dado Q € Ay a € P(Q), para cada t € Q tenemos a(t) = o () = a(t), por
lo tanto la familia de selecciones ¥ con dominio ) definidas en el Numeral 6
de la Seccién 3.1 coincide con P(Q).

Para finalizar la demostracién veamos que los entornos sobre cada fibra é\t
determinados por el calibre de ¢/ son los mismos descritos en el Numeral 5 de
3.1; en efecto, por la Proposicion 2.11, tenemos que

{(a(t), B(1)) € G x G+ (38 € B(t) con S € QN P)((als, Bls) € Ug, s)}
={(a(t), 6(t)) € Gi x Gy da(a(t), B(t) < e} = Vi, N (G x Gi)

con lo cual se termina la prueba. ¥

4.6. Teorema. Sean [(G,p,T),U] y [(H,q,T),V] campos uniformes, P y P’
prehaces de secciones locales de los campos (G,p,T) y (H,q,T) respectiva-
mente. Si V es separada y P es pleno, entonces un morfismo uniforme de
prehaces ¢ : P——P’ determina un morfismo de campos F : G — H.

Demostracion. Sean Cq, Cyg los calibres totales de las uniformidades U y V
respectivamente.

Los entornos

Uie.o = (e, 8) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((als), B(s)) € Vi, )}

Uiw.g = {(1,w) € P'(Q) x P'(Q) : (Vs € Q) ((n(s),w(s)) € Vi, ) },

donde dg € Cg, dg € Cy y € > 0, forman una base de P(Q) y P’(Q) respecti-
vamente.

Como ¢ : P—P’ es un morfismo uniforme de prehaces entonces existe £gg :
Cy — Cq tal que para cada Q € A

(g x Q) '(Ug,.q) D Ulam)egy @

donde
¢q : P(Q) — P(Q), ar— po(a).
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Se define f de la siguiente manera: sean z € G y p(x) = ¢t. Como P es pleno,
existen Q € V(t) y a € P(Q) tal que a(t) = z.

f:G—H, z— f(z) = pq(a)(t),
esto es, f(a(t)) = po(a)(t).

La funcién f estd bien definida: sean @, P € U(t) con « € P(Q), 3 € P(P) tal
que a(t) = x = B(t). Sisetoman dy € Cy y € > 0 (arbitrarios) entonces existe
5 €Q(t) con S C QNP tal que (afs, Bls) € Uy, g, en consecuencia

GH?’

(es(als),ps(Bls)) € (ps x 05)Ulayy,,,,.s) © Uiy,

entonces (Vs € S)((ps(als)(s), s(Bls)(s)) € Vj,) v por consiguiente
(pa(@)(®), 0 (A1) = (ps(als)(®), ¢s(Bls)(®) € Vi, debido a que
© es una transformacién natural.
Como dy € Cy y € > 0 se tomaron arbitrariamente y la uniformidad V es

separada, entonces g (a)(t) = ¢p(6)(t).

La funcién f es uniformemente continua: como P es pleno, para cada par
(x,y) € Gy x Gy existen a € P(Q), f € P(P) con Q,P € U(t) tales que
(a(t), B(t)) = (x,y), por lo tanto,

(f x /)" (Vi) > (f x )" "(Vi§, N (He x Hy))
={(at),B(t) € Ge x G : (p(a)(t), pp(B)(t) € Vg, }
={(a(t),B(t)) € G¢ x G : (3S € V() con S C QN P)
((ps(als), vs(Bls)) € Ug,, s)}
D {(a(t),B(t)) € Gy x Gy : (3S € Y(t) con S C QN P)
((04|S75|S) € U(EdH)gGH,S)}
= {(a(t), 6(t)) € G: x Gy = (a(t), B(F) € Vg, }
VV(ZH)EGH n (Gt X Gt) S Z/{7

por lo tanto f es uniformemente continua.

Consideremos el diagrama
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Seaz =a(t) € Geona€P(Q)y Q€ U(t). Entonces
(g0 f)(x) = q(pq()(t)) =t = p(a(t)) = p(z), por lo tanto g o f = p.

La funcién f es continua con respecto a las topologias asociadas a los campos
uniformes: sea V5 (o) un V—tuboen (H,q,T). Siz e f~' (V5. (0)) con p(z) =
t, entonces f(z) € V5, (o), se sigue que (f(z),0(q(f(2)))) = (f(@). (1)) € V5,
y si fijamos 7 > 0 tal que dy (f(x),0(t)) <r < e, entonces (f(z),0(t)) € V. .

Como P es pleno, para x € G existen Q € Ay a € P(Q) tal que a(t) = z.
Ademés, para todo s € Q tenemos (f o a)(s) = f(a(s)) = pgla)(s) y por
consiguiente f o a = ¢g(«).

Puesto que ¢ es un morfismo de prehaces entonces pg(a) € P'(Q) es una
seccién local para g en el campo (H,q,T), en consecuencia

S =1{s €T (pqla)s.o(s) € Vf,} CQ

es un abierto de T' que contiene al punto ¢.

Como obviamente = € V(Ed;“;[ (a]s), para finalizar la demostracién basta
"GH
verificar que

Vi (@ls) € I (Vi ().

Sea y € V(Z:SZGH (a]g) con p(y) = s, entonces

(v.0ls(s)) € V5,5, de donde (£(3), wqla)(s)) € (Fx NV, ) Viy™

luego
(f(y),0(s)) € Vg, "o Vi, C Vi,

y por lo tanto f(y) € Vi (o). v

4.7. Teorema. Sea P un prehaz en Unifs y F : Ucamps — Preh el funtor
dado en 2.10. La pareja ((@,ﬁ, T), ¢ : P%ﬁ) es una flecha universal de P
a F, donde ¢ es el morfismo definido en 4.2 y (@,ﬁ, T) es el campo uniforme
obtenido por localizacién a partir de P.

Demostracion. Recuérdese que F' es el funtor que asigna a cada campo uni-
forme separado (G,p,T) el prehaz F(G,p,T) = P,, donde para cada @ € A,
Pp(Q) es el conjunto de todas las secciones locales para p en (Q,p,T) con
dominio Q.

Debemos probar que si [(é,:ﬁ7 T), V] es un campo uniforme separado y ¥ :
P—"P5 es un morfismo de prehaces, entonces existe un unico morfismo de
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campos h : G — G tal que £ o p =1, donde ¢ es el morfismo definido en 4.2,
1Y es dado y &€ = F(h).

<p o~
P — P G
v\ L E=F(h) (=)

Ps G

Sea Cg el calibre total de V. Para cada @ € A tenemos

0o : P(Q) — P(Q) C Po(Q), zg — volzg) = o,

Vo : P(Q) — Pp(Q), zq — volzq) =7q ¥y
§o 1 Pa(Q) — Ps(Q), ar— &qla) =hoa,
donde h estd por determinarse.

En consecuencia § o ¢ = 1, si y sélo si para cada Q € A, {gopg =Yg, siy
sélo si para cada @ € Ay cada z¢g € P(Q), hoZg = xg.

Seat € T fijoy Gy = p~1(t) la fibra encima de t en el campo (é,ﬁ, T). Se
considera el sistema directo

((P@)ac mr: (Far)hLu)-

Para cada @ € U(t) definimos:

oh 1 P(Q) — Gi C G, xq — oh(zq) = Tg(t) = vo(zg)(t).

Como ¥ es un morfismo de prehaces de secciones locales, entonces para cada
Qe Ayzg e PQ), vgo(zg) es una seccién local para p. Si denotamos por
Cp(q) el calibre de P(Q), entonces dado U;” iz, entorno bésico de P5(Q) existe

Vjp(@) entorno bésico de P(Q) tal que (wQ X 7/’Q)(Vdp(Q)) C U;;Q. Por lo
tanto
(o x 0g) " (Vi) =
{(zq,yq) € P(Q) x P(Q) : (Yo(xq)(1), Ya(yQ)(t) € Vi_}
={(zq,yq) € P(Q) x P(Q) : (35 € B(t) con S C Q)
((¥s(fas(xq)), vs(fas(ys)) € UsPs)}
= {(zq,yQ) € P(Q) x P(Q) : (38 € B(t) con S C Q)((fos(xq), st(yQ)) €
(s x ¢s) H(U! ))}
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Puesto que 9g es uniformemente continua, dado U;” ¢ existe Vjp(s) tal que
&

(g x ws)_l(Us(’;S) D Vjp(s). En consecuencia,
(0 x 06) " (Vi) > {(zq,yq) € P(Q) x P(Q) : (35 € B(t) con S € Q)
((fas (@), fas(¥Q)) € Vi, o))} O Vitm s iy
luego O’tQ es uniformemente continua.

Sean @, P € U(t) con P C Q. Consideremos el diagrama

for
P(Q) — P(P)
76\ S oh
G, CcG

Para zg € P(Q) tenemos:
(0b o for)(zq) = ob(for(xq)) = Yr(for(zQ))(t) = for(vo(xq))(t)
= (Yo(zq))|p(t) = Yo(zQ)(t) = op(q)

y dado que
(Ge, (T4 : P(Q) — Gi)geur))

es el colimite del sistema directo considerado segin la Construccién 3.1 (ver
también [3] pag. 112), existe un tnico morfismo

0,: G, — G, C G, Ti(zq) — 0,(T5(xq)) = ob(xq)
tal que 0; o TS = of, para todo Q € U(t). Ademds,

(00 X 00) " (Vii_) = (1 X 6) (W, (a)):
donde

¢ |J PQ) =2 — G, mq— dulzq) = Th(1q)
QeD(1)

gt : Cé — Ct, dé [ — ét(d@)

C lim C
= lim
t QeB(t) PQ) Y

Wéi(dg) ={(zg,yp) € Zy x Z; : (3S € Y(t) con S C QN P)
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((fos(zq), frs(yp)) € Vi,)}, donde ds = w5(£¢(dg)). Recordemos que en la
Construccién 3.1 se tomé Xq = P(Q) y Cpq) = Cq-

Definicién de &: sea @ € A. Definimos
€ P(Q) — Pp(Q), Tq — &o(@q) = g
Veamos que &g es uniformemente continua. En efecto:
—1 e,p
(€0 x Q)™ (U2 )
73.70) € P(Q) x P(Q) : (70,50) € U3 o}

={(
={(#a.90) € P(Q) x P(Q) : (Vs € Q)((0 x 05)(Tq(5), q(5)) € Vi )}
= {(

3
(Q) x P(Q) : (Vs € Q) ((a(5), 5a(s)) € (95 x 6)(WF (4-))}

X

ePp
76.50) € P
= U‘ian'
Veamos que el siguiente diagrama conmuta:
PQ) —= PHQ)
fQPl far
P(P) —— Py(P)

Sea z¢ € P(Q), entonces

(for 0 €Q)(7Q) = for(Tq) = Tqlp.

Por otra lado,

(€p o for)(T0) = Er(Talp) = Er(far(@0)) = for(zq)-

Como 1) es transformacién natural entonces

zqlp = for(Wq(zq)) = Yr(for(xq)) = for(zq),
con lo cual se establece la afirmacion.

Con estos resultados tenemos todas las hipétesis del Teorema 4.6: dos campos
uniformes (G,p,T) vy (G,p,T), este ultimo separado, un prehaz P de secciones

~

locales en el campo (G, p,T') pleno por Teorema 4.2, un prehaz Py se secciones



LOCALIZACION EN CAMPOS DE ESPACIOS UNIFORMES SEPARADOS 49

locales en (é , 0, T) y finalmente un morfismo de prehaces uniformes ¢ : 73—'>775.
Por lo tanto, existe

h:G— G, T5(t) — h(Tg(t) = Eo(Tot) = To(t)

funcién continua con las topologias de campo uniforme (tubos alrededor de
secciones) y uniformemente continua en cada fibra (morfismo de prehaces),
puesto que el campo se construye como unién de fibras disjuntas; donde zg €
P(Q)yteQeD(t). De esta forma se llega a

hoZg=xg, YaegeP(Q)conQe A

y con esto se termina la demostracién. &
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