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ABsTrACT. A Lotka—Volterra system of integro—differential equations with con-
stant coefficients and infinite delay is considered and asymptotic stability of the
equilibrium point with both components are positive is investigated.
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ResumeN. Un sistema de ecuaciones integro—diferenciales Lotka—Volterra con
coeficientes constantes y retardo infinito es considerado y estabilidad asintética
de el punto de equilibrio con ambas constantes positivas es investigada.

1. Introduccién

El objetivo principal de este trabajo consiste en analizar un sistema de ecua-
ciones integro—diferenciales, las cuales modelan dos especies en competencia por
un suministro limitado de alimentos tomando en consideracién la interrelacion
de estas en el pasado.

El sistema a considerarse es:

u'(t) = u(t)[a — bu(t) — c/ k1 (t — s)v(s) ds]

V() = o —e/ kot — s)u(s) ds — fo(t)], ¢ > 0 (1)

u(t) = ¢(t), v(t) , <0
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donde a,b,c,d, e, f son constantes positivas que satisfacen las siguientes de-
sigualdades

];)26 d f
ke _d _ J 2
b a ¢k 2)
y los nucleos kl, ko con k;: [0,00) — [0,00); ¢ = 1,2 son continuos y satisfacen
= o ki(s)ds < oo; [J7 ski(s)ds < oo para i = 1,2; aqui ¢(s),1(s) son

1as hlstorlas de los tamanos de las poblaciones en el pasado. Estas funciones
pertenecen al conjunto

FA={g: (—00,0] — R, continuas, no negativas,

sup g(s) < o0;9(0) > 0}
s€(—00,0]
y son llamadas funciones iniciales. Como es costumbre, por abuso del lenguaje,
hablaremos de ¢(s) y 1(s) con s € (—o0, 0] como las condiciones iniciales en el
pasado.
Nosotros denotaremos por col(u(t, ¢, %), v(t, ¢,1)) a la solucién del sistema
(1) donde

) eé(t), te(—o00,0] ~JYU(t), te (—o0,0]
“(t’“b’w){u(t), te0,00) ”(t’¢’¢){v(t), t € [0,00)

También notamos gy, = inf{g(¢): ¢t € R} y gn = sup{g(t): t € R}.

Este sistema representa un sistema competitivo entre dos especies con re-
cursos limitados teniendo en cuenta la interrelacién de estas en el pasado. Las
constantes a, b, ¢, d, e, f tienen la siguiente interpretaciéon: a y d representan la
razén de crecimiento de las especies u y v respectivamente, b y f representan
la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie tienen sobre su
propia tasa de crecimiento; ¢ y e representan la medida del efecto inhibidor que
cada especie tiene sobre la otra. Las integrales representan el efecto inhibidor
hereditario o acumulado en el pasado que el tamano de una especia ha tenido
sobre la otra especie.

La primera ecuacién del sistema (1) la podemos escribir

o' (t) = u(t) [a — bu(t) — c/o ki(t — s)v(s)ds — c/ot ky(t — s)v(s)ds]

= u(t) [a — bu(t) — ngt) - c/ot ki (t — s)v(s)ds}
€ [0, 00),

donde H;(t) = cf k1(t — s)v(s)ds con t > 0 es continua y estd bien definida
vaquesiz=t—s tendremos

’ ky(t — s)ds = — t ki(z)dz = - k1(2)dz < - ki(2)dz = ki;
—o0 0 t 0
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entonces
0

0
Hq(t) = c/ ki(t — s)v(s)ds = c/ k1 (t — s)(s)ds

0
< C'l/JM/ ki(t — s)ds < cibarks.

En forma andloga, la segunda ecuacién de (1) la podemos escribir como

v'(t) = v(t)[d — Ha(t) — e/o ka(t — s)u(s)ds — fo(t)]

con
0

0
Hy(t) = e/ ka(t — s)u(s)ds = e/ ko(t — s)d(s)ds < eprrka.

—00 —00

37

De lo anterior deducimos que podemos usar los teoremas de existencia, uni-
cidad, continuacién de soluciones y continuidad respecto a pardametros para
el sistema (1) de ecuaciones integro—diferenciales en [0,t] con ¢ positivo. Ver
Driver [2] y Kuang [3]. En la referencia [2] se puede ver el teorema de exis-
tencia y unicidad para el sistema (1) a través de la condicién inicial (¢,1)).
Las soluciones son prolongables hasta ¢t = +oo, si estas permanecen acotadas,
como lo demostraremos en el Lema 2. Por lo tanto siempre supondremos que

las soluciones estan definidas en R.
Los puntos de equilibrio de (1) se obtienen cuando

t

o' (t) = u(t)|a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s)ds] =0,

— 00

v'(t) = v(t)[d — e/ ka(t — s)u(s)ds — fu(t)] = 0.

—0o0

Entonces u y v son constantes en [0, 00) v deben satisfacer el sistema algebraico

¢
u[a—bu—c/ ki(t — s)vds] =0,

— 00

v[d—e/t ka(t — s)uds — fv] = 0.

Sien ffoo k1(t — s)ds hacemos z =t — s entonces

/_tookl(t_s)d‘s:_/:kl(z)dZZ/Oookl(z)dz:l}l.

Andlogamente

t
/ k‘g(t—S)dS = ];)2,

— 00
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por tanto, cuando u y v son constantes podemos escribir el sistema algebraico
como

ula — bu — cl%lv] =0, 3

vld — ekgu — fv] =0. )
Resolviendo simultdneamente el sistema algebraico (3) obtenemos los puntos
de equilibrio (0,0), (0,d/f), (a/b,0) y cuando u # 0 # v y el determinante A
del sistema al cancelar u y v es diferente de cero obtenemos otro punto critico

(o, 8) = (afdcl_fl bdael_cg)

A ’ A
donde A = bf — cekiks.
Nosotros estudiaremos el punto critico («, 3) y veremos que si se satisface
la cadena de desigualdades (2) entonces («, 3) es un atractor global.

2. Lemas preliminares

Lema 1. Si col(u(t, ¢, ), v(t, d,v)) es solucidn de (1) con ¢, v € FA. En-
tonces u(t, p,v) > 0 y v(t,¢,v¢) > 0 para todo t € [0, 00).

Demostracion. Sea col(u(t, ¢, 1), v(t, ¢,1)) solucién de (1) y consideremos la
solucién col(uc(t, ¢, 1), v:(t, d,1)) del sistema

' (t) = u(t)[a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s)ds] + ¢

V() =wv(t —e/ ka(t — s)u(s)ds — fo(t)]+¢e, t>0

ue(t) = B(t), ve(t) = (), t<0

con € pequeno y positivo. Como u.(0) = ¢(0) > 0y v.(0) = (0) > 0, entonces
por continuidad existen t; > 0, t2 > 0 tales que uc(t) = us (¢, ¢,1) > 0 en [0, ¢4]
y ve(t) = ve(t,¢,9) > 0 en [0,t2]. Si tomamos t* = min{t;,t2} entonces se
cumplen las dos desigualdades anteriores en [0,¢*]. Si la afirmacién del lema
es falsa debe existir un primer tiempo ¢ > t* tal que uc(t) > 0y ve(t) > 0 en
[0,7) pero (i) ue(t) =06 (ii) ve(t) = 0.

Si ocurre (i), como u.(t) > 0 en [0, ) y us(t ) = 0 entonces

' ! T o ue(t+h) —ue() - uc(t+h)
= = = — <
ue(t) = ue_(8) = lim h i = =<0
ya que uc(t+h) >0, h <0y u(t)=0, pero

ul(t) =wuc(t)[a—bu(t) — / 1(E—s)ve(s)ds] +e=0+¢e=¢ > 0;

esto es una contradiccién luego (i) no puede ocurrir. Si ocurre (ii) en forma
andloga llegamos a una contradiccién, por lo tanto wu.(t) > 0y v.(t) > 0, si
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t > 0y, por el teorema de continuidad respecto a las condiciones iniciales,
tendremos u(t) = lim._ou:(t) > 0y v(t) = lim._gv:(t) > 0 para t € [0,00).
Esto prueba el lema.

Lema 2. Las soluciones col(u(t, ,v),v(t,¢,1)) de (1) son acotadas en
(=00, 00).

2/ (t) = z(t)]a — bx(t)]
y'(t) = y(t)[d - fy(t)], t>0
z(0) = ¢(0), y(0) = ¥(0)

Entonces u(t) < z(t) y v(t)
logistica son acotadas en [0, 00) (ver Braun [4]), entonces por comparacién las
soluciones col(u(t, ¢, ), v(t, ¢,1)) de (1) son acotadas en [0, 00). vf

Nota: Como ¢,¢ € FAy u(t, ¢,), v(t, ¢,9) son acotadas en [0, 00) entonces
u(t, d,) y v(t, ¢, 1) son acotadas en R.

Lema 3. Si a/b < d/(eks) y d/f < a/(cky) entonces el punto de equilibrio
(o, B) pertenece al cono positivo de R?.

Demostracion. Como a/b < d/(eks) y d/f < a/(ck k1) entonces bd — aeky >0y
af —cdky >0, d/f < a/(ck;) implica d < (af)/(ck;), por tanto tendremos

d af 1

—< ddd—<——b— kikos = A >0,

b < ok, dedonde g < Ry I T eckike =
por tanto, B B

af — dcky bd — aeks
o A >0, p A > 0,

luego la solucién (a, B) del sistema algebraico (3) pertenece al cono positivo de
R? y por tanto es una solucién factible en un problema ecolégico. of

El siguiente teorema lo utilizaremos en la demostracion del Lema 4.
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Teorema 1 (Perron-Frobenius). Si A = (a;;) € Mpxn(R) con a;; > 0; 1 <
i,J < n, entonces
[(1)]

(1) v(A) > 0 donde v(A) = max{|\|: A es un valor propio de A}.

(2) v(A) es un valor propio de A.

(3) Eziste un x € R™ con x = (x1,22,...,2n), ; > 0, i = 1,...,n y

Az =vy(A)zx.
Ver prueba en [6, pag. 307].

Lema 4. Dado el sistema

a—bxr—ckiy=0 5 {all a12] [x} _ [51}

d—ekox — fy=0 az axa| |y ba
donde a11 = b; a1 = cki; as1 = eka; age = f; b1 = a; by = d. Todos estos
coeficientes son positivos, por hipotesis.

Si
b2 - d dCE‘l
b1 > — 0 > cki— =
1 a12a22 0 a=>c 1f 7
ael%z

b
by > a9 —— 6 d>
ail b

entonces, existen A1, Ao y m numeros positivos tales que
Arair > m+ Aaagy . —Ab+ Aaeky < —m
A2a22 > m + Arago —Xof + Aicky < —m

Demostracion. Para 1 < i,j < 2 definamos la matriz (m;;)ax2 con
QA . .
—L i b

Tendremos entonces:

a2 Ckl. a1 eko
mig = — = —F—;M21 = — = ——;
a11 b a22 f
bl a b2 d
’71 = —_— = 77 = — = —.
a11 b a22 f

Entonces

Cl??l d
Zmlﬂj =muv +miye =0+ —-

b f
1 (cdky 1
b< I ><b“

ai
b*’}/la
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ya que (ckid)/f <ay

2 eks a 1 [ eksa 1 d
Zij'Yj:mﬂ'Yl:i*:} b <?d:*:72,
j=1

ya que (ekqa)/b < d.

Consideremos la funcién g(x) = (a/b) — (d/f)z, la cual es decreciente y
continua con
cky a ckd af — ckid
)= ==L 2
() =555 () 2o
afy _a_daf _
INaw) "o " Fav

Entonces dado €; > 0 con g((af)/(bd)) < €1 < g((cky)/b), por el teorema del
valor intermedio para funciones continuas y ser g decreciente, existe pj2 con

(ck1)/b < p12 < (af)/(bd) tal que g(pi2) = (a/b) — p12(d/f) = 1. Sea p11 >0
tal que €1 > p11(a/b); entonces

a d a d a
E*Pu?:& >p11b0p11b+p12f<g (5)
y por lo tanto
p1171 + p12y2 < 71
Consideremos h(z) = (d/f) — (a/b)x. Esta h es continua y decreciente con

()5 e () o

bd d bd a
h(af):f_aszo

Entonces por el teorema del valor intermedio para funciones continuas y ser
h decreciente, con un razonamiento analogo al anterior tendremos que dado
g9 > 0con 0 = h(bd/af) < ea < h(eks)/f, existen pa; y paa tales que (eks)/f <
p21 < (bd)(af) y paz > 0 con €9 > paa(d/f). En consecuencia:

é_p 9_5 >p dOP +p
FoPny =2 Py 0png 22f f (6)

P2171 + P2272 <7V2-

Tomando € = min{ey,e2} podemos garantizar que se cumplen (5) y (6).
Consideremos la matriz
_ {pn pm] :
P21 P2’

pt — |P11 P21
P12 P22

su transpuesta
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es estrictamente positiva ya que p;; > my; > 0. En virtud del teorema de
Perron—Frobenius existen un vector propio (21, 22)! con 21, z3 positivos y A =

v(P?) positivo tales que
pin par| |21| _ |Az
D12 Doz |%2 Azp

2

p1121 +P21ze = Az1 = ) . Di1%i
2

P1221 + Da2Zo = A2a = ) ;4 Di2Zi-

Tenemos que

2 2 2 2
A vz =Yz = (Zpijzi> = Z szm % < Z%zz
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
ya que Z?Zl pi;Y; < i por (5) y (6), la desigualdad anterior implica A < 1y
de (7) deducimos 37, pijzi < zj, j = 1,2. Entonces Y o_ myjzi < zj;j = 1,2
ya que m;; < pj;, luego

a
Za—”zz Za” <ZJ,j—12
. X3

Si hacemos \; = z;/a;; tendremos

2
Zaw)\j < )\jajj; j = 1,2.
1=1
i#£]
2
Escojamos m > 0 tal que Aja;; — Z)\ja]—j >m; j = 1,2, de donde
=1
i#]
A1a11 > m + Aaas 5 —Mb+ )\26%2 < -m
)\20,22 >m + )\10,12 7)\2f + )\10]51 < —m. M

Lema 5. Si g(t) es una funcion diferenciable satisfaciendo g(t) > 0, |¢'(t)] <
M parat >ty y ft t)dt < 00, tg € R, entonces lim;_, g(t) = 0.

Demostracion. Tenemos que

/ 124/ ()g( |dt<2M/ t)dt < oo,
to

entonces ftzo 2¢(t)g’(t)dt converge, teorema 14-5, Apostol [5, pag. 412]. Por
otra parte,

/ " 2g(t)g/ (1)t = / T )Pt = lim [2() — ¢*(t0)] < o0

to to dt t—o0
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implica lim; .+, g%(t) < oo y en consecuencia lim;_,, g(t) < co. Como g(t) > 0
para t > tg, entonces lim; o, g(¢) > 0. Supongamos que lim;_,, g(t) = a > 0.
Por tanto dado € > 0, con 0 < € < a, existe M € R con M > ty tal que si
t > M entonces |g(t) — a| < ¢, lo cual implica

/Oog(t)dt > /fog(t)dt > /7m(a—5)dt = (a—g)tgrgo(t—M) = 00;

esto contradice que ¢(t) es integrable en [tg,00), por tanto debemos tener
lim;_, g(t) = 0, esto prueba el lema. ™

Lema 6. Sea col(u(t, ¢,v),v(t, ¢,1)) solucion de (1) con ¢,vp € FA. Defi-
namos las funciones

m= [~ [ m)ots.o) - s do

i) = [ N / ta Fa(0)lu(s, 6,) — alds do

con t € [0,00). Entonces estdn bien definidas, con

W) = / Fa(t — 8)[o(s, 6,) — Blds + Fao(t) — A1,

By (1) = / kot — )[u(s, 6, %) — alds + Falu(t) — a.

Demostracion. hy esté bien definida porque

—o seR

[e'e) t [e'e) t
/ / kr(0)]u(s, 6, ) — Blds do < / k(o) / sup [v(s, 6, ) — Blds do
0 t—o 0 t

_ / sup [v(s, ¢, 1) — Bl (0) |1, do
0 R

se
— supv(s, &, %) — 6] / oky (0)do < oo
seR 0

la dltima desigualdad es debida a que ok;(c) € L'[0,0) y la nota después del
Lema 2. Para obtener la derivabilidad de h; usaremos el teorema 14-23 de [5]
con hy(t) = [;° f(o,t)dt, donde

flot) = / k(o) o(s) — Blds.

—0

Veamos que fooo D5 f(o,t)do converge uniformemente en (0, 00). En efecto, por
el teorema fundamental del Calculo

D f(0,t) = k1(0)[v(t) = B = ka(0)[o(t — o) = B],
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por lo tanto

/OO D2 f (0, t)|do = /OO |[k1(0)[v(t) = Bl = k1 (0)|v(t — o) — Bl]|do
0 0

< /OOO [v(t) — Blki(o)do + /OOO lo(t — o) — Blki(0)do
luego lo tanto
/Oo |Da f(0,t)|do < 2/00 Mki(o)do < o0
0 0

con M = sup,cp |v(s) — B|. Por el criterio M de Weirstrass [5, Teorema 14-19]
se tiene que la integral fooo Dy f(o,t)do converge uniformemente en [0, 00) asi
que podemos aplicar el Teorema 14-23 de [5] para obtener

—/OOO Dy f(0,t)do

- "R @) (Jo(t) — ] — lolt — o) - B)do
_m/o k(0)do —/0 k1 (0)|o(t — o) — Bldo
=|v(t) — Blk1 — /_ k1(t — s)|v(s) — Blds,

haciendo s =t — o en la ultima integral. En forma andloga se prueba que

t

Ry(t) = |u(t) — alky — / ko(t — s)|u(s) — alds

— 00

Esto prueba el lema. cuf

3. Comportamiento asintético del sistema (1)

Teorema 2. El punto de equilibrio («, 3) es un atractor global para el sistema
(1).

) solucién de (1) con ¢, ¢ € FA, de-

Demostracion. Sea col u( , ¢, )
( ¢,1). Consideremos la funcién

(
notemos u(t) = u(t, ¢, v) y
w(t) =w(t, u(t), v(t))

=\ ‘m u(t)’ + Ao ‘ln U(ﬂt)‘ + Aichy (t) + Azeha(t) para t € [0, 00).
a

Claramente w(t) es positiva y estd bien definida en [0, c0). También es diferen-
ciable pues cada sumando lo es.
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Hallemos la derivada de w(t). Por los lemas 5 y 6 y el hecho de que («, ) es
solucién de (1) con ¢(t) = a y ¥(t) = B tendremos

w'(t) =\ Z((f)) sgn (u(t) — ) — )\10/_00 ki(t — s)|v(s) — Blds

+)\16]_€1|U(t) — /6| + )\2

J(t)

v(t)
—AQe/_ Fa(t — 8)[u(s) — alds + Aaehalu(t) — al.

sgn (v(t) — B)

W) =n |50 = ] s - o)+ |28 - ] s - )
Freo(t) — 8| — Alc/_too ki (t — )|o(s) — Blds + AoFaelu(t) — af
—A2e/_; kot — 8)[u(s) — alds.

W' () =h [(a — bu(t) — ¢ [ too Fa(t — )v(s)ds)

~la-bac [ ; k(¢ — 5)Bds) sgn (u(t) — )]
Frelo(t) — 8| — Alc/; ka(t — 8)[o(s) — Blds
Fhal(d—e [ ; kot — s)u(s)ds — fo(t))

~-c [ ; ka(t — s)ads — )] sen (u(t) — B)

Fhafselu(t) — af — Aoe /; ka(t — )[uls) — alds.
W' () = — Mb(u(t) — @) sgn (u(t) — a)
e [ ; kit — 5)(0(s) — B) sem (u(t) — a)ds
+Aikicv(t) — B8] — Alc/; ky(t — 8)|v(S) — Blds
N (0(t) - B)sgn (v(t) - B)
e [ ; ka(t — 5)(u(s) — o) sgn (v(t) — B)ds

¢
—)\26/ ko(t — s)|u(s) — alds + Aakse|u(t) — af.
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en virtud de que hsgn (h) = |h|, tenemos:

w'(t) = = Miblu(t) — af = Az flv(t) - B

—)\16/ k1(t — s)[(v(s) — B) sgn (u(t) — a) + |v(s) — B|]ds

— 00

—)\26/ kao(t — s)[(u(s) — a)sgn (v(t) — B) + |u(s) — «]ds

+)\1];J16|U( ) ﬂ| + )\nge‘u( ) ‘
Probemos que w(t) es decreciente y w'(t) < —m(|u(t) —a|+|v(t) —3|) en [0, o)
w'(t) =(=A1b + Aakae)|u(t) — af + (=Aof + Mkio)|v(t) — ]
ie [ = 9l(0(s) 8 sen (u(t) — ) +[ols) — Glds

— 00

g / kot — 8)[(u(s) — a) sgn (v(t) — B) + [u(s) — aflds

S(=Aib+ Aokae)u(t) — al + (=Xof + Aikic)|v(t) — B
ya que sgn (v(t) — ) =16 -1y £(u(s) —a) + |u(s) — a]) > 0, andlogamente
se tiene (£(v(s) — B) + |v(s) — B]) > 0. En virtud del Lema 4 se tiene:
w'(t) < —mu(t) — af —mlv(t) — B
=—m(Ju(t) —al+[v(t) = B]) <0
esto prueba que w(t) es decreciente en [0, 00). Por lo tanto acotada en [0, 00).
A continuacién veremos que el punto de equilibrio («, 8) es un atractor global.
Sea col(u(t, ¢, 1), v(t, ¢,1)) una solucién de (1), veamos que u(t) tiende a « y

v(t) tiende a [ cuando ¢ tiende a infinito.
Tenemos que w'(t) < —m(Ju(t) — af + |v(t) — G]). Entonces

ju(t) — al + [o(t) ~ ] < — (/1))

Integrando en [0, t] tendremos

/0 (juls) — ol + fo(s) — Bl)ds < / —u/(s)ds =~ (w(0) — w(®)) < M

para t € [0,00); ya que w(t) es acotada, esto implica que

/Ooo(m(s) — al + o(s) — Bl)ds < M < oo,

entonces g(t) = |u(t) — a| + |v(t) — ] con t € [0,00) es integrable, acotada ya
que u(t) y v(t) lo son y como de ( ) se deduce que sus derivadas (las de u(t) y
v(t)) son acotadas por serlo u(t )y f t—s)ds = k; < oo, parai = 1,2
entonces el lema 5 implica que hmtﬁOO g(t ) = () y de aqui se deduce que

lim u(t) =ay tlim v(t) = 0.

t—o00



SOBREVIVENCIA EN UN SISTEMA LOTKA-VOLTERRA BIDIMENSIONAL 47

Por tanto (a, 3) es un atractor global. Esto prueba el teorema. o
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