Lecturas Matematicas
Volumen 18 (1997), pdginas 123-130

Algunas observaciones sobre la
convergencia de los productos infinitos

YU TAKEUCHI

Universidad Nacional de Colombia, Santa Fe de Bogota.

ABSTRACT. Non absolutely convergent infinite products are considered. Some
properties are established and some relevant examples illustrating their scope
are included.

Keywords and phases. Infinite products, absolute and conditional convergence.
1991 AMS Subject Classification 40A20.

RESUMEN. Se consideran algunas propiedades de los productos infinitos no ab-
solutamente convergentes. Se incluyen varios ejemplos significativos que ilustran
el alcance de los resultados.

1. Introduccién

Los productos infinitos son ttiles en andlisis, entre muchas otras cosas, porque
permiten la construccién de ejemplos en situaciones criticas. Esto requiere ge-
neralmente conocer propiedades no triviales de convergencia de tales productos.
Desgraciadamente, no parece existir literatura ficilmente accesible para este
tipo de consulta, ya que el tema aparece apenas en unas pocas paginas de los
textos de andlisis matematico, los cuales se limitan usualmente a los conceptos
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bésicos. Por ejemplo, los textos usuales (v. [1]-[5]) consideran el hecho de que:
st

an >0, 0a, <0, paratodo n, (1.1)
entonces la serie y oo, u, converge siy sélo si el producto infinito []- ; (14+uy)
también lo hace.

Sin embargo, en ninguna parte se mencionan las posibles relaciones entre la
serie > u, y el producto [[(1 + u,) cuando (1.1) no se cumple.

Bajo la hip6tesis (1.1) es claro, por ejemplo, que si el producto [T,2 (1 + uy,)
converge, también lo hard el producto [T, (14 2u,). Esto falla, sin embargo,
si se elimina la condicién (1.1).

Ejemplo 1.1. Considérese el producto infinito [, (1 + u,), donde

Entonces
2n n
1 \/§ 1 \/i
[T +ue) = ||1+ + )1+ - 5) =
kZI( k P A \/E)( k \/E)

k=1

y el producto ;2 , (1 + k%) converge, ya que la serie ) °, 7z converge. Sin
embargo

2n " 2 2\/§ 2 22
klzll 1+2uk |:| ].+ k \/E )(1+ E - W)
- 4 4

=1l0-7+&)

x~
Il
N

y el producto infinito []po, (1 — % + %) diverge a cero, ya que —% + % <0
para todo ky S0 (—% + 75) = —oo.

Es entonces natural preguntarse si existe alguna relacién entre las propieda-
des de convergencia de [[(1 + a,,) y [1(1 + 2a,).
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2. Convergencia no absoluta
(condicional) de los productos infinitos

Como lo hemos mencionado (v. [1]-[5]), el producto infinito

oo

T +un), (2.1)

n=1

converge absolutamente, es decir, [[72 ; (1+|un|) converge, si y s6losi > oo | |un|
< +00. A continuacién estudiaremos la convergencia o divergencia de (2.1)
cuando > 77, |up| = 400 pero u, — 0. Como

ﬁ(l + u,) = exp {ilog(l -+ un)}

n=1 n=1

(suponemos 1+u,, > Opara todon), el producto (2.1) converge si y sélo si la serie
fo:l log(1+4wu,) converge. Es importante entonces conocer el comportamiento
de la funcién log(1 + z) en la vecindad del origen.
Lema 2.1. Para0<t < % vzl < % es vdlida la siguiente desigualdad:

2

log(l—}-x)—x—}-% <t-a2’. (2.2)

Demostracidn. (i) Sea

flx)=(t- %)-x2+x—10g(1+x).

Entonces

F(0) =0, f’(m):m-{(2t—1)+1ix}.

Como (2t—1)+ﬁ > 0cuando —1 < z < 12, entonces f'(z) > 0 cuando 0 <

z < % y f'(z) < Opara —1 < z < 0. Por lo tanto, f(z) > 0 cuando

2
(ii) Sea
1
g(x) =log(l+z) —z+ (t + 5) 2.
Entonces

9(0) = 0, g'(m):m-{(2t+ 1)— 1J1rw}
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Como (2t + 1) + m > 0 cuando z > —;ﬁ, entonces se tiene que g'(x) >
0 cuando z > 0, g'(z) < 0si — 52 < 2 < 0. Esto implica que g(z) > 0

2t+1
cuando —m <z

De (i) y (ii) se obtiene (2.2) para || < 525 v

Teorema 2.1. Sea ) .° | u, una serie convergente Entonces, el producto
infinito [7 (1+uy) converge siy sélosiy oo u? < +o00. Siy o0 uZ = 400,
el producto d1verge a cero.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |un| < 3 para
todo n. Tomando ¢t = 1/4 en el lema anterior, se obtiene que

2
1
log(1 + up) = up — % + Ay, |An| < 1 ui (2.3)

Por lo tanto:
(1) Si Y u? < 400, la serie Y7 log(1 + uy) converge. En consecuencia, el
producto []>° (1 + uy) converge.
(2) Si 3" u? = +o0, entonces

Zlog(1+un) = Zun_z 1 'un_Z(Z Uy, — Ap) = —o0,
n=1 n=1 n=1 n=1
y el producto 177, (1 + u,) diverge a cero. ]

Ejemplo 2.1. Sea u, = (_% ", Entonces la serie Sup =S (-1)""1/\/n

converge condicionalmente, mientras que ) u’ = ) 1 diverge. Por otra parte,

[T+ v = Il m—)( 75

.':l

1 1
Pt { \/2k CV2k V2k2E - 1} '
Teniendo ahora en cuenta que

11 V2%k-V2%- 1 (1)
Vak—1 2k V2kh- \/_ V-V +VRE-T) AR

. . oo 1 1 . ')
asi que la serie ) .~ (ﬁ - ﬁ) converge, mientras que »_,~, W =
+00, se concluye que el producto infinito [[r, (1 + uy,) diverge a cero.
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n—1
Ejemplo 2.2. Sea u, = (712 . Entonces Y u, = >.(=1)""!/n converge
condicionalmente. Por otra parte,

M (-t 1 1 1
1+—2 ) =TJla+—)-2)=J[1=1
[Ta+ ) I +or 71— 5p) II
n=1 k=1 k=1
Nétese que Y u2 =} - converge.
Teorema 2.2. Si el producto infinito [] 7 (1 + u,) converge, entonces la

serie Y7 | up converge si y sélo si Y0, u2 < +oo, y diverge a +oo cuando
Yoo Uk = +oo.

Demostracion. De (2.3),
2 2
log(1 +upn) = up — U4_n - % + Ag, (2.4)

2
con |A,| < . Por lo tanto, si Y log(1+u,) converge y > u? < 400, es claro
que Y u, converge. Por otra parte, si Y u2 = +oo entonces

oo U2 (o9} U2
>y {Z”—An}:+oo,
n=1 n=1
asi que Y u, = +o0. [l
Nota 2.1. Nétese que la convergencia del producto infinito [](1+wu,) no garan-

tiza la convergencia de serie Y u,. En efecto, en el Ejemplo 1.1 el producto
[1(1 + u,) converge, pero la serie Y u,, diverge a +oo.

Teorema 2.3. Si el producto infinito [, , (14u,) converge, entonces [~ (1-
un) converge si y solo si . uZ < 400, y [1,,(1 — uy) diverge a cero cuando
Y ul = +oo.

Demostracidn. Si > u? <= +oo entonces [[(1 — u,) converge, ya que

[T +un)-TI —wua) = [T - u})

y [1,2, (1 —u?2) converge. Supongamos ahora que Y u2 = +oco. Reemplazando
en (2.3) u, por —u, y A, por —A,, se obtiene que
2

Zlog(l —up) =— Z{Un + % +A,}
== {un- % + AR} = {up —An+ A}
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Obsérvese que |A,| < u2 /4. Pero, como

U2

~ u2
_An"‘An:?"‘(Z_An)“‘(

NS

+ An)a

entonces

D {ul —An+An} = +oo,

y puesto que la serie Y log(1l + u,) = Y {un, — 2u2 + A,} converge, la serie
>~ log(1—u,) diverge a —co. En consecuencia, el producto infinito [T7; (1—uy)
diverge a cero.

Ejemplo 2.3. Recuérdese (Ejemplo 1.1) que si

1 V2 1 V2
=+ ==—YZ n>1
U2n—1 n + \/ﬁ’ Uon n \/’E’ n-l1,
el producto infinito [J(1 + uy) converge. Sin embargo
O M 1 V2 1 V2
[Ta-uw)=][C- P 7)( E+ﬁ)
n=1 k=1
o 4 1
- 1—=
[[a-2+3)
k=1
diverge a cero, ya que % -z > 0 para todo k y Z(% — &) = +oo.

Teorema 2.4. Supdngase que el producto infinito H°° (1 + uy,) converge.
Entonces ]2 (1 +p u,) converge si y sélo si Y o2 u2 < 4oo. Supdngase
ahora que Y >, u? = +oo. Entonces [[,- (14 p-uy) d1verge acerosip>1
y a+oo cuand00<p< 1.

[p—1]

Demostracion. En el Lema 2.1, témese t < 3T

De (2.2) tenemos que

1 .
E(un)z + An: |An| <t- (Un)2

1 . .
IOg(l +p- un) =D Up — 5]?2 ) (un)2 + Aln: |A{n| <t 'pz ) (un)z'

log(1 + uy,) = uy —

(2.5)

Supéngase que Y u2 < +o00. Por el Teorema 2.2, la serie Y u,, converge. Por
lo tanto, > log(1+4p-u,) también lo hace. En consecuencia, el producto infinito
[152,(14p-uy,) converge.
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Supéngase ahora que Y u2 = +oo. De (2.5) tenemos que

2
1—
10g(1+p-un):p-{un—u2—"+An}+Mufb—p-An+A’n

1—
=p-log(l+uy,) + uui+ (-p-Ap+A)),
2
(2.6)
donde
| —p-An+ ALl <t-p(1+p)-uj.
Como t < % entonces "’(12—_”” >t-p(1+ p), asi que
oo 1_
Z{Mu%—p-Anﬁ-A;} =+o00, 0<p<l,
n=1
y oo
1-—
Z{Mu%—p-An—l—A;} =—-00, p>1.
n=1

De (2.6) se obtiene entonces que

Zlog(l +Dp- un) =

n=1

{ 400, 0<p<l1
—o0, p>1.

Esto es lo mismo que

o
400, 0<p<1
1+p-u,) = { 0 1
n=1 ) p > ]
lo cual completa la, demostracion. f
Ejemplo 2.4. (i) Sean
_ 1 1 -1
U2n—1 = o’ U2n = o’ n =z

Entonces

oo

H(1+un) = H(l— %)(14—%) :kl;[l(l_ﬁ)

n=1 k=1
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es convergente. En este caso

0 0 00 2

[T +p-u) =] 1—— 1+2k)=H(1—4%),

n=1 k=1 k=1
y también converge
(ii) Sean ahora

1 V2
Ugn—1 = = + Wk Uy =
como en el Ejemplo 1.1. Como
2p(1—p) p?> ( >0 paratodo k, cuando 0 <p<1,
k k2
EOO 2p(1—p) p> di ded
Y Yoy (B2 + £5) diverge, se deduce que

Tg(l—kp-un)=kl:[1(1+%+pﬁ)(1+%_pﬁ)

b 2p(1 — 2 +o00, 0<p<l,
:H{1+p( p)+p_2}:{ p
fie k k 0, p>1.
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