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RESUMEN. Las fracciones continuas juegan un rol fundamental en varios resultados
vinculados con la teoria de funciones especiales y la teoria de nimeros, entre otras
ramas de las matematicas. En este articulo, se presenta un relato histdrico acerca de
los desarrollos en fracciones continuas de los primeros valores de la funcién zeta de
Riemman en argumentos enteros, propuestos por varios autores.
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ABSTRACT. Continued fractions play a fundamental role in several results related to
special function theory and number theory, among other branches of mathematics. In
this article, we present a historical report on the continued fraction expansions of the
first values of the Riemman zeta function in integer arguments, proposed by several
authors.
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1. Introduccion

La teoria de las fracciones continuas se ha convertido por mas de cinco siglos, en
uno de los temas mds interesantes de las matemdticas, particularmente, en teoria de
numeros [8] y funciones especiales [3, 7]. Sus origenes datan del siglo XVI y tuvieron
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lugar en Italia, donde para 1579, Rafael Bombelli, en su libro L’Algebra Opera, asocia
las fracciones continuas con su método de extraccion de raices cuadradas [11]. Afios mas
tarde, a principios del siglo XVII, fue Pietro Cataldi quién utiliz6 la primera notacién para
las fracciones continuas. Sin embargo, fue John Wallis en 1695 fue quién introduce por
primera vez el término de fraccion continua [11] en su libro Opera Mathematica.

Luego, para finales de la primera mitad del siglo XVIII, Leonhard Paul Euler prueba en
su libro Introductio in analysin infinitorum, la equivalencia entre las fracciones continuas
y las series infinitas generalizadas. Mientras que, en 1780, el célebre matematico Joseph
Louis Lagrange aplica las fracciones continuas, de una manera similar al procedimiento
presentado por Bombelli, con el fin de dar solucién a la ecuacién de Pell, [11].

Posteriormente, a principios del siglo XIX, Karl Friedrich Gauss en su libro Werke,
presentd un método para calcular una fraccién continua con valor complejo via series hi-
pergeométricas, [11]. Este resultado, juntamente con el logrado por Joseph Louis Lagrange
impuls6 la aplicacion de las fracciones continuas a numerosas ramas de las matematicas.
Ya para finales del siglo XX y principios del siglo XXI fueron apareciendo una serie
de trabajos donde se relacionan las fracciones continuas con los nimeros irracionales
[5, 6,12, 13].

En este articulo se presentardn los diferentes desarrollos en fracciones continuas, de
los primeros valores de la funcién zeta de Riemman en argumentos enteros, propuestos
por varios autores.

2. Fracciones continuas

Definiciéon 2.1. Una fraccion continua simple finita [ag; a1, a2, as, . . ., ay] es un cociente
p 1
= = [ag;a1,a2,a3,...,a,] = ao+ 1
aq + i
[ag; as, ..., an]
1
= ag —+ 1
a1 + 1
az +
a3+
1
Gn—1 + —
n
donde ag € Zy ay,as,...,a, € Nson los términos de la fraccion continua, [9].
Definicion 2.2. Una fraccion continua simple infinita [ag; a1, as, as, . ..] es un cociente
P 1
= = lap; a1, a2,a3,...] = aop + 1
a + i
a9 +
CL3#L
1
Ap—1 +

an+



Lecturas Matematicas, vol. 43 (1) (2022), pp. 25-34 27

Definicion 2.3. Sea = = [ag; a1, a2, as, . ... Seanp,, € Z, ¢, € Z* con MCM(pp; g») = 1

tales que
Pn

an

A esta fraccion se le llama el n-ésimo convergente de la fraccion continua de x.

= [ag;a1,a2,a3,...,a,], n>0.

Existen diferentes generalizaciones de las fracciones continuas cldsicas. Una de las
mas naturales, la cual admite un sinniimero de aplicaciones, no sélo dentro de la teorfa de
ndmeros sino también dentro del analisis matematico, son las usualmente denominadas
fracciones continuas irregulares, definidas a continuacion.

Definicion 2.4. Se dice que el niimero « se puede escribir como un desarrollo en fraccion
continua irregular infinita, si admite la siguiente representacion [2]

b b b b
a:a0+17|+27|+...+L‘+...:a0+ 1

by

ay + bs

as +
2 a3+_

bﬂ

ay_1 + ——
n—1 At

Teorema 2.1. Sean (py,),,~ 1y (qn),~_, dos sucesiones de niimeros, tales que g1 = 0,
P_1=qo =1YPnqn-1— Pn-1qn # 0 paran = 0,1,2,.. .. Entonces existe una vinica
fraccion continua irregular [2]

cuyo n-ésimo numerador es p,, y cuyo n-ésimo denominador es q,, para cada n > 0. Mds
precisamente

ap =po, ai=gqi, br=p1—poqi,

_ Pndn—-2 — Pn—24n _ Pn—14n — Pndn—1 o
anp = , by, = , n=2,3,...
Pn—19n—2 — Pn—24n—1 Pn—149n—-2 — Pn—24n—1
Teorema 2.2. Dos fracciones continuas irregulares [2]
b b b b / bl b’ b
a0+17|+27‘+37|+...+L‘+...7 a6+ 1/_|_ 2/|_|_ 3II+...+ "/|_|_...7
a1 a2 a3 | an lay  lay  [aj | al,

son equivalentes, si'y solo si existe una sucesion de niimeros (cy),,~ distinta de cero, con
co = 1 de manera que

li /
a, =Cpln, n=0,1,2..., b, =cpCp_1by, n=12,...
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3. Los primeros cinco valores de la funcion zeta de Riemann en argumentos enteros

En esta seccidn, se presentard un recorrido histérico de los desarrollos en fracciones
continuas de los valores de la funcion zeta de Riemman

1

1 (=DM fllogh e
C(k):an:((k—)l)!/o O1g—x d,

para k = 2,3,4,5.

3.1. Desarrollo en fracciones continuas irregulares de ((2)

Hoy en dia es conocido por la comunidad matemaética que fue el prestigioso matemético
suizo, Leonhard Paul Euler, quien logré probar para 1755, en su famoso Tratado de Célculo
Diferencial, la siguiente expresién [4]:

k—1 (27T)2k By,

2@ k=1,2,..., (1)

C(2K) = (1)

donde Bsy, son los conocidos niimeros de Bernoulli, con By, € Q para todo k& € N. Afios
mads tarde, en 1979, Roger Apéry, teniendo en cuenta la relacién de recurrencia

(n+ l)zunH — (11712 + 1ln+3)u, — nu,_1 =0, n>1,
con condiciones iniciales
UO:L ’11,1:37 UOZO, U1:5,

dedujo para el caso particular £ = 1 de (1), que

¢(2)= lim

n—roo un
lo que le permiti6 arribar al siguiente desarrollo en fracciones continuas irregulares

50 1] 16| nt
137725 ' |69 | 11n2 + 11n + 3

3.2. Desarrollo en fracciones continuas irregulares de ((3)

Similarmente, para este mismo aflo, Apéry probd la irracionalidad de {(3) considerando
la relacién de recurrencia

(1 + 2)%unio — (20 + 3) (1702 + 51n + 3 upsq + (n+1)%u, =0, n >0,

la cual se satisface simultdneamente tanto por los numeradores p,, como por los denomina-

dores g, de
¢(3) = lim £,

n—00 qn



Lecturas Matematicas, vol. 43 (1) (2022), pp. 25-34 29

donde p,, y ¢, estin dados explicitamente mediante

e S ) e T )

0<k<n <n

con
j—1

1 (=) 45\ "\
In,k = Z = T Z 23< . . .
1<) gk 4 J J
Dicho resultados le permitieron a Apéry deducir el siguiente desarrollo en fracciones
continuas irregulares
6 | 1]  64] n® |
|5 117|535 | (2n+1)(1Tn2 + 17n +5)

Luego, en 1996 Nesterenko probé en [10] la validez del siguiente desarrollo en fracciones
continuas

—_
[\
—_

| 4]
B2 T4 6]
donde los numeradores a,, n > 1, y los denominadores b,,, n > 2, estdn definidos
mediante

[\
D

=~

[\}
~
pig
N

Il

[N}
+

|

+

|

+ e,

12

S
w
e
(=)
ot

bary1 = 2k+2, a1 =k(E+1), Dbapyo=2k+4,
asgr2 = (k+1)(k+2), bakts =2k+3,
A4k4+3 = (,Z{J + 1)2 , bap =2k, agr = (k} + 1)2 .

Mas tarde, para la segunda década del siglo XXI, a partir de una modificacién de la funcién
racional

n—1
— )2 z+7), n>1,
Ro(z) = (7'2);’ (2)n = 1:[0( 7)
(Z+1)n+1 i_ 0
n =20,

propuesta por Nesterenko en [10], Soria-Lorente en [14], dedujo la siguiente relacion de
recurrencia

(n +2)*(24n> 4 30n2 + 161 + 3) U, 42
—4(n +1)(204n° 4+ 1173n° 4 2668n* + 3065n> + 190502 4 634n + 86 )u,, 11
+n4(24n3 + 1020 4+ 1480 4+ 73)u, =0, n>1, (2)

la cual es satisfecha por los numeradores p,, y denominadores §,, de las aproximantes
racionales a ¢ (3) dados mediante

Gn = Z dl(qn) Yy Pn= Z dl(cn)ngg)—'_Z_l Z C.gcn)ngz)» 3)
0<k<n 1<k<n 1<k<n
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donde
2 2 2
O R n+k—1 n Yo n+k—1 n—1\(n
k k k k k—1)\k)’
M = gg™ [2Hk  Hypipor — Hy— 27 (0 + k)*l} . k=0,....n,

yH ,ir) denota el nimero arménico k de orden r definido por
() _ 1
0= =
1<i<k

De esta manera, en virtud de (2) y (3), asi como de los Teoremas 2.1 y 2.2, Soria-Lorente

en [14] propuso el siguiente desarrollo en fracciones continuas irregulares

T —146| —38864 | ’P4|+ +7)n|
| 6 | 827 | QS | Q4 | Qn

¢(3) +o

donde

Pp = —(n—2)4(n —1)*(24n® — 186n% + 484n — 423)(24n3 — 42n% + 28n — 7),

Q, = 4(n —1)(204n5 — 127505 + 3178n* — 39993 + 2667n? — 910n + 126).

Transcurridos cinco afios, los autores Arvesd y Soria-Lorente en [1] construyeron infinitos
aproximantes racionales a {(3) y obtuvieron el siguiente desarrollo en fracciones continuas
irregulares para un caso en particular

9] —184 | —=30672| Py | Pn

3) = .
<G | +| 359 | Qs | Q4 | Qn

donde
Pp = —9(n —2)3(n — 1)3(28n3 — 213n? 4 543n — 464)(28n> — 45n% 4 27n — 6),
y
Q. = 4(n — 1)(204n° — 1275n° + 3178n* — 399913 + 2667n> — 9100 + 126),

Luego, un afio después, Soria-Lorente y Berres en [16] consiguieron la siguientes relacién
de recurrencia paramétrica

(n+2)* @2 + B Un 1 + 0O ju, =0, n>1, peN,
donde

) = 24n°p? — 12n° + 54n?p? + 390 p — 33n* + 46n°p? + 700> p + 19n?p?
+ 56n%p + 33n + 3np® + 21np + 24n + 3p + 5,
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B = —2(n +1)(408n%p? — 204n® + 316207 p? + 663n" p — 1683n7 + 10028n° p?
+ 4433n%p — 489915 + 16802n° p? + 12409n° p — 5487n° + 16070n* p?
+ 18955n"p 4 7350 + 8888n3p? + 17212n3p + 73661° + 2708n%p?
+ 9340n%p + 687012 + 344np® + 2776np + 2748n + 344p + 412).

Y de esta manera, arribaron al siguiente resultado

_ Tp+12]  2(146p* + 189p + 17) |

3) =
¢ [6p+10 ' | 1654p + 1981
—16(7p + 12)(2082p2 + 1453p — 727) | PP P
4 1Ot 120 T My 4(,,>|+"'+ <p>|+" )
| 9y | Q4 | Q)
donde

PP = —(n—2)*(n —1)1(24n°p? — 12n° — 3060 p* + 39np + 147n*
+1558n3p% — 398n°p — 684n3 — 3959n%p* + 1532n2p
+1491n? + 5019np® — 2637np — 1470n — 2538p% + 1713p
+ 473)(24n°p? — 12n° — 661 p? 4 39np + 27n* 4 7003 p?
—86np + 12n3 — 35n2p% + 80n?p — 450 + Tnp?
—3Mnp+30n+7p—17),

Q'P) = 2(n — 1)(408n%p? — 204n° — 336617 p? + 663n" p + 1581n7
+ 11456n°p? — 4849n°p — 418515 — 20710n° p* + 14905n°p
+ 332105 + 213300 p? — 247950 p + 4425n* — 12488n3 p?
+23932n3p — 11066n> + 3892n%p? — 13348n%p + 8922n>
— 504n,0° 4 4008np — 3300n — 504p + 476).

3.3. Desarrollo en fracciones continuas irregulares de ((4)

En cuanto a ((4), el prestigioso matematico ruso Wadim Zudilin en [17] dedujo la
siguiente relacidn de recurrencia

(n+1)%uy 11 —3(2n+1) (302 4+-3n+1) (15n%+15n+4)u, —3n> (90> —1)u, 1 = 0,n > 1,
con condiciones iniciales

up =1, wy =12, v9=0, wv; =13,
lo que le permitié conseguir el siguiente resultado

13 17.2-3.4 2".5.6-7 "Bn—1)(3n)3n+1
C(4):|12| | . IJr . |+_._+|n(n )(:n)(n )|+.__,
=1 —92 —n

donde

Z, =32n+1)(3n% 4+ 3n + 1)(15n% + 15n + 4).



32 C. F. Gomez Jiménez y J. M. Méndez Veldsquez. Representacion en fracciones...

3.4. Desarrollo en fracciones continuas irregulares de ((5)

Dentro de esta lista de resultados también aparece el alcanzado por Soria-Lorente en
[15], donde a partir de las siguientes sucesiones

Roa=(=1)"n*> " (2k +n+2) . =
E>1 (k+1)n+1
3n
' (30 + 2)! n+2,F+2n+1,...,n+1
(2n+1)17 oFs L
' 3 41,2n42,...,2n+2
y
1-k k4+n+3),
Rn,gz(_1)"n!42(2k+n+2)( o - b _
k>1 (k+1)n+1
3n+2,2 42 nn+1,...,n+1

C(n=1)!@3n+2)n!"°

F 1
| 16 914’8 )
(2n +2)!(2n +1)! 804120 43,2n42,...,2n 42

dedujo ciertos aproximantes racionales a ((5) que juntamente con los teoremas 2.1y 2.2,
le permitieron arribar a lo siguiente

C(5) = 797 | —37597440 | 4963010140935 |
| 768 | —60957410 | —699335469
15299843303372544 |  442065924497557800000 |
| — 160388693712 |  —19820970745081
2826977104806064592400532800 |
| — 1015388502751019592

161193705016034065874069140445355480 |
| —1124616677901200855445

Es intencién de los autores, que este articulo contribuya al estudio de nuevas investigaciones
relacionadas con el desarrollo en fracciones continuas irregulares del resto de los valores de
la funcién zeta de Riemman, asi como al estudio del caracter aritmético de dichos valores,
aun desconocido por la comunidad cientifica matematica.
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