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RESUMEN. Estas notas son las memorias del cursillo dictado en el XXII Congreso
Colombiano de Matematicas en la Universidad del Cauca en Popayén - Colombia. El
objetivo de este escrito es brindar un acercamiento a la teorfa de médulos sobre el anillo
de operadores diferenciales de una variedad algebraica suave.
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1. Introduccion

La teorfa de los D-médulos tiene su origen como parte del an4lisis algebraico! de la
escuela japonesa de Kyoto, liderada por M. Sato y M. Kashiwara entre otros [18], [19],
[20], [11]. Uno de los principales objetivos fue el estudio de soluciones de sistemas de
ecuaciones diferenciales utilizando herramientas como la teoria de anillos, el dlgebra
homolégica y la teoria de haces. Paralelamente, el matematico ruso-israeli J. Bernstein
introdujo los D-médulos en los articulos [3] y [1] desde el enfoque del anélisis complejo.

VEl término anlisis algebraico es una palabra atribuida a M. Sato quien buscé estudiar propiedades de funciones
y distribuciones analizando los operadores diferenciales lineales que se anulan en estos objetos mediante la
teoria de haces, [13].
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Concretamente, J. Bernstein considerdé un polinomio P en n variables complejas y mostro
que la funcién P(s) = |P|*, para Re(s) > 0, extiende a una funcién meromorfa de s sobre
todo el plano complejo, y tal que toma valores en distribuciones de C". Algunos de los
resultados que se desprenden del estudio de los D-médulos son las hiper-funciones de Sato,
el andlisis microlocal, aplicaciones a la geometria algebraica, la teoria de representaciones
y la fisica matemadtica.

Los D-médulos han mostrado ser de gran utilidad ya que mediantes el uso de D-
médulos (holonémicos regulares) se resuelve el problema 21 de Hilbert, como consecuen-
cia de la correspondencia de Riemann-Hilbert. Adicionalmente, la teoria de los D-mddulos
provee el contexto apropiado para resolver las conjeturas de Kazhdan-Lusztig.

A grosso modo, la correspondencia de Riemann-Hilbert responde a lo siguiente. La
monodromia asociada a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales da pié a una represen-
tacion del grupo fundamental del espacio base. Ahora bien, si se tiene una representacion
del grupo fundamental del espacio base, es posible encontrar un sistema de ecuaciones
diferenciales tal que su monodromia coincida con la representacion fijada previamente?

Por otro lado, otra de las grandes aplicaciones de la teoria de los D-médulos es el
teorema de localizacion de Beilinson y Bernstein, el cual da una equivalencia entre la cate-
goria de representaciones de un dlgebra de Lie semisimple y los D-mddulos holonémicos
y regulares.

Como aplicacidon del teorema de localizacion y de la correspondencia de Riemann -
Hilbert se pueden demostrar las conjeturas de Kazhdan-Lusztig, las cuales buscan las for-
mulas de caracteres para las representaciones irreducibles (finito o infinito dimensionales)
de un dlgebra de Lie semisimple.

A continuacion, se ilustra brevemente cémo el uso de los D-mddulos permite encontrar
el espacio de solucién a un sistema de ecuaciones diferenciales desde el punto de vista
algebraico. Las nociones que se usan se definirdn mds adelante, [9].

Sea C el campo de los nimeros complejos. Considere un operador diferencial P =
Yo 9a0%, donde g, € C[Xy,...,X,], a € N" es un multi-indice o = (v,...,ap)y
0% = 97" - -+ 0%~ Estamos interesados en resolver el problema P(f) = 0, para f una
funcién polinomial.

En general, podemos considerar un sistema

Pii(f;)=0

q
=1

J

coni = 1,...py P;; operadores diferenciales. Este sistema lo podemos escribir de manera
matricial como [P;;][f;]7 = 0. Para solucionar este sistema de ecuaciones diferenciales
se debe encontrar un médulo sobre el anillo de operadores diferenciales. Concretamente,
el anillo de operadores diferenciales D,, asociado al anillo de polinomios C[X71, ..., X,],
estd generado por las variables X1, ..., X,, y las derivadas parciales 01, . . ., 9y, sujetas a
las siguientes relaciones X; X; = X;X;, 0;0; = 0;0; y laregla de Leibniz. Es decir,
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Dn = k[Xl,...,Xn,817~",an]/
(XiX; — X;X;,00; — 0,0, 0,X; — Xi0; — i, =1,...,m) (1)

Ahora bien, la matriz [P;;] define una aplicacion D,-lineal -[P;;] : D! — D2
definida por (u1,...,up) — (O, wiP,..., > ; uiPiy), cuya imagen es el ideal J =
(u1(Xo§=y Prj) + -+ up(3oiy Ppj) ut, ..., up € Dy). Delo cual se tiene la secuen-
cia exacta

D} — D} — D} /] —=0 2

El médulo DY /.J representa el sistema de ecuaciones diferenciales en cuestién, [20].
Explicitamente, si f1,..., f; son soluciones del sistema, se define una aplicacién C-
lineal o : DI — C[Xy,...,Xn], e; — fi, donde {e;} es la base candnica de DJ.
Note que para Q € DY, se tiene que 0(Q) = QT (f1,..., f;). Asi pues, o(J) = 0
luego o induce una aplicacién en el cociente 7 : DZ/J — C[X1,...,X,]. A su vez, si
7:D%/J — C[Xy,...,X,] es una aplicacion C-lineal, existe una aplicacién 7 : DI —
C[X1,...,Xy] C-lineal tal que 7(J) = 0, es decir 7 induce la aplicacién 7 en el cociente.
Defina g; = 7(e;), luego para Q € J se tiene que QT (g1, ..., g,) = 7(Q) = 0, es decir,
(g1, ---,94) es solucién del sistema en cuestién. Entonces, las soluciones al sistema de
ecuaciones diferenciales corresponden al espacio vectorial Home (DE /J, C[ X1, ..., X,]).

Dicho de otra forma, si a la secuencia (2) se le aplica el funtor Home (_, C[ X1, ..., X,]),
se obtiene la secuencia exacta

0 — Home(D} /J,C[ X1, ..., Xxs]) — Home (D32, C[X4, ..., X,])
[P,J}Homc(Df’“(C[Xl,,Xn]) (3)

donde [P;;] - (¢) = [P;;][fi]* para o € Homc¢ (D4, C[Xy, ..., X,] dada por o(e;) = fi.
Note que,

Homc(D2/J,C[X1,..., X,]) = ker([P;])

corresponde precisamente al espacio de soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
dado.

Por lo tanto, para un sistema de ecuaciones diferenciales P existe un médulo Mp :=
D/ J, para algunos n y m ndmeros naturales y J el ideal generado por P, de tal for-
ma que el espacio de soluciones de P corresponde al espacio vectorial Sol(M),) :=
Homg¢(Mp,C[X;,. .., X,]). Adicionalmente, con este método algebraico se pueden ob-
tener soluciones generales al sistema P. Por ejemplo, si C[X7, ..., X,,] se reemplaza por
el anillo de funciones suaves de un abierto U de R"™ se obtendrian soluciones suaves de P.

Noétese que el médulo Mp puede tener diferentes representaciones explicitas. Es decir,
pueden existir operadores Py P’ tales que Mp = Mp, como D,,-médulos. Por ejemplo,
(ver [12] pp. xiii), en una variable x, considere el operador diferencial P = x% - A
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y la ecuacién diferencial P(f) = 0, donde f es una funcién con valores complejos. Si
tomamos g = z f, la ecuacién diferencial se puede reescribir via el cdlculo

Plg) = P(ef) = of +a% o]~ haf,

de lo cual se tiene que P(g) — g = (P — 1)(g) = 0. Reciprocamente, si consideramos la

ecuacién (P — 1)g = 0,y A # —1 obtenemos que f = /\%rlg—g satisface P(f) = 0,

L odg\_ 1 (d (. dg\ dg dg\_ 1 d [(.dg  _ \_
P<)\71dx>_>\+1(dm<xdm> de dw) T atide \Baw M) =0

Mds atin, si g = ' f con P(f) = 0 entonces

1 dg . 1 (d 1 AN A+l L A
ﬁﬂ_f_A+1(dx(xf)) f_,\+1<f+xd:p) /\+1f_)\+1(mdx /\f>_0‘

Andlogamente si f = 145 #Lg con (P — 1)g = 0, tenemos que g = zf.

Por lo tanto vemos que las ecuaciones P(f) =0y (P — 1)(g) = 0 son equivalentes.
En términos de D,,-mdédulos esto significa que Mp = Mp_1, y por lo tanto el espacio
de soluciones a esta (y a cualquiera equivalente a ella) ecuacion diferencial estd dado por
Homg¢(Mp, C[X]) =2 Home (Mp_1, C[X]).

El articulo esta dividido en cinco secciones. En la primera, los D-mddulos se estudian
desde el punto de vista local, es decir, dado un anillo conmutativo R, estudiaremos los
modulos sobre el anillo de operadores diferenciales de R. Las herramientas necesarias para
entender conceptos como variedad caracteristica y modulos holonémicos se presentaran
para ofrecer una explicacién autocontenida. La segunda seccidn recapitula los conceptos
necesarios de la teoria de haces y variedades algebraicas para entender el enfoque global
de la teoria de D-mddulos. En la tercera seccion se presentardn los conceptos de haces y
variedades algebraicas indispensables para el estudio global de los D-médulos. En la cuarta
seccién se buscara introducir muy brevemente los D-médulos globalmente. Se dara la
definicién de D-mddulo para una variedad algebraica suave. Adicionalmente, se mostrard
c6mo conectar estructuras de D-mdédulo con conexiones planas de un fibrado vectorial y
se presentard una lista de ejemplos para ilustrar los conceptos introducidos. Finalmente,
en la quinta seccion, se presentan algunas aplicaciones a teoria de representaciones y se
dard una version ligera de la correspondencia de Riemann-Hilbert. Es importante decir
que estas notas no contienen ningtin resultado original, todo el material que se presenta
corresponde a la forma en que los autores decidieron dar el cursillo.

2. Nociones preliminares

En esta primera seccién se definird el anillo de operadores diferenciales para C[ X, Xo,

., X,,] y se presentarédn algunas de sus propiedades. Adicionalmente, se dardn las defi-

niciones de 4lgebra de Lie y de médulos sobre un dlgebra de Lie. Los resultados de esta
seccion se pueden encontrar en [17] y [10].
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2.1. Generalidades

Sea A una C-dlgebra conmutativa. Se denota por End¢ (A) la C-dlgebra asociativa de
endomorfismos C-lineales de A y por End 4 (A) el espacio vectorial de endomorfismos
A-lineales de A. Se sigue que End4(A) es una subdlgebra de End¢(A). El lector puede
verificar que A = End4(A) como C-dlgebras via el isomorfismoa € A — a: A — A,
donde por definicién a(b) = ab es la multiplicacién en A. Por tanto, el producto en A
coincide con la composicién en End 4 (A). De ahora en adelante, los elementos de A se
identificardn con los endomorfismos de A que son A-lineales, i.e. A C End¢(A).

El subespacio vectorial de las derivaciones de A esta definido por

Derc(A) := {T € Ende(A)| T(ab) = aT'(b) + bT(a)}.

Para ¢, € Endc(A), el conmutador [, | de Endc(A) estd definido por [¢, ¢] := ¢ o
t—1)o¢. Por definicion se tiene que el conmutador [, | : Endc(A) xEndc(A) — Endc(A)
es una aplicacion C-bilineal, antisimétrica y cumple la identidad de Jacobi,

[, [¥, pl] = [[&, ¥, p + [¥, [, Pl

En otras palabras, End¢(A) es un dlgebra de Lie, (ver seccién 2.5). Se deja como ejercicio

~

verificar que el conmutador se anula sobre End 4 (A) & A.

2.2. Operadores diferenciales sobre A

Sean T' € Endc(A) y p € Z>¢. Se dice que T es un operador diferencial de orden
menor o igual a p si para todo ag, a1, ...,a, € A se tiene que

[T, o), a1, -y ], ap) = 0.

Si T tiene orden menor o igual a cero, para todo a,ag € A, (T o ag — ag o T)(a) =
T(apa) — apT'(a) = 0, es decir T es un endomorfismo A-lineal.

Observacion 1. Por definicion, si T es un operador diferencial de orden menor o igual a
p, el operador [T, a] tiene grado menor o igual a p — 1 para todo a € A.

Observacién 2. El orden de un operador diferencial se denotard por ord(). Si T' es un
operador diferencial de orden menor o igual a p, entonces ord(T) < p.

El subespacio vectorial de todos los operadores diferenciales sobre A se denota por
Diffc(A).

Lema 1. Suponga que T, S € Diff(A) son de orden menor o igual que n'y m res-
pectivamente. Entonces, T o S es un operador diferencial de orden menor o igual que
n+m.

Demostracion. Para cada a € A se tiene que
[ToS,a]=TolS,a]+[T,a]oS.

Noétese que [S, a] es de orden menor o igual am — 1y [T, a] es de orden menor o igual
que n — 1, luego el resultado se sigue por induccién en el grado de la composiciéon. [
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Bajo composicién o se tiene que Diffc(A) es una subdlgebra asociativa de End¢(A).
Adicionalmente, Diff(A) tiene estructura de Z-dlgebra. Més atin éste es un anillo filtrado
no conmutativo, cuya filtracién viene dada por el orden de los operadores diferenciales.
Explicitamente, la filtracién por el orden estd definida as{

F, Diffc(A) = {0}, sin < 0.

F,Diff¢(A) = {T € Diffc(A)|ordende T < n}.

La filtracién por el orden es creciente, i.e., F;,Diffc(A) C F,,41Diffc(A). Por otro lado, se
tiene que la filtracién por el orden es compatible con la estructura de dlgebra de Diffc(A),
es decir, para todo par de enteros n, m

F,Diffc(A) o F,,,Diffc(A) C F,,1,,Diffc(A).
Lema 2. La filtracion por el orden cumple las siguientes propiedades

1. FyDiff~(A) = A.
2. FiDiffc(A) = A® Derc(A).
3. [FuDiff(A), Fo,Diff o (A)] C Frym—1Diffc(A).

~— —

Demostracion. 1. Se sigue de End 4 (A4) = A.
2. Derc(A) C FyDiffc(A) yaque paraT € Derc(A) y a,b € A se sigue que

[T’ a(b) = T(a(b)) — a(T(b)) = T(a)b,

es decir el conmutador es igual a multiplicar por un elemento de A. Nétese que toda
T € Derc(A) cumple que T'(1) = 0, de lo cual se tiene que T'(a) = [T, a](1). Ahora
bien, si S € FDiffc(A) definaT = S — S(1) y se sigue que T'(a) = [T, a](1)
y T(ab) = [T,ab](1) = bT(a) + aT'(b). Luego S = T + S(1) donde T es una
derivaciéon y S(1) € A. La suma es directa ya que Derc(A) N A = {0}.

3. Por induccidén en n+m. En el caso base no hay nada que demostrar. El paso inductivo
se sigue de la siguiente igualdad (identidad de Jacobi)

[[T7 S}va} = [[T7 CLLS] + [Ta [Sv a’“

El anillo graduado asociado a la filtracién del orden en Diffc(A) estd dado por

GrDiffc(A) = €P (F,Diffc(A)/F,_1Diffc(A)) = € Gr, (Diffc(A)).

De la condicién (3) del lema 2 se tiene que GrDiffc(A) es un A-dlgebra conmutativa.
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Ejemplo 1. Considere A = C[X1,..., X,] el anillo de polinomios en n variables con
coeficientes en C. Se denota por D(n) = Diffc(C[X7, ..., X,]) el anillo de operadores
diferenciales. Definanse los simbolos 04, . . ., 0, mediante la regla 9;(X;) = d;; los cuales
se extienden a D(n) usando la regla de Leibniz. Se puede mostrar que el conjunto (9;)7_,
forma una base para Derc(C[X1, ..., X,]) como C[X}, ..., X,]-mddulo.

Ahora bien, considere dos conjuntos de indices finitos I = {iy,...,i,} y J =

{jla"'ajn}» ) ) ) ]
X=X X 97 =000,

denotan los productos finitos entre los operadores X; y 0;, 1 < 4, j < n. Por definicién se
tiene que X097 € D(n)y se puede mostrar que (X?97);, ; forman una base como espacio
vectorial sobre C. Es claro que el orden de X797 es menor o igual a |J| = Y., ji. En
general, para T = ngp Pr(Xy,...,X,)0" donde P;(X1,...,X,) € C[X1,...,X,],
su orden es menor o igual a p.

2.3. Elsimbolo de un operador diferencial

Seann > 1, T € F,Diff¢(A) y ay,...,a, € A. Considere la aplicacién o, (T) :
A™ — Diff¢(A) definida por

on(T)(ay,...;an) = [...[[T, a1], az), ..., an]-

Como el orden de T' es menor o igual que n, la aplicacién ¢, (7T") toma valores en
FyDiffc(A) = A.

Lema 3. La aplicacion c,,(T) es C-multilineal simétrica.

Demostracion. Nétese que para todo S € Diffc(A) y a,b € A se tiene que
[[S, al, 0] = [[5, 0], a],
de lo cual se sigue que
On(T) a1, . @iy i1y yn) = on(T) (A1, ooy Qi1 Qiy e e vy Q)
donde (aq,...,a,) € A™. O

Observacién 3. El orden de T es menor oigualan — 1 <= o, (T) = 0.

Para el caso A = C[X7, ..., X,,], el anillo graduado asociado GrD(n) tiene una des-
cripcién explicita en términos de generadores y relaciones. Para presentar tal descripcion,
se construird un isomorfismo de C-dlgebras denotado por Sym. La funcién Sym viene
inducida por un polinomio Symp( ) que se define a continuacién.

Sea T' € D(n) un operador diferencial de orden menor o igual a p.

= Sip <0, entonces T"= 0y Sym,(T) = 0.
= Sip=0,entonces T € C[X1,...,X,,] y Symy(T) =T.
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= Sip > 1, entonces Sym,(T') se construye de la siguiente forma. Para cada n-tupla
(&1,...,&,) €Cseale = 1 &X; € C[Xy,...,X,]. Ahora bien, considere la
aplicacién C" — C[X1, ..., X,] = FyD(n) dada por,

(€1, 6) s ]%UP(T)UE, AN

esta se corresponde a un polinomio en C[ X7, ..., X;,, &1, . . ., & ]. Definimos Sym,, (T)
como el polinomio asociado a la aplicacién anterior.

El polinomio Sym,,(T") se denomina el p-simbolo de T
Ejemplo 2. Explicitamente, para orden menor igual a p se tiene que,
2. Sym, (0;) = &;, yaque para f € C[Xq,...,X,], se tiene
(03, & X;51(f) = &(9: X5 — X;0:)(f)
= &(0i(X;f) — Xi0;(f)) = &dis [

3. De los ejemplos anteriores se tiene que si 7' = ZI I<p Pr(X)0!, entonces

Sym,(T) = > Pr(X)¢".

[I|<p

Lema 4. Si ord(T') < p entonces Sym,,(T) =0
Demostracion. Se sigue de la observacion 3. O

Por el lema 4 la aplicacién Sym,, factoriza por el anillo asociado graduado a la filtracién
dada por el orden,

Sym,, : Gr,D(n) — C[X1,..., X;,&1,. ., 60,
la cual induce la aplicacién
Sym : GrD(n) — C[X1,...,Xi, &1, -, &n)-

Lema 5. Sean T'y S dos operadores diferenciales de drdenes p y q respectivamente.
Entonces
Sym,, (T 0 S) = Sym,(T)Sym,(S)

p+q

Demostracion. Ver pagina 21 de [17]. O

En otras palabras del lema 5 se sigue que Sym es una aplicacion de C-algebras.
Adicionalmente, por el ejemplo 2, se tiene que Sym es sobreyectiva.
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Lema 6. Sym,(T) =0 <= ord(T) <n—1.
Demostracion. Por induccion en p. Ver pdgina 22 de [17]. O

Del lema 6 se tiene que la aplicacién Sym es inyectiva.

Teorema 1. La aplicacion Sym es un isomorfismo de C-dlgebras.

2.4. Mbodulos, soporte y variedad caracteristica

Debido a que D(n) es un anillo no conmutativo, a priori hay que distinguir entre la
categoria de D(n)-médulos a izquierda y a derecha. Para efectos de las definiciones que
se dardn en esta seccion, se trabajard con D(n)-médulos a izquierda.

Por un D(n)-médulo M se entenderd un grupo abeliano dotado de la estructura de
C[X3, ..., X,]-mddulo en el cual los simbolos 0; actiian como derivaciones en Endc (M).
En esta seccidn se introducird un tipo especial de D(n)-mddulos. Para esto se necesita
recordar algunas nociones de teoria de anillos.

Para cada € C" seam, = {f € C[Xy,...,X,]|f(z) = 0} el ideal maximal

de C[X3,...,X,] que consiste de funciones que se anulan en z. La localizacién de
C[Xy,...,X,] en m, se denotard por C[X}, ..., X,],. El ideal maximal de C[ X7y, ...,
X, ]« serd denotado por n, y ya que C[ X1, ..., X,]. es un anillo local regular tenemos

que n; = (My),.

Consideremos a M con su estructura de C[ X7, ..., X,,]-mddulo a izquierda. Para cada
x € C™ se denota por M, la localizacién de M en m,, es decir,

M, = My, = (C[X1,..., Xn] —my) "M 2 C[X1,..., Xu]o ®cx,,... x.] M.
Luego, el soporte de M estd dado por
Supp(M) = {x € C"*|M, # 0}.
Para un I ideal de C[X7, ..., X,,] denotaremos por V' (I) a la variedad de ceros del

ideal I, es decir, V(1) := {(x1,...,zy,) € C"|f(x1,...,2,) =0, paratoda f € I}.
Luego el soporte del D(n)-médulo M estd contenido en C™. Mds atin, como M es un
C[Xy, ..., X,]-mé6dulo se puede mostrar que

Supp(M) = V(Annc(y, .. x,](M))

donde Annc(x, . x, M = {f € C[X1,...,X,]| fm =0, Vm € M}. En particular, si
M es finitamente generado, entonces Supp(M) es un subconjunto cerrado de Zariski en
Ccn.

A cada T € D(n) la aplicacién Sym, (ver seccién 2.3), produce un polinomio en C2"
denotado por Sym/(T). Si M es D(n)-médulo generado por un ideal I = (Ty,...,T}) C
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D(n), entonces tiene sentido considerar la variedad V ({Sym(T")|T € I}), la cual llama-
mos variedad caracteristica. Esta variedad busca describir el espacio de soluciones del
sistema Tyu = ... = Tpu = 0 donde u € C[X1,..., X,]. En muchos casos ocurre que la
variedad caracteristica coincide con V (Sym(T1), . .., Sym(T%)), pero puede ocurrir que
ésta sea mds pequefia. Los D(n)-médulos para lo que la variedad es de dimensién minima
son de particular interés, ver seccion 4.1. El estudio de estos mddulos se encuentra en [9]
pagina 81.

En general, para un D(n)-médulo M, definimos su variedad caracteristica de la
siguiente manera. Supongamos que M admite una buena filtracién (ver pp. 10 de [17] para
la definicién) F'M que es compatible con la filtracion dada por el orden F'D(n) en D(n).
En particular, si M es un D(n)-médulo finitamente generado, entonces existe una buena
filtracion F'M, (ver pagina 10 de [17]).

El ideal caracteristico de M asociado a una buena filtraciéon F'M se define por el
radical del anulador de Gr (M) con respecto a GrD(n).

J(M) = / Annguo (Gr(M)).

Proposicion 1. J(M) no depende de la buena filtracion de M.
Demostracion. Ver pagina 15 de [2]. O

La variedad caracteristica de M estd definida por la variedad cortada por el ideal
J(M),
Ch(M) =V (J(M)).

Si se cumple que dim(Ch(M)) = n diremos que M es holondmico.
Ejemplo 3. C[Xy,..., X,] es un D(n)-médulo holonémico.
Ejemplo4. M = D(n)/I donde I = (Ty,...,T}) ideal de D(n), es un médulo holond-

mico.

2.5. Algebras de Lie

Un dlgebra de Lie es un C-espacio vectorial g dotado de una aplicacion bilineal
[, ]:9x%xg— g, llamada corchete de Lie, que cumple las siguientes condiciones:

= Antisimetria [X,Y] = —[Y, X, paratoda X, Y € g.
» Identidad de Jacobi [ X, [Y, Z]| = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]] paratodo X,Y, Z € g.

Ejemplo 5. = El espacio vectorial de las derivaciones C-lineales, Derc(A) para A
una C-dlgebra conmutativa, donde el corchete estd dado por el conmutador [¢, ] =
po —tpog.

= Las matrices n X n con el corchete dado por el conmutador [X,Y] = XY — Y X
para dos matrices X, Y. Este espacio se denota por gl,,(C) y es llamado dlgebra
lineal general.
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= El subespacio de gl,,(C) cuyas matrices tienen traza cero con el mismo corchete
de gl,,(C) es un dlgebra de Lie la cual se denota por sl,(C) y es llamada dlgebra
lineal especial. En el caso n = 2, una base para sly(C) estd formada por las matrices
FE = (8 (1)), F = <(1) 8), H = (é 01). Las reglas de conmutacién estan
dadapor [E,F|=H,[H,E] = 2F and [H, F] = —2F.

= Sea V un espacio vectorial sobre C. El espacio vectorial de transformaciones lineales
V — V, denotado gl(V), tiene estructura de dlgebra de Lie donde el corchete estd
dado por [f,g] = fog— go f. En particular, si V es de dimensién finita n, mediante
un isomorfismo V' 2 C” se tiene que gl(V') = gl,,(C), el cual es un isomorfismo
que depende de V' = C™.

Dadas dos élgebras de Lie (g1, [,]1) ¥ (92, [,]2) un morfismo ¢ : g3 — g2 de dlgebras
de Lie es una aplicacién lineal tal que ¢([X,Y]1) = [¢(X), ¢(Y)]2 paratodo X,Y € g;.
Se dice que I es un ideal de g si es un subespacio de g tal que [g, I] C I, es decir, I es
cerrado bajo el corchete de g. El kernel y la imagen de un morfismo de algebras de Lie
son ejemplos de ideales. Adicionalmente, un dlgebra de Lie g es simple si [g, g] # 0y sus
tnicos ideales son g y 0.

Una representacion de g es un morfismo de dlgebras de Lie p : g — gl(V). Se denota
la accién de g sobre V como X - v := p(X)(v), paratodo X € gy v € V. Note
que el corchete de dos elementos [X, Y] actda sobre V' mediante la regla [X,Y] - v =
X (Y v)=Y (X -v). Eneste caso se dice que V es un g-médulo o una representacién
de g. Los morfismos entre g-mdédulos se definen de la manera natural. La categoria de
g-modulos se denotard por g-Mod.

El dlgebra envolvente universal de g, denotada por U(g), se define como:
Ulg) =T(@)/(X@Y -YoX-[X,Y]|X,Y €g),

donde T'(g) es el dlgebra tensorial de g. Es importante notar que U (g) es una C-dlgebra
asociativa con unidad, noetheriana y sin divisores de cero. La filtracién del dlgebra tensorial
T(g) induce una filtracién en U(g) de tal forma que GrU(g) = S(g), donde S(g) es el
dlgebra simétrica de g; este isomorfismo recibe el nombre de Teorema PBW ([10], teorema
17.3). En particular el Teorema PBW implica que el conjunto de palabras de elementos de
g forma un conjunto de generadores para U(g), (una base PBW).

Ejemplo 6. Para sly(C), los elementos de la forma F*H7 E* forman una base PBW,
paratodos ¢, j, k € N.

Observacion 4. Cualquier g-médulo es un médulo para U(g) al extender la accién al
producto tensorial. Reciprocamente, todo médulo para U(g) es un médulo para g al
considerar la accién restricta a los elementos de g. Por lo tanto U(g)-Mod es equivalente a
g-Mod.

Para un algebra de Lie g la representacion adjunta estd dada por la aplicacién ad : g —
gl(g), donde paracada X € g,adx : g — gestalque adx (V) = [X,Y] paratoda ¥V € g.
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En. el caso particular de sl (C), la representacion adjunta en los elementos bésicos viene

0 -2 0 0 0 O 2 0 0
dadaporadg =0 0 1],adp=|-1 0 O0),adg=]0 0 O
0 0 O 0 2 0 0 0 -2

3. Haces y Variedades Algebraicas

En esta seccidn se presentan las definiciones basicas de variedades algebraicas y haces
definidos sobre estos espacios. Adicionalmente, se ejemplificardn en algunos casos las
definiciones presentadas en esta seccion. El contenido de esta seccidn estd inspirado en
[8, 14,2, 9].

3.1. Algunas observaciones en la teoria de haces sobre espacios

Sea X un espacio topoldgico. Denote por Op(X ) la categoria de los conjuntos abiertos
de X, i.e. la categoria cuyos objetos son los conjuntos abiertos de X y para cualesquiera
dos conjuntos abiertos U y V' de X existe un morfismode U aV siysélosiU C V. La
categorfa opuesta de Op(X) se denota Op(X)°.

Un prehaz? F sobre X con valores en una categoria C es un functor 7 : Op(X)° — C.
Explicitamente para todo U C X subconjunto abierto, (U ) es un objeto de C. Para cada
inclusién ¢ : U < V existe un morfismo “restriccion” F(i) = p¥; : F(V) — F(U).
Mds atin, para todo abierto U, pY = id F(u) Y para cualquier tripleta de abiertos U, V, W
tales que U C V C W se tiene que pfY = py; o pVY . Si la categoria C tiene objeto cero 0
entonces F (&) = 0.

Observacion 5. En este articulo la categoria C correspondera a alguna de las siguientes:
la categoria de conjuntos Sets, la categoria de grupos abelianos Ab, la categoria de anillos
Rings o la categoria de R-médulos R-Mod para un anillo R dependiendo del contexto.

Para cualquier abierto U C X los elementos de F(U) se llaman secciones locales
de F.Sit: U C V es una inclusién entre dos conjuntos abiertos de X y s € F(V), la
restriccion py; (s) se denota por s|;. Es usual denotar el conjunto de secciones locales
F(U) por T'(U, F). El functor T'(U, _) se llama functor de secciones locales. En el caso
U = X, el functor I'(X; _) es llamado functor de secciones globales de X .

En adelante se trabajard bajo el supuesto que C es una categoria en la cual existen
productos. Un prehaz F sobre X con valores en C es un haz, si para todo abierto U de X
y cualquier cubrimiento abierto {U;} de U el siguiente diagrama es un ecualizador en C:

FU) —1IL F () :>>qu FU; nU;)

En otras palabras, para todo abierto U C X y todo cubrimiento {U;} de U se tiene que
F' cumple las siguientes propiedades

2La palabra (pre)haz se utiliza como traduccién de la palabra francesa (pré)faisceaux o de la palabra inglesa
(pre)sheaf. Dependiendo de la escuela, en espafiol se utiliza la palabra (pre)gavilla como sinénimo de (pre)haz.
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1. Sis,t € F(U) son tales que s|y, = t|y, para toda ¢, entonces s = t.
2. Sis; € F(U;) es tal que s;
que s

U.nU; = 5j|u,nu; entonces existe (tnica) s € F(U) tal

U; = Si

Observacién 6. Si existe una seccién “cero” en F(U), por ejemplo C es Ab, entonces la
condicién (1) dice que toda seccién que es localmente la seccidn cero debe ser la seccion
cero.

Ejemplo 7. Sea X un espacio topoldgico, para todo abierto U C X se define C% (U) =
{f:U — R fescontinua }. Claramente C% es un prehaz y puesto que su naturaleza
es puramente local, se tiene que Cg( es un haz. Si X es una variedad suave, se define
C¥WU) = {f : U — R | fessuave}, y se tiene que la asignacién C¥ es un haz.
Similarmente, para X una variedad compleja, el haz de funciones holomorfas se define de
manera similar y para X una variedad algebraica (o esquema) se tiene el haz de funciones
regulares.

Ejemplo 8. Sea X un espacio topoldgico y sea A un grupo abeliano con la topologia
discreta. Defina A(U) = {f : U — A| f escontinua }. Entonces .4 es un haz llamado
haz localmente constante. Si U es conexo, A(U) = A, caso contrario es isomorfo a una
suma directa de copias de A.

Para cualesquiera dos haces F y G sobre X con valores en C, un morfismo ¢ : F — G
es una transformacion natural entre los functores F y G, i.e. para todo par de abiertos
UCVdeX,pU): FU)— G(U) es un morfismo en la categoria C para el cual el
siguiente diagrama conmuta:

Se denotard la categoria de prehaces sobre X con valores en C por PSh(X,C); si la
categoria C es clara en el contexto de trabajo, entonces sélo se escribird PSh(X), y se
denotard su subcategoria plena de haces como Sh(X). Cabe notar que si la categoria C
es abeliana, entonces la categoria Sh(X ') también lo es. En lo que sigue la categoria C se
supondra ser una categoria abeliana.

Se sigue que todo haz es un prehaz, es decir, existe el functor de olvido for : Sh(X) —
PSh(X). Sin embargo, no todo prehaz es un haz. Pero es sabido que el functor for cuenta
con un functor adjunto a izquierda i* : PSh(X) — Sh(X) el cual a cada prehaz F le
asocia un haz llamado “shedfification” i F. Al ser functores adjuntos se tiene el siguiente
isomorfismo de conjuntos

Hom pgp(x) (F, for(G)) = Homgpx) (i (F), G)

lo cual es equivalente a decir que para cualquier prehaz F, y cualquier haz G y morfismo
de prehaces ¢ : F — G = for(G), (note que G = for(G) como prehaz), existe tinico
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morfismo ¢ : it (F) — G tal que ¢» = p o nx, donde nr : F — T (F) es el morfismo de
adjuncién. Por 7T se denota el haz i+ (F) el cual admite una descripcién explicita dada
por

FrU)={s:U— Fo | s(z) € Fy
) { U | 5() Y tal que Vy € V se tiene que t, = s(y)

zeU

{VmeU,HVax,VCUthJ-'(V) }}

Todo morfismo de haces con valores en Ab define los siguientes prehaces asociados a
él. Suponga que ¢ : F — G es un morfismo de haces con valores en Ab.

= El kernel de : Para todo abierto U C X, (ker ¢)(U) = ker(p(U)).
= El cokernel de : Para todo abierto U C X, (coker ¢)(U) = coker(p(U)).
= Laimagen de ¢: Para dodo abierto U C X, (im ) (U) = im(p(U)).

Se puede mostrar que el kernel de ¢ es de hecho un haz, sin embargo, esto no ocurre
con los prehaces imagen y cokernel. Por lo tanto los haces imagen y cokernel de ¢ son las
“sheafificaciones” de estos prehaces y se denotan im ¢ y coker ¢ respectivamente.

Ya que uno de los objetivos de los haces es entender informacién local, es importante
definir gérmenes de secciones locales. Sea F un haz sobre X, el “stalk” sobre x € X estd
dado por

Fyp 1= lim F(U) = || FU)/ ~.
Usz zecU
Asi, el stalk F,. tiene por elementos clases de equivalencia [f, U] donde U es un abierto y
f € F(U).Dos clases [f,U] y [g, V] son equivalentes si existe abierto W C U NV tal
que f|lw = g|w. De lo cual se tiene que el germen de una seccién s € F(U) se define
como la imagen en el stalk s, € F,.

Dados dos haces F' y F sobre un espacio topoldgico X, F' es un subhaz de F si para
cualquier abierto U de X, 7'(U) es un subobjeto de F(U) y el morfismo restriccién de
F' se hereda de F.

Sean F, G y H haces sobre X y sean ¢ : F — Gy ¢ : G — H morfismos de haces,
entonces:

= (p es un monomorfismo si y sélo si ker ¢ = 0, i.e., ¢, es un monomorfismo en C.

= (p es un epimorfismo si y sélo siim ¢ = G, i.e., ¢, es un epimorfismo en C.

® P . .
= 0 F g H 0 es una sucesion exacta corta de haces si
y s6lo si ¢ es un monomorfismo, ¥ es un epimorfismo y ker¢ = im, i.e.,
P Y .
0 Fu G. Ho 0 es una sucesidn exacta corta en la ca-
tegoria C.

3.2. Variedades algebraicas

La idea intuitiva de una variedad afin corresponde al conjunto de ceros de un sistema
de ecuaciones polinomiales. Una variedad algebraica serd una variedad que admite un
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cubrimiento finito por variedades afines, es decir, es un espacio que localmente es el
conjunto de ceros de un sistema polinomial. Estos conjuntos de ceros no necesariamente
coinciden de un abierto a otro. En esta seccién se dardan algunas ideas bésicas sobre
variedades algebraicas. Por simplicidad el campo de base serdn los nimeros complejos, C.

Sea C[X1,..., X,] el anillo de polinomios en n variables. Considere un ideal I de
C[X1,...,Xy,] y defina el conjunto V(I) = {z € C" | f(z) =0, Vf € I}. V()
se llama conjunto algebraico. Como primeros ejemplos tenemos que V(0) = C™ y que
V(1) = (). Claramente, V' (I) C V(0) = C™ para todo ideal I del anillo de polinomios.

Los conjuntos algebraicos son cerrados bajo uniones finitas y bajo intersecciones
arbitrarias. Recuerde que V(0) = C" y V(1) = () son conjuntos algebraicos. Asi, los
conjuntos algebraicos forman una topologia (por conjuntos cerrados) de C™. Esta topologia
se llama la topologia de Zariski. Los abiertos bésicos de esta topologia se denotan por
D(f) =C"\ V(f), para f un polinomio.

Observacion 7. El espacio C” esta dotado de dos topologias, la topologia analitica y la
topologia de Zariski. Ya que el conjunto de ceros de un conjunto de polinomios es cerrado
en la topologia analitica, tenemos que la topologia analitica es mds fina que la topologia de
Zariski.

El espacio C™ con la topologia de Zariski, estd dotado de manera natural de una familia
distinguida de funciones, a saber, las funciones polinomiales. Estas funciones estdn en

correspondencia biyectiva con el anillo de polinomios C[ X1, ..., X,]. A un polinomio
visto como una funcién sobre C" lo llamaremos una funcién regular, y el conjunto de
funciones regulares de C™ se denotard por O~ (C") := C[X1,..., X,].

Las funciones regulares se pueden definir también para todo abierto (con la topologia
de Zariski) U de C™, el conjunto de tales funciones se denota por O¢n(U) y estd en
correspondencia con las funciones f : U — C tales que para cada V' C U abierto basico,
f|v es una funcién racional que no tiene polos en V. Se puede mostrar que la asignacién
U — Ogcn (U) para todo abierto de C™ es un haz de C-élgebras. El par (C", O¢» ) se llama
espacio afin n-dimensional.

Sea Y un conjunto cerrado irreducible del espacio afin C”, es decir Y no puede
ser expresado como la unién de dos subconjuntos cerrados propios. Oy (V') se define
como el conjunto de funciones regulares en Y, es decir, Oy (Y) = O (C™)/I(Y), donde
IY)={f €0-.(C") | f(y) =0Vy € Y} es el ideal que define a Y. Similarmente, se
puede definir un haz de C-algebras Oy asociado a la variedad Y.

Ahora bien, una variedad algebraica afin es un par (Y, Oy ) donde Y es un cerrado
irreducible del espacio afin C™ y Oy es el haz de funciones regulares. El par (Y, Oy )
se escribe simplemente como Y, teniendo presente que este espacio estd dotado del haz
estructural Oy .

Dadas dos variedades algebraicas afines X y Y, un morfismo ¢ : X — Y es una fun-
cién continua tal que para todo abierto U de X y toda funcién regular g € Oy (U) se tiene
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que go ¢ € Ox (¢~ 1(U)). El morfismo ¢ es un isomorfismo si ¢ es un homeomorfismo
y la asignacién en anillos de funciones regulares g — g o ¢ es un isomorfismo de anillos.

Decimos que un par (X, Ox), donde X es un espacio topolégico y Ox es un haz
de C-algebras sobre X, es una variedad algebraica si X admite una cubierta finita por
variedades algebraicas afines.

Observacion 8. Las variedades algebraicas seran separadas, intuitivamente esto significa
ser Hausdorff en el sentido usual.

Ejemplo 9. La linea proyectiva P! se define como el conjunto C LI {oo}, donde oo es un
simbolo, el punto al infinito. Equivalentemente, P* se define como el espacio de clases de
equivalencia de parejas (29, 1) de elementos de C? tales que x¢ # 0y x1 # 0, bajo la
relacion de equivalencia (zg, z1) ~ (Azg, Az1) con A € C\ {0}. La clase de equivalencia
de un punto en P! se denotara por [z : z1]. Las funciones regulares en los abiertos de P!
son localmente cocientes de polinomios homogéneos en dos variables del mismo grado.
Se puede mostrar que P! es una variedad algebraica la cual tiene cubierta Uy, U; donde
Ug=P —{[1,0]} =2CyU, =P —{[0,1]} =C.

Observacién 9. El haz de funciones regulares de P* se puede construir “pegando” los
haces de su cubierta afin.

3.3. Ox-modulos

Los haces que trabajaremos en el resto de estas notas tienen la estructura extra de
mddulo. Veremos su definicion, algunas propiedades y ejemplos de los mismos.

Suponga que (X, Ox ) una variedad algebraica y sea F un haz sobre X. Se dice que F
es un O x-mddulo si para todo abierto U de X se tienen que F(U) es un Ox (U)-médulo,
y sipara V. C U, V abierto, el morfismo restricciéon F(U) — F(V') es compatible con la
estructura de médulo via el morfirmo Ox (U) — Ox (V). Un Ox-médulo Z es un haz de
ideales si Z(U) es un ideal de O x (U) para todo abierto U de X .

Sean F y G dos O x-mdbdulos. Un morfismo ¢ : F — G de haces es un morfismo de
Ox-médulos si p(U) es un Ox (U)-homomorfismo. Un Ox-mddulo F se dice libre si
F = O%, paran € Z>o U {oo}. F se dice localmente libre si existe una cubierta {U; } de
X tal que F|y, es libre.

Sea X una variedad algebraica y F un O x-mddulo. Decimos que F es cuasi-coherente
si admite resolucion (’)g( — O)J( — F — 0, donde I y J son dos conjuntos indexantes
arbitrarios. Ademds F es coherente si los conjuntos I y J son finitos.

Observacion 10. En otras palabras, la definicion anterior es equivalente a la siguiente:
un haz F es cuasi-coherente si para todo abierto afin U el haz F|; es generado por un
Ox (U)-médulo My;. F es coherente si el médulo My es finitamente generado. Note que
el médulo depende del abierto que se escoja.

A continuacion se presentan dos ejemplos relevantes para el estudio de los D-mddulos,
a saber, el haz tangente y el haz de 1-formas diferenciales. Cabe mencionar que el haz
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tangente y el haz de 1-formas aparecen en geometria diferencial como fibrados vectoriales
naturales sobre X.

Ejemplo 10 (El haz tangente). Denote por End(Ox) el haz de endomorfismos lineales
del anillo Ox. Una seccién 6 € Endc(Ox)(X) se dice una derivacion si para todo abierto
U de X se tiene que 0|y € Derc(Ox(U)), donde Derc(Ox (U)) denota el espacio de
derivaciones lineales del anillos O x (U).

Denote por Tx (U) el conjunto de derivaciones sobre U. La asignacién U — Tx (U)
define un O x-mddulo el cual se denota por Tx. Dado que los médulos Derc(Ox (U))
son finitamente generados, el haz Tx es coherente.

Ejemplo 11. Sea X = C". Entonces Ox(X) = C[Xy,...,X,] y como se vié en el
ejemplo 1, Derc(C[X7, ..., X,]) estd generado por los simbolos 9, ..., 0, tales que
0;(X;) = d;; y extendidos por la regla de Leibniz. Para un abierto de X, las deriva-
ciones sobre tal abierto se corresponderdn con las restricciones de las derivaciones de
X.SiY C X una variedad afin cerrada, entonces Oy (Y) = C[Xy,..., X,]/IY) y
Derc(Oy(Y)) = {0 € Derc(C[Xy,...,X,]) | 0(I) C I}, es decir, Derc(Oy(Y))
estd generado por los generadores 0; tales que 9;(I(Y)) C I(Y).

Para poder definir el haz de formas diferenciales recuerde que dada una C-dlgebra A
entonces el A-mdédulo de 1-formas diferenciales 24 se define como el médulo libre
generado en los simbolos da para toda a € A sujeto a las relaciones d(a + a') =
da + dd', d(ad’) = (da)a’ + a(da) para todas a,a’ € Ay dc = 0 para toda ¢ € C.
En particular, si A = C[X7,..., X,] se tiene que Q4 es el médulo generado por los
simbolos dX7,...,dX,. Més atn se puede mostrar que d.X;(0;) = d;;, es decir, Q4 y
Derc(A) son duales como espacios vectoriales.

Ejemplo 12 (El haz de 1-formas). Para X una variedad algebraica y U un abierto afin
de X, Qo (1) denota el Ox (U)-médulo de 1-formas diferenciales del anillo Ox (U). La
asignacién U — Qo () = Qx (U) define un haz de O x-mddulos el cual se denota por
Q x . Por definicion este es un haz coherente.

Para cerrar esta seccidn, se define el tipo de variedades algebraicas con las cuales se
trabajard en el resto de estas notas. Este tipo de variedades permitirdn entender de manera
mucho mds concreta los objetos de interés, los D-mddulos.

Sea X una variedad algebraica y sea x € X. Recuerde que el stalk del haz Ox en el
punto z se denota por Ox .. Este es un anillo local con ideal maximal m,.. A este ideal
pertenecen todas (los gérmenes de) las funciones que se desvanecen en x. Se dice que
X es suave en el punto z € X si el anillo Ox , es un anillo local regular, es decir, si
la dimensi6n del espacio vectorial m,,/ mi coincide con la dimension de Krull de Ox ;.
Equivalentemente, si {1x , es libre de rango dimensién de Krull de Ox .. La dimensién
de X en el punto z se denota por dim,, X y es por definicién la dimensién de m,, /m2.

Una variedad algebraica es suave si lo es en cada punto € X. A una variedad suave
se le asocia un ndimero llamado dimension y denotado por dim X, que por definicién
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es dim, X para cualquier x € X. Como el campo base son los nimeros complejos,
entonces las variedades suaves consideradas con la topologia analitica tienen estructura de
variedades complejas. Ejemplos de variedades algebraicas suaves son el espacio afin y el
espacio proyectivo.

Teorema 2. Sea X una variedad algebraica suave de dimension n. Entonces para toda
x € X, existe un abierto afin V. > x y existen funciones regulares X; € Ox (V) y
0; € Tx(V) parai = 1,...,n que cumplen [0;,0;] = 0, 0;(X;) = d;; ¥y Tx|v =
@i=, Oxlv o

Demostracion. Ver teorema A.5.1 en [9]. O

Alsistema { X1, ..., Xp, 01, .., 0p} definido en una vecindad afin de un punto z € X
se le llamara sistema de coordenadas locales en x.

4. D-modulos

En esta seccidn se presentardn las definiciones del haz de operadores diferenciales
sobre una variedad algebraica suave y los D-mddulos sobre tal haz.

4.1. Definiciones

Sea X una variedad algebraica suave de dimensién n. El haz de operadores diferencia-
les sobre X, denotado por Dy, se define como el C-subhaz de Endg (Ox) generado por

OxyTx. En otras palabras, para todo abierto U de X el anillo Dx (U) estd generado por
simbolos {f,0 | f € Ox(U),0 € Tx(U)} sujetos a las relaciones:

— ~ —

« f0=710,fcOx(U),0 e Tx(U).
« 0,1 = 0(f). f € Ox(U). 0 € Tx (U).

Equivalentemente, el haz de operadores diferenciales sobre X se puede definir de la
siguiente forma. Para cualquier punto « € X considere {X;, 9;}"_; un sistema local de
coordenadas alrededor de « en U > z una vecindad abierta afin. Entonces,

Dxlv = @ Oxlvof ... 05"

aeN"™

donde o = (a1, ..., ).

Ejemplo 13. El dlgebra de funciones globales para X = C" es el anillo de polinomios en
n variables C[ X1, ..., X,,]. Como se vio previamente, Dc» = Diffc(C[X7, ..., X,]) =
D,,. Explicitamente, D,, = C[Xl, vy X, 81, ey 8n}/<XLX]—XJXZ, 81'8]'—(9]'8,', 0; X;
—Xiai —17i,j = 1,...,’[’L>.
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Ejemplo 14. Para C* = C \ {0}, se tiene que I'(C*, D¢+) = Clz,271,9]/([0, 2] = 1,
[0,271] = —272).

Ejemplo 15. Sea X = P! la linea proyectiva. Sean 0 = [1 : 0] y oo = [0 : 1] y considere
la cubierta de P! cuyos abiertos affnes son Uy = P!\ {oo} y U; = P!\ {0}. Identifique
Uy con C mediante el morfismo z : Uy — C, z([1,: 21]) — =1 e identifique U; con C
mediante el morfismo ¢ : Uy — C, z([xg : 1]) — 0. Note que Uy N U; = C*, donde z y
¢ se relacionan mediante la equacién z = 1/(.

Se sigue que I'(Uy, Dp1) = C[z,0]/([0, 2] = 1), T' (U1, Dpr) = C[¢, ¢ /{[0¢, €] = 1)
y T(Uy N UL, Dp) = Clz,274,0]/([0,2] = 1,[0,271] = —22). Los morfirmos de
restriccion estdn dados por z — z, 0 — 0 para el caso I'(Uy, Dp1) — I'(Ug N U1, Dp1) y
por ( — 271y 9 — —2?9 parael caso I'(Uy, Dp1) — I'(Uy N Uy, Dpr ).

Ahora bien, una seccién global s € T'(P*, Dp1) debe satisfacer que la restriccién a Uy,
s|u,» es de la forma 297 para algunas i, 7, y la restriccién a Uy, s|y, , es de la forma C"(’ﬂg”’
para algunas n, m y que ademds sobre Uy N U tales restricciones coincidan. Se sigue que
(P, Dp1) = span{l,2'0? |i < j+ 1, j > 0}. Mds atn, I'(P!, Dp: ) tiene base dada
por {—0, —220, 220}.

Observe que si E = —0, H = —220y F = 220, se tiene que [H, E] = 2E, [H,F] =
—2F y [E,F] = H, es decir, E, H y F cumplen las relaciones del dlgebra de Lie sl(C) y
por lo tanto se obtiene un morfismo sobreyectivo U (sl3(C)) — T'(P!, Dp1 ), cuyo kernel estd
generado por el elemento de Casimir C' = H? +2EF +2F E. Por lo tanto, U (sl5(C)) /(C) —
['(P, Dp1) es un isomorfismo.

Sea U un abierto en X y considere un operador T' € Dx (U). Se dird que T es de
orden menor o igual a p si para todo abierto afin V' C U se tiene que 7’|y es un operador
diferencial de orden menor o igual a p, (ver definicién 2.2). El orden definido sobre los
operadores diferenciales induce una filtracién creciente en Dx (U) que se denota por
FDx (U). Esta filtracién induce una filtracién en Dx denotada por FDy, de tal forma
que el haz graduado GrDx es un haz de anillos conmutativos tal que GroDx = Ox.

Por medio de esta filtracién se puede mostrar que D x es un haz cuasi-coherente de O x -
modulos tanto a izquierda como a derecha. Ademds los haces F},Dx son O x-coherentes y
por lo tanto Gr, D x es Ox-coherente. Como ya vimos en el caso de anillos (ver seccion
2), la filtracién de grado uno estd generada por el anillo y las derivaciones. En este caso se
tiene el resultado andlogo, es decir, F1Dx = Ox & Tx.

Cabe notar que el teorema 1 se puede globalizar de la siguiente forma. Sea X una
variedad algebraica suave, se puede construir una aplicacién simbolo como en el caso de
C-élgebras, de tal forma que GrDx es isomorfo como haz graduado al haz de funciones
regulares del espacio cotangente (ver [17]).

Decimos que un haz F de Ox-méddulos es un Dx-mddulo a izquierda, si para todo
abierto U de X, F(U) es un Dx (U)-médulo a izquierda para el cual las acciones son
compatibles con los morfismos de restriccion.
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Observacion 11. En otras palabras, una estructura de D x-médulo sobre un O x-médulo
F se corresponde con un morfismo Ox-lineal de dlgebras de Lie V : Tx — Endc(F),
§ — V. Es decir, un morfismo que cumple Vg = fVg, Vig, 9, = [Vo,, V2] y
Vo(fs) = fVo(s)+0(f)sparatoda f € Ox, 0,601,600 € Tx ys e F.

En el caso que F sea un Dx-mddulo localmente libre sobre Ox, diremos que el
morfismo V es una conexion plana para el fibrado vectorial asociado a F. En general,
esto no ocurre con regularidad pues los D x-mddulos son en su mayoria cuasi coherentes
sobre Ox. Por lo tanto, los D x-mddulos generalizan la idea de las conexiones planas para
cualquier rango.

Un caso particular donde se puede garantizar que un D x-mddulo sea localmente libre
es el siguiente: Si F es un Dx-médulo que ademds es Ox-coherente, entonces F es
localmente libre sobre Ox. Por lo tanto, se dice que un Dx-mddulo es una conexion
integrable o s6lamente una conexion si es O x -coherente.

Una clase de Dx-mddulos de particular importancia son los llamados holonomicos.
Estos Dx-mdédulos se pueden definir como se vio en la seccion 2.4 en términos de
variedades caracteristicas, pero ya que este tipo de variedades son un poco mas complicadas
de definir en el caso general, es suficiente decir que los mdédulos holonémicos son los
D x-mdbdulos que genéricamente son conexiones, es decir, son médulos para los cuales
existe un abierto denso en X tal que su restriccién a éste es una conexién. Los médulos
holonémicos forman una categoria abeliana y son de particular importancia en teoria de
representaciones.

4.2. Ejemplos

Presentaremos diferentes ejemplos que permitan ilustrar las ideas ya estudiadas de los
D-mébdulos. Para mayor profundidad véase [2], [17] y [9].

4.21. Ejemplo: El trivial

Dx es claramente un Dx-mddulo a izquierda y a derecha.

4.22. Ejemplo: Un poco menos trivial

El haz de funciones regulares sobre X, Ox, es un Dx-mdédulo a izquierda. La accién
de las funciones estd dada por multiplicacién y las derivadas actian derivando funciones
regulares. Mds atin, como X es una variedad suave, cuenta con un sistema de coorde-
nadas {X;,;}" ,, donde n = dim X. Entonces Ox = Dx/Dx(01,...,0,), donde
Dx(1,...,0,) eselideal generado por (01, ..., 0n).

4.23. Ejemplo: La “funcién” delta

Similar al ejemplo anterior, al considerar el ideal generado por X, ..., X,,, donde
estas son funciones regulares que generan un sistema de coordenadas para X, definase el
médulo A x como el cociente Dx /Dx (X1, ..., Xy). Si se denota la imagen de 1 en el
cociente como J, se sigue que este elemento satisface 0 - X; = O paratodai=1,...,n.
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Defina § en un punto z € X de la siguiente forma. Considere A, := C, ®0, Dx,
este modulo es generado por el simbolo §,, y cumple que . - f = f(x) para f una seccién
local de X.

4.24. Ejemplo: Formas diferenciales de orden superior - El D-médulo a derecha

Seawy := /\" Qx,donde n = dim X. wx es el ejemplo prototipico de D x-mdbdulo a
derecha. Las acciones estan dadas como sigue. Sean f € Ox, ( € Tx y a € wx, entonces
a- f:=faya-(:=—Liec(c), donde la anterior expresion denota la derivada de Lie.

Notese que en efecto la estructura estd bien definida. Sean ¢, (1, (2 € Tx, f, f1, fe €
OX yo e wyx,

» (- f1)- fo=(fia) - fa = folfi) = (fafi)a = (fifo)a = a- (fif2).
» (- f) (= —Liec(fa) = =((f)a — fLiec(a) = (a- () - f —a-((f)

" a [ClaCﬂ = _Lie[Cl,Q](O‘) = _(LieCl (Lieﬁz (a)) —Li@(Q (Lieﬁl (Oé))) = (a'gl)'
G—(a )G

= (- f)- = —Lieg(fa) = —Liege(a) = a- (fQ) = a-(f-()

Las anteriores relaciones se siguen por las propiedades de la derivada de Lie. En general
un mdédulo a izquierda se puede considerar como un mddulo a derecha tensorizando por el
modulo wx.

4.25. Ejemplo: Ecuaciones diferenciales

Sea X una variedad algebraica (analitica) suave de dimensién n y considere un operador
diferencial P. Localmente, para un abierto U de X el operador P se escribe como P =
>, 9107, donde g; € Ox(U), I = (i1,...,in) € N" es un multi-indice y 8/ =
8? -+ din . Se quiere solucionar la ecuacién P(f) = 0 para f en algin Dy -médulo F.
Note que la naturaleza de las soluciones que se quieran obtener apuntan a que haz F
escoger, por ejemplo, si queremos soluciones polinomiales el haz a escoger es F = Ox,
para el caso de soluciones analiticas tomamos el haz de funciones holomorfas.

Veamos cémo encontrar el conjunto de soluciones de nuestro sistema de ecuaciones
diferenciales. Consideremos un operador matricial P = [P;;] donde i = 1,...p, j =
1,...,qylos P;; son operadores diferenciales. Por tanto, las soluciones al sistema P f = 0
sondelaforma f = (fi,..., f,). Para encontrar estas soluciones del sistema de ecuaciones
Pf =0, considere el morfismo de Dx-médulos -P : D5 — D% definido como -P(u) =
uP. Considere ahora la sucesion exacta

donde Mp denota el cokernel del morfismo - P. Al aplicar el functor Homp, (_, F), ala
anterior sucesion exacta se obtiene
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0 — Homp, (Mp,F) — Homyp, (D%, F) i Homp, (D%, F)

Note que Homp,, (D%, F) = F" mediante el morfismo (¢ : D% — F) — {p(e;) }iy
para {e; }7_, la base canénica D’ como Dx-mddulo. Por tanto, la anterior sucesion se
transforma en

0 —— Homp, (Mp, F) — s Fi P

luego Homp, (Mp, F) ={f € F1| Pf =0}

En decir, el espacio Homp, (Mp, F) contiene todas las soluciones del sistema que per-
tenecen al Dx-mddulo F. Se dice que el médulo M p representa al sistema de ecuaciones
diferenciales.

4.26. Ejemplo: La exponencial

Sea X = Cysea\ € C.Defina Ey = Dx/Dx(0— \). Este médulo es generado por
la imagen del 1, (el generador de Dx como D x-mddulo), cuya imagen se denota en E
por el simbolo e*?. Es decir, E\ = Dxe??,y (0 — A)e** = 0. Nétese que 9e** = \eP?.

Ahora, como se vio en el ejemplo 4.25, el espacio Homp . (Ey, F) debe capturar la
informacién de las soluciones del operador P = 9 — A, que pertenecen al haz F. Si se
toma F = Ox, una solucién f que sea global debe cumplir que f € Ox(X) = Cl[z],
(0 — A)f = 0, 1a cual no existe. Considerando a X con la topologia usual y tomando F
como el haz de funciones holomorfas, se encontraria que existe una seccién global f tal
que (0 — A) f = 0; la funcién exponencial usual.

4.27. Ejemplo: La “funcién” z*

Sea X = Cysea A € C. Considere el médulo M) = Dx/Dx(z0 — A). Como
en el ejemplo anterior 4.26, a la imagen del 1 en Dx se denotard por z*. Asf se tiene
que M) = Dxz*. Ademés se cumple la ecuacién diferencial (20 — )\)z’\ =0, ie.,
202% = A2,

Adicionalmente, sobre M), se tiene lo siguiente. Defina el operador £ = z0 en Dx
y note que [E,z] = zy [E,0] = —0. Por lo tanto, se tiene que £z = z(E+ 1)y
EQ = 9(F — 1). Luego en el médulo M), z y O son vectores propios del operador E con
valores propios A+ 1 y A — 1 respectivamente. Es decir, se ha obtenido que Ez = z(A+1)
y EQ = 9(A—1). Por induccién en n se sigue que Ez™ = 2"(A+n)y EO™ = 0" (A—n).

Defina las siguientes acciones z - z* = 221, 9.2 = XAy B 2% = (\)2).
Si A ¢ Z, ninguna de las anteriores acciones se anula, por lo tanto, el médulo M) es

irreducible. Caso contrario si A € Z, existird una potencia de z que se anula y por tanto la
accion de O en este elemento se anula, asi el médulo serd reducible.

Los ejemplos 4.22, 4.23, 4.25, 4.26 y 4.27 son, ademas, ejemplos de médulos holonémicos.
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5. Aplicaciones

En esta seccion, se presentan dos de las aplicaciones mas célebres de la teoria de los
D-mddulos. La correspondencia de Riemman-Hilbert y el teorema de localizacién de
Beilinson y Bernstein.

La correspondencia de Riemann-Hilbert, en su forma original se pregunta sobre la
existencia de sistemas de ecuaciones diferenciales regulares, dada una representacién
del grupo fundamental de la variedad en la cual estd definido el sistema. En términos
mds generales, la correspondencia de Riemann-Hilbert afirma que conexiones singulares
regulares sobre una variedad fija estdn en correspondencia uno a uno con representaciones
de su grupo fundamental. En el libro [6], P. Deligne demuestra este teorema en el contexto
de haces y categorias derivadas. Una introduccién a este tema se puede encontrar en la
primera parte del libro [9] y en los capitulos 3 y 4 del libro [5].

La segunda aplicacidn, el teorema de localizacién de Beilinson y Bernstein, afirma que
toda representacion de un dlgebra de Lie semisimple se puede entender geométricamente
como un D-mddulo sobre la variedad bandera del dlgebra de Lie. Esta importante relacién
permiti6é demostrar las conjeturas de Kazhdan-Lusztig las cuales permiten identificar todos
los médulos simples que componen a un médulo de Verma, (un médulo indescomponible
de peso maximo), es decir, permiten conocer el caracter de cualquier representacion
irreducible en términos de los mddulos de Verma. Ademas de esto, este teorema did inicio
a la teorfa geométrica de representaciones. La demostracion de este teorema estd publicada
en el articulo [4]. Una introduccién compacta al tema se encuentra en las notas de D.
Gaitsgory “Geometric Representation Theory”, [T]. En la segunda parte del libro [9] se
encuentra el tema de manera comprensiva ademds de la demostracién de las conjeturas de
Kazhdan - Lusztig. En los articulos [15] y [16] se puede encontrar el planteamiento original
de las conjeturas de Kazhdan - Lusztig y su estudio utilizando geometria algebraica.

5.1. La correspondencia de Riemman-Hilbert

Sea X una variedad algebraica suave. En la seccién 4 se defini6 una conexion como
un Dx médulo que es Ox coherente. En particular, éstos médulos son Dx-mddulos
localmente libres de rango finito sobre Ox. La categoria de las conexiones sobre X se
denota por Conn(X).

Sea F € Conn(X). Es claro que la estructura de Dx-médulo de F es equivalente a
la existencia de un morfismo de dlgebras de Lie V : Tx — Endc(F). Por lo tanto, tiene
sentido considerar secciones s tales que Vy(s) = 0 para toda seccién del haz tangente 6.
Considere el haz £ definido por las secciones para las cuales la conexion se anula, es
decir, para U C X abierto, sea Lx(U) = {s € F(U) | Vo(s) =0Vl € Tx}. Se puede
mostrar que L£x es un haz localmente isomorfo a C, es decir, es un haz de C-espacios
vectoriales. Este tipo de haces se llaman sistemas locales. Reciprocamente, dado un sistema
local L, se puede construir una conexion como F, := Ox Q¢ L.

Con lo anterior se puede escribir una primera instancia de la correspondencia de
Riemman-Hilbert:
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Teorema 3 ([9], Corolario 5.3.10). La categoria de conexiones sobre X es equivalente a
la categoria de sistemas locales sobre X.

Existe una versiéon mucho mas sofisticada del teorema 3 el cual va mas alld de los
propésitos de estas notas. No sobra decir que este teorema es un primer resultado en el
estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales en dominios del plano complejo. La idea
es que dada una ecuacién diferencial es posible asociarle una matriz (Ilamada monodro-
mia) que permite medir la diferencia entre las soluciones locales y globales del sistema.
Adicionalmente, esta matriz corresponde con a una representacién del grupo fundamental
del dominio sobre el cual estd definido el sistema en cuestion. Esta representacion a su vez
se puede interpretar como un sistema local en el dominio de interés. La pregunta original,
el problema nimero 21 de Hilbert, es el siguiente. Dada una matriz de este tipo (i.e. de
monodromia) es siempre posible encontrar una ecuacion diferencial que realice tal matriz.
La respuesta fue afirmativa gracias al teorema 3.

5.2. El teorema de Localizacion de Beilinson y Bernstein

Como se vio en el ejemplo 15, ¢ : U(sl3(C))/(C) — T'(P!, Dp:1) es un isomorfismo
de algebras, donde C es el elemento de Casimir. Se puede mostrar que C' genera el centro
Z = Z(U(sl2(C)) del dlgebra envolvente U(slz(C)), por lo tanto el isomorfismo ¢ se
escribe asi U(sl5(C))/Z - U(sla(C)) — T'(P!, Dp1). Este isomorfismo se puede extender
a una versién mas general valido para cualquier dlgebra de Lie semisimple.

Sea g un édlgebra de Lie semisimple y sea U(g) el dlgebra envolvente de g. Se denota
por Z el centro de U(g). Sea X la variedad bandera de g, es decir, la variedad que tiene
como elementos todas las subélgebras de Borel de g. En particular para g = sl,(C),
X={F=0=V,cWVyC---CV,_1 CV,=C")| dimcV; = i}. Asi, para sl5(C),
X es el espacio de lineas en C2, es decir, X = PL.

Sea Dx el haz de operadores diferenciales en la variedad bandera X y I'(X, Dx) el
conjunto de secciones globales.

Teorema 4 ([7], Teorema 6.18). Existe un isomorfismo de dlgebras U(g)/Z - U(g) —
T'(X,Dx).

Mis atin, se puede demostrar que el functor I'(X, ) no tiene cohomologia en grado
superior y que todo D x-médulo F estd generado por las secciones globales. A partir de
estos resultados junto con el Teorema 4 se puede demostrar el siguiente:

Teorema 5 (Beilinson - Bernstein, [4]). La categoria de U(g)-mddulos con accion trivial
del centro (i.e. la categoria de U(g)/Z - U(g)-mddulos) es equivalente a la categoria de
Dx-mddulos que son O x -cuasi-coherentes.

Demostracion. (Idea de la demostracién.) El functor I'( X, _) tiene por adjunto a izquierda
el functor Loc( ) = Dx Qu(g)/z.U(g) (). Por lo tanto tenemos el morfismo de adjuncién
1u(g)/2-U(g)—mod = I'(X, ) o Loc. Ahora, para I, J dos conjuntos, considere N €
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U(g)/Z - U(g) — mod y la secuencia exacta (U(g)/Z - U(g))! — (U(g)/Z - U(g))’ —
N — 0. Entonces, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

U(@/2-U(9) ————— (U(9)/Z-U(g))’ N 0

! l

D(X, Loc((U(g)/Z - U(g))")) — T(X, Loc((U(9)/Z - U(g))”)) — (X, Loc(N)) — 0.

Por el teorema 4, T'(X, Loc((U(g)/Z - U(g))¥)) = I'(X, (Dx)X)) = (U(g)/Z -
U(g))X para K = I,J, asi I'(X, Loc(N)) = N. Analogamente, para M un Dx-médulo
se obtiene Loc(I'(X, M)) = M.

O

Agradecimientos

Los autores estdn muy agradecidos con el revisor del documento ya que sus correccio-
nes y sugerencias contribuyeron a mejorar de forma significativa el contenido y exposicién
del presente articulo.

Referencias
[1] Bernstein, Joseph, The analytic continuation of generalized functions with respect to
a parameter, Funktsional’nyi Analiz i ego Prilozheniya, 6(4), (1972), 26-40.
[2] Bernstein, Joseph, Lectures on D-modules, University Lecture, 1982-1983.

[3] Bernstein, I. N., The possibility of analytic continuation of f i for certain polynomials
f, Funkcional. Anal. i PriloZen, 2(1) (1968), 92-93.

[4] Beilinson, Alexandre and Bernstein, Joseph, Localisation de g-modules, C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math., (292)1, (1981), 15-18.

[5] Borel, A. and Grivel, P.-P. and Kaup, B. and Haefliger, A. and Malgrange, B. and
Ehlers, F., Algebraic D-modules, Perspectives in Mathematics, Vol. 2, Academic
Press, Inc., Boston, MA, (1987).

[6] Deligne, Pierre, Equations différentielles i points singuliers réguliers, Lecture Notes
in Mathematics, Vol. 163, Springer-Verlag, Berlin-New York, (1970).

[7] Gaitsgory, Dennis, Geometric Representation Theory, Class notes - Fall 2005, (2005).

[8] Hartshorne, Robin, Algebraic geometry, Graduate Texts in Mathematics, No. 52,
Springer-Verlag, New York-Heidelberg, (1977).

[9] Hotta, Ryoshi and Takeuchi, Kiyoshi and Tanisaki, Toshiyuki, D-modules, perverse
sheaves, and representation theory, Progress in Mathematics, Vol. 236, Birkhduser
Boston, Inc., Boston, MA. Translated from the 1995 Japanese edition by Takeuchi.
(2008).

[10] Humphreys, James E., Introduction to Lie algebras and representation theory, Gra-
duate Texts in Mathematics, Vol. 9, Springer-Verlag, New York-Berlin, (1978).



112

J. C. Arias y C. Rengifo. Introduccién a los D-médulos

(11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
(18]

[19]

(20]

Kashiwara, Masaki, Algebraic study of systems of partial differential equations, Mém.
Soc. Math. France (N.S.), (63), (1995), xiv+72.

Kashiwara, Masaki, D-modules and microlocal calculus, American Mathematical
Soc., (217), (2003).

Kashiwara, Masaki and Kawai, Takahiro and Kimura, Tatsuo, Foundations of Alge-
braic Analysis (PMS-37), Volume 37, Princeton University Press, (2017).

Kashiwara, Masaki and Schapira, Pierre, Sheaves on manifolds, Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences],
Vol. 292, Springer-Verlag, Berlin, (1994). With a chapter in French by Christian
Houzel, Corrected reprint of the 1990 original.

Kazhdan, David and Lusztig, George, Representations of Coxeter groups and Hecke
algebras, Invent. Math., 53(2), (1979), 165-184.

Kazhdan, David and Lusztig, George, Schubert varieties and Poincaré duality, Geo-
metry of the Laplace operator (Proc. Sympos. Pure Math., Univ. Hawaii, Honolulu,
Hawaii, 1979), Proc. Sympos. Pure Math., XXXVI, Amer. Math. Soc., Providence,
R.I., (1980), 185-203.

Milicié, Dragan, Lectures on Algebraic Theory of D-modules, University Lecture.

Sato, Mikio, Theory of hyperfunctions. I, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. I, (8), (1959),
139-193.

Sato, Mikio, Theory of hyperfunctions. II, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. I, (8), (1960),
387-437.

Sato, Mikio and Kawai, Takahiro and Kashiwara, Masaki, Microfunctions and pseudo-
differential equations, Hyperfunctions and pseudo-differential equations (Proc. Conf.,
Katata, 1971; dedicated to the memory of André Martineau), Lecture Notes in Math.,
Vol. 287, (1973), 265-529.

Recibido en julio de 2020. Aceptado para publicacién en julio de 2021.

JUAN CAMILO ARIAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

BOGOTA, COLOMBIA

e-mail: jc.ariasl47@uniandes.edu.co

CAMILO RENGIFO

FACULTAD DE INGENIERIA

UNIVERSIDAD DE LA SABANA

CHiA, COLOMBIA

e-mail: camilo.rengifo@unisabana.edu.co



	Introducción
	Nociones preliminares
	Generalidades
	Operadores diferenciales sobre A
	El símbolo de un operador diferencial
	Módulos, soporte y variedad característica
	Álgebras de Lie

	Haces y Variedades Algebraicas
	Algunas observaciones en la teoría de haces sobre espacios
	Variedades algebraicas
	OX-módulos

	D-módulos
	Definiciones
	Ejemplos
	Ejemplo: El trivial
	Ejemplo: Un poco menos trivial
	Ejemplo: La ``función'' delta
	Ejemplo: Formas diferenciales de orden superior - El D-módulo a derecha
	Ejemplo: Ecuaciones diferenciales
	Ejemplo: La exponencial
	Ejemplo: La ``función'' z


	Aplicaciones
	La correspondencia de Riemman - Hilbert
	El teorema de Localización de Beilinson y Bernstein


