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Construccién de 3-variedades y
cubiertas ramificadas
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ABSTRACT. In this expository paper we present in a “natural” way the J. M.
Montesinos method for constructing 3-manifolds. We start by considering some
examples in dimension 2 in order to understand how it works in dimension 3.
We also show the important role played by the monodromy and the path lifting
theorems in the construction of manifolds.
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RESUMEN. El objetivo principal de este articulo divulgativo es el de presen-
tar de forma “natural” el método desarrollado por J. M. Montesinos para la
construccién de 3-variedades. Mostraremos primero, mediante ejemplos, como
funciona el método en el caso mds sencillo de dimensién 2 (superficies), posibi-
litando asi un mejor entendimiento de lo que ocurre en dimensién 3. Resaltare-
mos la importancia del teorema de levantamiento de lazos en la construccién
de variedades, como también el papel que desempena la monodromia en tales
construcciones.
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1. Superficies

1.1. Clasificacién de superficies. Es bien conocido que una variedad
conexa, compacta y sin frontera de dimensién 2, es decir, una superficie ce-
rrada, es una esfera, una suma conexa de toros o una suma conexa de planos
proyectivos (ver [15] y [9]). En la literatura se pueden encontrar diferentes de-
mostraciones de este resultado, siendo una de las mas conocidas la que aparece
en Massey [9] (ver también [3]). El esquema de tal demostracién, consiste
en establecer que toda superficie cerrada se puede construir identificando (o
“pegando”) por parejas los lados de un poligono con un nimero par de lados.

Los poligonos de la Figura 1.1 representan distintas superficies. Las flechas y
letras que aparecen sobre los lados de los poligonos indican cémo se identifican
los lados.

Obsérvese que las Figuras 1.1 (b) y 1.1 (¢) muestran que una misma super-
ficie puede obtenerse de distintas maneras.
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(a) Esfera (b) Toro
foad i
e e e €
d>"f
g
(¢) Toro (d) Botella de Klein
Figura 1.1

Como consecuencia de la demostracién resulta también que si se tiene un
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nuimero cualquiera de poligonos con un nimero total de lados par, y si sus lados
se identifican por parejas, se obtiene una superficie cuyas componentes conexas
son cerradas. La Figura 1.2 muestra que un toro también puede obtenerse iden-
tificando convenientemente los lados de tres cuadrildteros. Observamos que al
hacer la identificacién, los 12 vértices originales se convierten en sélo tres.

Figura 1.2

1.2. Construcciéon de un toro a partir de una esfera. A continuacién
consideraremos la construccién del toro representada en la Figura 1.2 desde
un punto de vista diferente. Tomemos una esfera S? y sean x1,xs,x3 tres
puntos diferentes en S2. Sean a; (j = 1,2) trayectorias disjuntas en la esfera
tales que a; tenga punto inicial z; y punto final z;;;. Obtenemos una “linea
quebrada” @ con vértices en los puntos dados. Cortemos ahora la esfera a lo
largo de Q. En este sentido se dice que Q es el “complejo de fractura”. De esta
manera se obtiene un espacio S homeomorfo a un cuadrilatero, cuya frontera
es la duplicacién de todos los puntos del complejo de fractura Q excepto sus
extremos x1 y 3.

af
1 Z2
— +
a; S a,
X2 zs3
a,

Figura 1.3
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En la Figura 1.3 podemos visualizar el cuadrilatero S. Las flechas de los tramos
indican el sentido original del corte. Como los tramos a; aparecen duplicados
en S, denotamos con aj (resp. a;) al tramo que, al ser recorrido en el sentido
de la flecha de corte, el interior del cuadrildtero S se encuentra al lado derecho
(resp. al lado izquierdo).

Tomemos ahora tres réplicas Sy,S2 y Sz del cuadrildtero S. Con el fin de

distinguir los lados les colocaremos un segundo subindice.

+
ai;

1 2
ay; S; Qy;
x T3
as;

Figura 1.4

Si ahora pegamos los lados de estos cuadrildteros siguiendo la regla

+ ~

o -
ap; = Gp9, Qg1 = Qg3,
+ ~ = + ~
Q13 = Qq3, Q9 = Q9y,
+ o~ oo,
a3 = 0ay3, Qg3 = Ay, (1.1)

donde = significa “se pega a”, obtenemos un toro T'. Es decir, T = (U3_;S,) /.
Este toro lo visualizamos en la Figura 1.5. Salvo por los nombres de las aristas,
las Figuras 1.5 y 1.2 son las mismas.

— +
Qg2 Az
+ —
(O as
— +
Qg3 Qo3

Figura 1.5
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1.3. Levantamiento de Trayectorias y de Homotopias. Nuestro obje-
tivo inmediato es el de encontrar una relacién entre la regla de pegamiento
(1.1) y el grupo fundamental de S? — {z1,z2,23}. Con este fin, haremos un
paréntesis para recordar el concepto de cubierta y el teorema de levantamiento
de trayectorias.

Sean X , X espacios topoldgicos arcoconexos y localmente arcoconexos, f :
X — X una funcién continua y sobreyectiva tal que para todo x € X exista
una vecindad abierta U de z tal que f~'(U) = U;csV;, donde las V; son las
componentes (abiertas) arco conexas de f~1(U) y f|v; : Vi = U es un homeo-
morfismo. La funcién f se denomina una cubierta sobre X. Algunas veces
se dice también que X es una cubierta de X.

Intuitivamente, X es una cubierta de X si para todo z € X, una vecindad
suficientemente pequefia de x se repite en el espacio X tantas veces como el
cardinal de la preimagen de x.

Ejemplo 1.3.1. Si en la construccién del toro que hicimos a partir de la
esfera en la Seccién 1.2 consideramos la funcién cociente f, : S, = S? = (S/~)
(r =1,2,3) inducida por la composicién del homeomorfismo natural entre S,
y S con la funcién cociente S — S? = (S/~), podemos definir de manera
natural una funcién f : T — S%, donde T := (U3_,S,/~) v f := Us_,(fr/~),
de tal manera que la restriccién de f al conjunto 7' — f~1({x1, 72, 23}) sea una
cubierta sobre S? — {1, 2, 73}.

Uno de los teoremas bésicos ([9], pp. 151-52) de la teorfa de cubiertas sumi-
nistra importante informacién acerca de las preimagenes en X de trayectorias
en X.

1.3.2. Teorema de Levantamiento de Trayectorias y de Homotopias.
Sean f : X — X una cubierta, z € X y % € f ). Sia:I =X, I=[0,1],
es una trayectoria de X con origen en a(0) = z, existe una inica trayectoria
&:I— X cona(0) =% ytal que fod = a (se dice que & es el levantamiento
de o con origen en #). Ademds, si o es otra trayectoria de X homdtopa
a a (homotopia relativa a los extremos), los levantamientos de o y de a que
comiencen en un mismo punto & son también hométopos.

Intuitivamente, el teorema dice que si estamos parados en I, el cual es prei-
magen de un elemento z = a(0), hay una sola manera continua de desplazarse
en X de tal manera que en todo instante ¢ € [0,1] la posicién que se ocupe en
X sea preimagen del punto a(t).

Como un corolario de este teorema se obtiene que el nimero de preimagenes
de un punto cualquiera es constante para todo z € X. Basta conectar dos
puntos cualesquiera por una trayectoria, levantar ésta, y observar que se in-
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duce una biyeccién entre los conjuntos de preimagenes de los extremos de la
trayectoria. Este nimero se denomina grado de la cubierta. En el Ejemplo
1.3.1, el grado de la cubierta es 3.

En particular, al levantar un lazo basado en un punto * de X se induce
una permutacién en el conjunto f~!(x), preimagen de *. Ademé4s, dos lazos
hométopos inducen la misma permutacién. En efecto, si a : I — X es un lazo
basado en %,y @& : I — X es un levantamiento de a con origen en &(0) € f~1(x),
entonces (1) € f~1(x) (j& no tiene porqué ser un lazo!). En otras palabras,
dado un lazo a basado en * € X, existe una funcién p, : f~1(*) = f~1(x) tal
que, para todo Z € f1(x), pa(%) es el punto de llegada del levantamiento de «
que comienza en Z. Esta funcién es biyectiva, ya que su inversa es p,-1, donde
a1 es el lazo inverso del lazo a.

Como lazos hométopos inducen la misma permutacién, denotaremos con la
misma, letra un lazo y su clase de homotopfa.

Figura 1.6

No es dificil probar que si a8 es el producto de las curvas a y 8 entonces
Paf = PaPp = Pp © Pa. Bs decir, la funcién p : m (X, *) = Zs-1(,), definida
por a — p,, es una representacion (i.e., un homomorfismo) natural del grupo
fundamental 7 (X, ) de X en el grupo ¥ -1,y de las permutaciones de f~1(x).
La representacién p : m1 (X, *) = X;-1(,) es la llamada monodromia de la
cubierta f (ver [15], p. 258). La existencia de esta representacién tiene impli-
caciones inmediatas de orden préctico cuando se quiere construir superficies.
En efecto, esta representacién relaciona la regla de pegamiento (1.1) con el
grupo fundamental de la esfera perforada en los puntos {z1,z2,23}.
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Sean a;, s dos lazos en S? basados en un punto * € S%2—{z1, 72, z3}y sea Q
como en la Seccién 1.2. Supongamos que ag, s estdn dispuestos de tal modo
que a1 le dé una vuelta al punto z; (en sentido contrario a las manecillas del
reloj) cortando una tnica vez a Q sobre a, y que as dé una vuelta (en sentido
contrario a las manecillas del reloj) simultdneamente a z1 y a x2, cortando
una sola vez a Q sobre as (ver Figura 1.6). Es entonces claro que a; y as
generan libremente al grupo fundamental de S? — {x1, 2,23} y que estén en
correspondencia biunivoca con los lados a; y as del complejo de fractura Q.

Volvamos ahora a la regla de pegamiento (1.1). Si observamos los segundos
subindices, vemos que al lado a; (o a su lazo asociado a;) le corresponde la
permutacién (123) y al lado as (0 a az), 1a (132). Esto define una representacién
p:m(S? — {z1,72,73},%) = X3 tal que po, = (123) y pa, = (132), y ésta es
justamente la monodromia de la cubierta del Ejemplo 1.3.1.

Reciprocamente, una representacion cualquiera o — p, del grupo funda-
mental de la esfera perforada S? — {1, 22,73} en el grupo simétrico X3 define
una regla de pegamiento del siguiente modo: si p,; es la permutacién asignada

al lazo a;, el lado a;“i perteneciente a la copia S; se pegard al lado @ (i) de la
g

copia Spaj (i)- Al aplicar esta regla a los lados de las copias S, (r = 1,2,3) del
cuadrildtero S se obtiene una nueva superficie, la cual es cerrada y orientable
por la forma en que pegamos los lados: jnunca estamos pegando lados con el
mismo signo! Ademas, esta superficie es conexa si y sélo si la representacion
a — p, es transitiva.

En la tabla siguiente se reunen superficies obtenidas con diferentes repre-
sentaciones del grupo w1 (S? — {x1, 2, 23}) en el grupo simétrico X3.

Representacion Superficie
ag + (1)(2)(3); a0 — (123) Esfera
a1 — (123); a5 — (12)(3) Esfera
a1 — (123); an — (132) Toro
ag — (1)(2)(3); a2 — (12)(3) 2 Esferas disjuntas
a1 — (1)(2)(3); a2 = (1)(2)(3) | 3 Esferas disjuntas

Tabla 1

Describimos a continuacién la generalizacién de la construccién hecha en la
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Seccién 1.2., la cual no es més que el método de Montesinos para construir
cubiertas, visualizado en dimensién 2. Sean {z1,z2,---,Zr}, k puntos sobre
la esfera S?. Trazando trayectorias disjuntas a;, j = 1,---,k — 1, tales que
a; comience en z; y termine en x;;q, obtenemos una “linea quebrada” Q.
Cortando la esfera a lo largo del complejo de fractura Q, se obtiene un espacio
homeomorfo a un poligono con un nimero 2(k—1) de lados, que denotamos con
S. Sean S1,8,---, Sy, n copias de S. Denotamos con f, : S, = (S/~), (r =
1,---,n) las funciones cocientes naturales que surgen de la replicacién de S y
del corte de S2. Sea * un punto en S? diferente de los k puntos seleccionados.
Definimos el lazo o (j = 1,--- ,k — 1), basado en %, como aquel que rodea
simultdneamente los puntos x1, - - - , z; en sentido contrario a las manecillas del
reloj y atravieza una sola vez el complejo de fractura Q en a; (Figura 1.7).
Asi pues, el conjunto A := {a;/j = 1,--- ,k — 1} genera libremente al grupo
fundamental 71 (S? — {z1,- -+ ,zx}).

Ahora, cualquier funcién del conjunto A de generadores (libres) en el grupo
simétrico ¥,, induce una representacién (a — p,) del grupo m (S? —{zy,---,
z }) en el grupo X, de las permutaciones de n elementos. Teniendo en cuenta
esta representacién, podemos proceder a pegar los lados de los poligonos S,
siguiendo la regla siguiente: el lado aji situado en la copia S; se pega con

el lado aj;aj @) situado en la copia Spaj @ @G=1-,k—1lei=1,---,n).
Adema3s, estos pegamientos se hacen teniendo el cuidado de identificar puntos
que eran correspondientes en S antes del corte. Esta forma de pegar los lados
garantiza que la superficie obtenida es cerrada y orientable.

De esta manera, si X = (U,.S,/~) es el espacio obtenido al hacer estos
pegamientos y S? = (S/~) es la esfera antes del corte, entonces la funcién
f: X — 52 definida por f(z) = f,(%) (para & € S,), al restringirla a X —
f1({z1, - , w1}, es una cubierta sobre la esfera S? —{z1,-- -,z } de grado n.
Recordamos ademds que los lazos a; (i =1,--- ,k — 1) atraviezan el complejo
de fractura Q una sola vez. Esta condicién garantiza que la monodromia de la
cubierta,

fl()?ff—l({m,---,u})) 3)? - fﬁl({mla"' :xk}) - 8% - {$1a"' ,:Ek},

es justamente la representacién a — pg.

Es natural preguntarnos aqui : ;Qué informacion guardan las permutaciones
asociadas a los lazos o que nos permite dar una regla de pegamiento?

Es aqui donde el teorema de levantamiento de lazos juega su papel préctico.
En efecto, si levantamos «;, para que el levantamiento tenga su punto inicial
en la copia S;, el punto donde termina deberd estar situado en la copia Spaj (i)

y como este levantamiento corta un tnico lado una sola vez (ya que a; corta



