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Introduction to noncommutative topology
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RESUMEN. En estas notas introducimos la idea de estudiar espacios topolégicos por
medio del estudio de algebras de funciones continuas definidas en tales espacios. Esto
nos lleva naturalmente al estudio de dlgebras de Banach conmutativas y la transformada
de Gelfand, seguido por C*-dlgebras conmutativas y el teorema de Gelfand-Naimark.
Esto sirve como la base para el estudio de espacios topoldgicos no conmutativos a través
de C*-dlgebras no conmutativas.
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ABSTRACT. In these notes we introduce the idea of studying topological spaces by
studying algebras of continuous functions on such spaces. This leads us naturally
to the study of commutative Banach algebras and the Gelfand transform, followed
by commutative C*-algebras and the Gelfand-Naimark theorem. This serves as the
foundation for the study of noncommutative topological spaces through noncommutative
C™-algebras.
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1. Funciones continuas en espacios topologicos

La idea detras de la topologia o geometria no conmutativa es generalizar el estudio de
espacios topolégicos y geométricos ordinarios a través del estudio de objetos algebraicos
que codifican informacién topoldgica y geométrica. Para entender como se hace esto,
debemos poder asociar a un espacio ordinario un objeto algebraico que captura todas sus
propiedades importantes. Consideremos la siguiente pregunta.

1.1 Pregunta. ;Qué nos pueden decir las funciones continuas respecto a los espacios
topoldgicos sobre los cuales estdn definidas?

Por una funcion continua f en un espacio topolégico X queremos decir una aplicacion
continua

f:X—-C

donde el conjunto de los niimeros complejos C tiene dada la topologia usual (euclideana)

definida por la norma
|2] = V2z2 = /22 + 12

donde z = = — iy es el conjugado complejo de z = x + iy, z,y € R. Es decir, para cada
disco abierto

D={zeC||z—w|<r},
la imagen inversa
f7H(D)={pe X| f(p) € D}
es un conjunto abierto en X .

iRecuerde la igualdad |z| = /22! Estard de vuelta. Referimos al lector a [3] para todas
las cuestiones de la topologia general.

1.2 Definicién. Una funcién continua f : X — C se anula en el infinito si para cada
€ > 0 existe un conjunto compacto K C X tal que |f(p)| < ecuandop € X\K (p € X

yp ¢ K).

1.3 Ejemplos. (a) Si X es compacto, entonces una funcién continua en X debe ser
acotada y ademads se anula en infinito. En general, cualquier funcién continua que se
anula en infinito debe ser acotada.

(b) Si X = R (con la topologia usual), entonces en el idioma de limites, f se anula en el
infinito si y solo si

Jim f(p) = lm f(p)=0.
(c) Si X = C (con la topologia usual) y C* = C U {oo} = S? denota la esfera de
Riemann, entonces f se anula en el infinito si y solo si f se puede extender a una
funcién continua f* : C* — C tal que f(c0) = 0.
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(d) El ejemplo anterior se puede generalizar del siguiente modo. Dado un espacio
topoldgico (X, T) (T es la topologia en X), podemos definir

X" =XU{o0}, 0 ¢ X,

T =T U{(X\K)U{oo}| K C Xy K es compacto}.

El punto oo se llama el punto en el infinito en X *. La inclusion X — X* es una
aplicacion continua y abierta, y X es denso en X * si y solo si X no es compacto (co
es un punto aislado de X* si X es compacto). El espacio (X*,7™*) es un espacio
topolégico compacto, se llama la compactificacion de un punto (o compactificacion
de Alexandroff) de (X,T). Una funcién continua en X se anula en el infinito si y
solo si f se puede extender a una funcién continua f* en X* tal que f*(oc0) = 0.

1.4 Problema. Sea X un espacio topoldgico. Demuestre que:

(a) Cada funcion constante en X es continua.
(b) X es compacto siy solo si cada funcién constante en X se anula en infinito.

(c) X esconexo siy solo si cada funcién continua no constante en X tiene rango infinito.

A fin de usar las funciones para estudiar los espacios topoldgicos, aprovechamos
el hecho de que las funciones poseen una estructura algebraica que es inducida por la
estructura algebraica de los nimeros complejos.

1.5 Definicion. Dadas funciones fy gen X, p € X,y a € C, definimos:

i. (f+9)p)=f(p)+g(p).
ii. (fg)(p) = f(p)g(p) -
iii. (af)(p) = af(p)
1.6 Problema. Demuestre que
(a) Si fy g son continuas, entonces también lo son f + g, fg,y a.f.

(b) Si fy g son acotadas, entonces también lo son f + g, fg,y af.

(c) Si fy g se anulan en infinito, entonces también lo hacen f + g, fg,y af.
Tenemos la siguiente reformulacidén algebraica del problema 1.4.

1.7 Problema. Demuestre que:

(a) X es compacto si y solo si existe una funcién continua f en X que se anula en
infinito tal que fg = g para todas funciones g definidas en X.

(b) X es conexo si y solo si no existe una funcién no constante continua f en X tal que
2 = f (donde f? significa f f).
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El problema 1.6 describe conjuntos de funciones en X que son estables con respecto a
ciertas operaciones algebraicas. Ademds, queremos que estos conjuntos de funciones estén
cerrados bajo de operaciones analiticas tal como la convergencia de sucesiones. Si (f,),
n € N, es una sucesién de funciones en X, solo saber que ( f,,) converge puntualmente en
X, es decir la sucesién de los nimeros complejos (f,,(p)) converge para todo p € X, no
sirve mucho. Por ejemplo, no es cierto que si (f,,) es una sucesion de funciones continuas
que converge puntualmente a f, ésta dltima es continua a su vez. Necesitamos una forma
de convergencia mds fuerte.

1.8 Definicion. Una sucesién de funciones (f,,), n € N, en X converge uniformemente
a una funcién f en X (escribimos f, — f uniformemente) si para cada ¢ > 0, existe
no € Ntal que | f,,(p) — f(p)| < € para cada p € X cuando n > ny.

1.9 Problema. Suponga que f,, — f uniformemente.

(a) Si f, es acotada para todo n, entonces f es acotada.
(b) Si f, es continua para todo n, entonces f es continua.

(c) Si f, se anula en infinito para todo n, entonces f se anula en infinito.

Los conjuntos de funciones que nos interesan poseen estructura, en el sentido algebraico
del término. Esto motiva la definicién a continuacion.

1.10 Definicion. Un digebra (compleja y asociativa) es un espacio vectorial complejo con
un producto asociativo y bilineal
AxA— A,

(z,y) — xy

Note que en particular, A es un anillo. El algebra A es conmutativa si el producto es
conmutativo, es decir xy = yx paratodos z,y € A. A es unitariasiexiste 1 € A (14 sies
necesario ser mds preciso), 1 # 0, tal que 1z = x1 para todo z € A. Un elemento x € A
es invertible (en A) si existe y € A tal que zy = yx = 1. En este caso y es Gnico y sélo
depende de x, usualmente lo denotamos por 1. Un elemento = € A es (un) idempotente
2 = 7 (donde z? significa zx). Por ejemplo, 0 y 1 son idempotentes en cualquier
algebra unitaria, se llaman idempotentes triviales.

six

1.11 Ejemplos.

(a) El édlgebra M, (C) consiste de todas las matrices complejas n x n. Es conmutativa si
y solo si n = 1. Identificamos a M7 (C) con C. Es unitaria y contiene idempotentes
no triviales si y solo si n > 1.

(b) Eldlgebra L(V) que consiste de todas las aplicaciones lineales V' — V donde V" es
un espacio vectorial complejo. El producto es la composicién de aplicaciones y no es
conmutativa a menos que V' sea de dimension 1.

1.12 Definicion. Sean A y B élgebras. Una aplicacién ¢ : A — B es un homomorfismo
(de dlgebras) si ¢ es lineal y ¢(xy) = ¢(x)¢(y) para todos z,y € A. Si Ay B son
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unitarias, pedimos ademds que ¢(14) = 15. Si ¢ es biyectiva, ¢ es un isomorfismo (de
dlgebras). Si existe tal isomorfismo, decimos que A 'y B son isomorfas (como dlgebras), y
escribimos A = B. Esta es una relacion de equivalencia entre algebras.

1.13 Ejemplo. V es un espacio vectorial complejo de dimensién n € N si y solo si
L(V) = My(C).

1.14 Definicion. Sea A un édlgebra. Un subespacio B C A tal que xy € B cuando
x,y € B esuna subdlgebra de A. Si adicionalmente xy, yr € B cuandox € Ayy € B,
B es un ideal (bildtero) de A.

Una subdlgebra es en si misma un dlgebra. El subespacio trivial {0} y A son ideales
de A. Si éstos son los tnicos ideales de A entonces decimos que A es simple.

1.15 Problema. L(V) es simple si y solo si dim(V') es finita.

Abhora llegamos al tipo de dlgebra que es el mas importante para nuestros propdsitos.

1.16 Ejemplo. El dlgebra C* que consiste de todas las funciones (no necesariamente
continuas) X — C donde X es cualquier conjunto no vacio. Es conmutativa y unitaria. Si
X es un espacio topoldgico, el dlgebra C'(X) que consiste de todas las funciones continuas
en X es un subdlgebra unitaria de C*, y C,(X), que consiste de todas las funciones
continuas y acotadas en X, es una subdlgebra unitaria de C'(X). El conjunto Cy(X) que
consiste de todas las funciones continuas que se anulan en infinito es una subdlgebra y un
ideal de C'(X). Segtn el problema 1.7, tenemos que:

Co(X) es unitaria si y solo si X es compacto.

1.
2. C(X) (o Cp(X)) tiene idempotentes no triviales si y solo si X es conexo.

De esta manera la estructura de tales dlgebras nos puede decir algo sobre la topologia
de X. Terminamos esta seccién con una reformulacién de la pregunta 1.1.

1.17 Pregunta. ;Bajo qué circunstancias tales dlgebras nos pueden decir todo sobre la
topologia de X ? Por ejemplo, ;cudndo tenemos que Co(X) es isomorfo a Cy(Y') si 'y solo
si X es homeomorfoaY ?

La direccién “si” es verdad en general, pero la direccién “solo si”” no lo es, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

1.18 Ejemplo. Si X es cualquier conjunto con la topologia trivial donde solo X y el
conjunto vacio son abiertos, entonces C(X) = Cy(X) = C.

2. Algebras de Banach

Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado, en el cual
||z|| denota la norma de x, que es un espacio métrico completo con respecto a la métrica d
definida por

d(z,y) = ||z = yl|-
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2.1 Definicion. Un digebra de Banach es un espacio de Banach A que también es un
dlgebra tal que

[lzy[] < fl] - llyll

para todo z,y € A. Si A es unitaria, suponemos que |[14|| = 1. (Si ||14]| # 1, entonces
existe una norma equivalente en A con la propiedad deseada). Una subalgebra cerrada de
un dlgebra de Banach se llama una subdlgebra de Banach de A 'y es un dlgebra de Banach.

Muchos de los ejemplos de dlgebras que ya vimos en la seccion anterior son ejemplos
de algebras de Banach.

2.2 Ejemplos.
(a) M, (C) es un dlgebra de Banach con la norma de matriz

|M]|mar = max{|[Mz|| | z € C", ||2[| = 1}

(b) Si V' y W son espacios vectoriales normados, entonces un operador lineal 7' : V' —
W es continuo si y solo si 7" es acotado, es decir la imagen de cualquier conjunto
acotado en V' es a su vez un conjunto acotado en W. Tenemos la norma operador de
T dada por

I Tlop = sup{[|T(2)[[ |z € V}||z]| = 1} = mf{c € R [|T(2)]| < ¢f[z[| vz € V}.

Los conjuntos descritos son espacios de Banach. Si V' es un espacio de Banach, el
dlgebra B(V') que consiste de todos los operadores lineales y acotados V' — V es un
dlgebra de Banach (el producto es la composicion de aplicaciones). Si la dimensién
de V es n € N, entonces existe un isomorfismo de édlgebras ¢ : B(V) — M,,(C)
que también es una isometria, es decir ||¢(T")||mat = ||T||op para todo T' € B(V).

(c) El espacio vectorial I!(Z) consiste de todas las funciones (o sucesiones) = : Z — C,
n > T, tal que lasuma > - |x,| es finita. En este caso definimos la norma /*
[|z||1 como esta suma, y definimos el producto de convolucion x * y como

LS
(l‘ * y)k = Z TnYk—n-

Esta operacién define un producto en /*(Z) (la suma de arriba converge absolutamen-
te), que hace de ['(Z) un dlgebra de Banach.
(d) De manera similar definimos L!(R) reemplazando Z por R, la sucesién x por una

funcién Lebesgue medible f : R — C, y lasuma > 2 |z, | por la integral (de

n=—oo

Lebesgue) fR | |. El producto de convolucién toma la forma

(fxg)(t) = /Rf(S)g(t — 5)ds.

L' (R) es un dlgebra de Banach conmutativa y no unitaria.
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2.3 Problema. Verifique que I*(Z) y L'(R) son dlgebras de Banach conmutativas, I*(Z)
es unitaria, mientras L!(R) no es unitaria.

2.4 Comentario. Los dos ejemplos anteriores se pueden generalizar a cualquier grupo
topolégico G que es Hausdorff y localmente compacto. Obtenemos asi un dlgebra de
Banach L!(G), la cual es conmutativa si y solo si G es abeliano y unitaria si y solo si G es
discreto.

2.5 Ejemplos.

(a)

(b)

(©

Si X es cualquier conjunto no vacio, el conjunto (Cg( que consiste de todas la
funciones acotadas X — C es un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria con la
norma

A1l = supf{|f(p)| | p € X}

Observamos que una sucesioén de funciones acotadas en X converge uniformemente
si y solo si converge con respecto a esta norma. La demostracién de que C;¥ es
completo utiliza el problema 1.9 (a).

Si X es cualquier espacio de medida, L>°(X) consiste de todas las clases de equi-
valencia de funciones (dos funciones son equivalentes cuando son iguales en un
conjunto cuyo complemento tiene medida cero) esencialmente acotadas en X (el
conjunto de nimeros M descrito abajo no es vacio) con la norma

[I[/1l] = mf{M € R||f(p)| < M para todo p en un subconjunto de X

cuyo complemento en X tiene medida cero}.

L>°(X) es un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria (y se identifica con C;
cuando X tiene la medida de conteo, es decir la medida que indica el nimero de
elementos que contiene un conjunto).

Si X es cualquier espacio topoldgico, el conjunto Cy,(X) que consiste de todas las
funciones continuas y acotadas en X es un subélgebra de Banach unitaria de C¥.
El conjunto Cy(X) que consiste de todas las funciones continuas que se anulan
en infinito es un subélgebra de Banach de C,(X) y, como hemos visto, es unitaria
si y solo si X es compacto, en cuyo caso Co(X) es el dlgebra C(X) de todas las
funciones continuas en X. Las dlgebras estén topolégicamente cerradas en CiX (y
por lo tanto completas) por el problema 1.9 (b) y (c).

2.6 Definicion. Sea A un dlgebra de Banach unitaria. Si A € C, denotamos A\14 € A
simplemente por A. Dado x € A, definimos el espectro de x como

o(z) = {X € C |z — Anoes invertible en A}.

2.7 Ejemplos.

(a)

Para x € M, (C), o(x) consiste de todos los valores propios de z. Esto no es
necesariamente verdad para x € B(V') cuando dim(V') es infinito.
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(b) Para f € Cyp(X) (y mds generalmente en C,(X) o C;¥), f es invertible si y solo si
f(p) # 0 para todo p € X,y por lo tanto

a(f)y={reC| f(p) = X paraalginp € X},
es decir el espectro de f es su rango.

En este punto requerimos algunos resultados fundamentales del anélisis funcional. Si
V' es un espacio vectorial normado, tenemos el espacio vectorial dual V* que consiste
de todas las funcionales lineales acotadas (o continuas) V' — C, que en si mismo es un
espacio vectorial normado.

2.8 Teorema (Hahn-Banach). [5, Teorema 1.4.2] Si V' es un espacio vectorial normado,
entonces V* separa los puntos de V, en el sentido de que si v,w € V, v # w, entonces

existe ¢ € V* tal que p(v) # Pp(w).

2.9 Teorema (Principio de acotacién uniforme). [Teorema 1.5.16][5] Sean V' 'y W espa-
cios de Banach 'y C una coleccion de operadores lineales acotados V- — W. Si el conjunto
{||T(v)|| | T € C} es acotado en R para todo v € V, entonces también lo es el conjunto
{IT|| | T € C}. (||T|| denota la norma operador de T [Ejemplos 2.2 (b)].)

2.10 Problema. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y sea x € A.

(a) Demuestre que si ||z — 1|| < 1, entonces z es invertible en A. Sugerencia: Use lo

que sabe del caso A = C para encontrar una serie de potencias que converge a .

(b) Demuestre que o(z) es un subconjunto cerrado de C contenido en el disco cerrado
con radio ||x|| centrado en el origen, con lo que queda demostrado que o(x) es
compacto. Sugerencia: Use la parte (a).

(c) Demuestre que o(x) es no vacio. Sugerencia: Suponga que o () es vacio, sea ¢p € A*,
y considere la funcién
f:C=C
-1
f(z) =o((z —2)7).
Demuestre que f es acotada y analitica en C, y por lo tanto constante por el teorema

de Liouville. Ahora aplique el teorema 2.8.

2.11 Definicién. El radio espectral de x € A es
r(z) =sup{|\| | X € o(z)}.

2.12 Problema (Teorema de aplicacion espectral). Si A es un dlgebra unitaria, x € A,y
p : C — C es una funcién polinémica, definimos p(x) € A por evaluar p(z) en z = x.
Demuestre que

o(p(z)) = p(o(x)).

Sugerencia: Factorizar p(z) con z € C para obtener una factorizacién de p(z).
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2.13 Problema (Férmula del radio espectral). Demuestre que

. 1
r(x) = Jim [|2"]]%.

Sugerencia: Sea ¢ € A* y considera la funcién
f:C—=C

fz) = ¢((1 = 22)7).

Encuentre una serie de potencias que converge a f en el disco centrado en 0 con radio
r(x)~L. Aplique el teorema 2.9 a los coeficientes de la serie y también problema 2.12.

Ahora nos enfocaremos en dlgebras de Banach conmutativas. Necesitaremos el con-
cepto del espectro de tal dlgebra de Banach, no solo de algin elemento del dlgebra. Esta
nocidn existe para dlgebras no conmutativas también, pero es mas compleja a ese nivel de
generalidad.

2.14 Definicion. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. El espectro de A es el con-
junto A que consiste de todos los homomorfismos (de dlgebras) no nulos (es decir no
constantemente cero) A — C.

2.15 Ejemplos.

(a) Elespectro de [! (Z) [Ejemplos 2.2 (c)] se puede identificar con el circulo unitario
T C C por la aplicacion
T — 11(Z),
eit — ¢t7
donde

Pr(x) = Z et

n=—oo

(b) El espectro de L!(R) [Ejemplos 2.2 (d)] se puede identificar con R por la aplicacién

——

R — LY(R),

tHdHa

donde
@WD:Aﬂ@Ww&

2.16 Comentario. Si G es un grupo localmente compacto abeliano, el espectro de L!(G)
[Comentario 2.4] se puede identificar con el grupo dual G de G, que consiste de todos
los homomorfismos continuos G — T. A estos homomorfismos se los conoce como los
caracteres de G.

2.17 Proposicion. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria. Entonces:
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(a) Paratodox € A, R
o(z) ={o(z) | ¢ € A}.
(b) Para todo ¢ € A, ¢ es acotado con [lo]] = 1.

Demostracion. Sea ¢ € A y z € A. Dado que ¢ # 0, tenemos que ¢(1) = 1, de modo
que

Oz —ox) = o) —¢(d(x)1)

= 0

Como la imagen por ¢ de un elemento invertible de A es invertible en C (es decir no
nula), tenemos que = — ¢(x) no es invertible, asi que ¢(x) € o(x). Esto muestra que

{¢(z) | ¢ € A} C o(2).

Ahora supongamos que \ € o(x), asi que  — A no es invertible. Se sigue del lema de
Zorn que existe un ideal méximo I de A que contiene « — A. El cociente A/I es un cuerpo,
de modo que cada elemento no nulo de A/I debe ser invertible. Ya que el espectro de cada
elemento de A /I deber ser no vacio [problema 2.15 (3)], para todo y € A, existe u € C tal
que (y+ I) — pno es invertible, asique (y+ 1) —p =0,0y+1 = pu (= p(la+1)). (Se
sigue que A/I = C). Definamos ¢ : A — C definido por ¢(y) = u segin el proceso que
hemos descrito. Entonces tenemos ¢ € A y ker(¢) = I. Lo que tenemos es una biyeccién
entre A y los ideales maximos de A. En particular, z — \ € ker(¢), es decir ¢(z) = .
Entonces o () C {¢(z) | ¢ € A} y por lo tanto o(z) = {p(x) | ¢ € A}.

Ahora observamos que, ya que ¢(x) € o(z), por [problema 2.10 (b)] tenemos |¢(z)| <
[|z|]. Yaque ||1]] = 1y ¢(1) = 1, tenemos ||¢|| = 1. O

Para extender resultados de dlgebras de Banach unitarias a dlgebras de Banach no
unitarias, tenemos la siguiente construccién util.

2.18 Problema. Sea A un algebra de Banach y sea A™ el espacio vectorial suma directa
A @ C. Suponga que definimos en AT el producto

(z,a)(y,B) = (xy + Bxr + ay,ap), z,ye€ A a,peC,

y la aplicacién
(2, )| = [l + le.

(a) Demuestre que con estas definiciones A™ es un 4lgebra de Banach unitaria. Se llama
la unitizacion (de dlgebra de Banach) de A.

(b) Demuestre que si A es un dlgebra de Banach no unitariay ¢ € A, entonces ¢ es
acotado y ||¢|| < 1. Sugerencia: Defina ¢+ : AT — C por ¢ (z,a) = ¢(x) + a.
Demuestre que ¢+ € AT,

2.19 Ejemplo. La unitizacién de Cp(X) es isomorfa a C(X*) donde X* es la compacti-
ficacion de un punto de X [Ejemplos 1.3(d)].
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3. La transformada de Gelfand

Sea V un espacio vectorial normado y sea V* su espacio dual. La topologia débil en
V es la topologia mds débil en V tal que cada ¢ € V* es continua, es decir cualquier
otra topologia verificando esta condicién contiene a la topologia débil. En particular,
la topologia débil es mas débil que la topologia definida por la norma (y de hecho es
estrictamente mds débil si y solo si la dimensién de V' es infinita), pero todavia es Hausdorft.
La topologia débil-* en V* es la topologia mas débil en V* tal que cada funcional (lineal)
€ V* = C, e,(¢) = ¢(x), donde = € V, es continua. Otra vez esta topologia débil-* es
mads débil que la topologia definida por la norma pero todavia Hausdorff. Sea

By. ={p e V" [[|¢]| <1},

la bola unitaria cerrada en V*. Cuando dim(V) es finita, sabemos del teorema de Heine-
Borel que By es compacto en la topologia definida por la norma. Sin embargo cuando
dim(V) es infinita, By no es compacto en la topologia definida por la norma.

Necesitamos otro teorema fundamental del analisis funcional.
3.1 Teorema (Banach-Alaoglu). [5, Teorema 1.6.9] Si V es un espacio de Banach, enton-

ces By« es compacto respecto a la topologia débil-*.

Segtin la proposicion 2.17 y el problema 2.18, si A es un dlgebra de Banach conmutativa,
el espectro A de A estd contenido en la bola unitaria cerrada 54+ en A* y contenido en la
esfera unitaria cuando A es unitaria.

Recordemos que un espacio topoldgico X se llama localmente compacto si para cada
punto p € X existe un conjunto abierto U C X y un conjunto compacto K C X tales que
pelUCK.

3.2 Problema. Demuestre que un conjunto abierto de un espacio de Hausdorff localmente
compacto es localmente compacto en la topologia inducida.

3.3 Proposicién. Con la topologia inducida por la topologia débil-* en By-, A es un
espacio de Hausdorff localmente compacto. Ademds, A es compacto si 'y solo si A es
unitaria.

Demostracion. Sean x,y € Ay consideremos el conjunto

Kay ={¢ € Ba- | ¢(zy) = ¢(z)(y)}-

Es cerrado en B 4+ respecto a la topologia débil-*, y por lo tanto compacto, ya que B4~ es
compacto en la topologia débil-* [teorema 3.1]. La interseccién

K= () Kuoy
z,y€A

también es cerrada y por lo tanto compacta. El conjunto {0} con un elemento, donde 0
significa la funciona A — C que es constantemente cero, es cerrado, asi que

A=K n(Ba\{0})
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es un subconjunto abierto del espacio topolégico compacto K. Por lo tanto [problema 3.2]
A es un espacio de Hausdorff localmente compacto en la topologia inducida por la topologia
débil-* en B 4~. O

3.4 Definicién. Sea A un algebra de Banach conmutativay x € A. Definimos

i A—C

La funcional lineal €, : A* — C, €,(¢) = ¢(x) es continua respecto a la topologia
débil-* por definicion, asi que su restriccioén & a A también lo es. Cuando A es unitaria, A
es compacto respecto a esta topologia [proposicién 3.3] y cada funcién continua se anula
en el infinito. En este caso el rango de & es precisamente el espectro de x [proposicién 2.17

(D], y por lo tanto la norma de & en C(A) es el radio espectral r(x).

3.5 Problema. Si A es un dlgebra de Banach conmutativa y no unitaria, utilice la unitiza-
cion de A [problema 2.18] para demostrar que & se anula en infinito.

3.6 Definicion. Sea A un édlgebra de Banach conmutativa. La aplicacion
[:A— Co(A)
I(z)=2%
se llama la transformada de Gelfand de A.

3.7 Proposicion. T' es un homomorfismo de dlgebras de Banach tal que ||T'|| < 1 (es decir
I" es una contraccion).

Demostracion. Es un célculo rutinario verificar que I" es un homomorfismo de dlgebras.
Observamos que si € A, tenemos

I0(@)|] = [12]] = sup{|&(¢)| | ¢ € A}.

Tenemos &(¢) = ¢(x) y |o(z)] < ||z|| ya que ||¢|| < 1 [proposicién 2.17 y proble-
ma 2.18]. Entonces ||T'(x)|| < ||z]]. O

3.8 Ejemplos.

(a) Con el espectro de I! (Z) identificado con T [Ejemplos 2.15 (a)], la transformada de
Gelfand de [*(Z) tiene la forma T : [1(Z) — Cy(T), x — %

donde
i(e') = Z T,

n=—oo
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(b) Con el espectro de L' (R) identificado con R [Ejemplos 2.15 (b)], la transformada de
Gelfand de L' (R) tiene la forma

() = /R F(s)e*t ds.

De esta manera la transformada de Gelfand se identifica con la transformada de
Fourier en R.

3.9 Observacién. Si G es un grupo localmente compacto abeliano, con el espectro de
Lt (@) identificado con el grupo dual G [Comentario 2.16], la transformada de Gelfand se
identifica con un homomorfismo

LY(G) — Co(G),

e igualmente se llama la transformada de Fourier en G.

4. (C*-algebrasy el teorema de Gelfand-Naimark

Nuestra meta ahora es entender bajo qué circunstancias es la transformada de Gelfand
un isomorfismo. Para lograr esto, investigaremos mds la estructura del dlgebra de Banach
Co(X), con la idea de que un dlgebra de Banach A no puede ser isomorfa a Cy(X) si A
no posee la misma estructura.

El caso mds simple es A = C = Cy({p}). Recordemos el hecho de que para toda
z € C,
? =2z

|z|* = zZ.

En esta ecuacién aparentemente inocente se encuentra la estructura adicional que re-
querimos. Para los niimeros complejos es conjugacién compleja. Observamos que, para

f € Co(X),

sup{lf(®)* | p € X}

sup{f(p)f(p) | p € X}
= |If/ll

donde f(p) = f(p) paratodop € X.

111

4.1 Definicién. Una involucion en un élgebra de Banach es una aplicacion A — A,
x — x* con las siguientes propiedades. Para todo x,y € A, a € C, tenemos:

(@ (z*)* ==

®) (z+y) =z"+y"
©) (azx)* =az*.

@) (zy)* =y z”
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Una C*-dlgebra es un dlgebra de Banach con una involucién tal que
llz* ]| = [|2]|*
para todo x € A, cual se llama la C*-identidad.

4.2 Ejemplos.

(@) M,,(C) con la involucién dada por la conjugada traspuesta A* = A’ es una C*-
dlgebra. A* se llama la adjunta de A.

(b) Si H es un espacio de Hilbert (es decir un espacio de producto interno completo),
entonces para cada operador lineal acotado 7' : H — H, existe una aplicacién tinica
T*: H — H tal que (T'(u),v) = {(u, T*(v)) para todo u,v € H. El operador T se
llama el adjunto de T y también es lineal y acotado. La aplicaciéon T — T es una
involucién en B(H) con la cual B(H ) es un C*-dlgebra.

4.3 Problema. Considerando el dlgebra de Banach L!(Z) y x € I1(Z) [Ejemplos 2.2 (c)],
definimos

*

Ty, =T_,, nNEL.

Similarmente, considerando el dlgebra de Banach L}(R) y f € L(R) [Ejemplos 2.2 (d)],
definimos

ff(x)=f(z=1), =zeR.
Demuestre que en ambos casos obtenemos una involucién que no cumple la C*-identidad.

4.4 Comentario. Se puede mostrar, ademads, que no existen involuciones en las dlgebras
de Banach ['(Z) y L*(R) que satisfacen la C*-identidad. Si G es un grupo localmente
compacto abeliano, el dlgebra L!(G) se puede completar respecto a otra norma para
obtener una C*-dlgebra C*(G). Estas C*-édlgebras estdn relacionadas con la teorfa de
representaciones de grupos [2, Part IT].

4.5 Definicion. Sean A y B dos C*-dlgebras. Un homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B
tal que ¢(z*) = ¢(x)* para todo z € A se llama un *-homomorfismo. Si adicionalmente
¢ es una biyeccion, ¢ se llama un x-isomorfismo. Si existe tal *-isomorfismo, decimos que
A'y B son x-isomorfos (0 isomorfos como C*-dlgebras) y escribimos A = B.

4.6 Ejemplo. Si H es un espacio de Hilbert de dimensién n € N, entonces B(H) y
M,,(C) son *-isomorfos.

4.7 Definicion. Un elemento = de una C*-dlgebra se llama autoadjunto si x* = x.

4.8 Ejemplo. Si T esun operador lineal en un espacio de Hilbert de dimension finita, 7" es
autoadjunto si y solo si T' se puede representar con una matriz que es igual a su traspuesta
conjugada, por ejemplo una matriz real simétrica.

4.9 Problema. Sea x un elemento autoadjunto de una C*-dlgebra A.

(a) Demuestre que cada elemento de A se puede expresar unicamente en la forma x + iy
donde z,y € A son autoadjuntos. Como en C, x y y se llaman las partes real e
imaginaria, respectivamente, del elemento.
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(b) Demuestre que para todo n € N,
12| = ||=[*".
(c) Si A es unitaria, demuestre que ||z|| = r(z), donde r(x) es el radio espectral de

[Definicién 2.11]. Sugerencia: Use la parte (a) con la férmula del radio espectral
[problema 2.13].

4.10 Comentario. Si x es cualquier elemento de una C*-dlgebra unitaria A, entonces x*x
es autoadjunto. Se sigue del problema 4.9 (c) y la C*-identidad que

|z]]> = sup{|A| | A € C,z*2z — X no es invertible}.

De esta manera, la norma de A estd determinada completamente por la estructura algebraica
de A. Si A es cualquier dlgebra unitaria, existe no mas de una norma para la cual A es
una C*-dlgebra. También, si A y B son C*-algebra unitariasy ¢ : A — B es un *-
homomorfismo, entonces

lo@@)I1* = [lo(x)* ()|l = [l(z"2)|| = r(¢(z"x)) < r(az) = [la"z]| = [|o]*.

Esto quiere decir que ¢ es acotado y ||¢|| < 1. Si ¢ es inyectivo, entonces ||¢|| = 1y ¢ es
una isometria. En particular, cualquier *-isomorfismo es una isometria. Estas conclusiones
se pueden extender a C*-algebras no unitarias usando, por ejemplo, [problema 4.15].

4.11 Definicion. Si A es una C*-dlgebray B una subélgebra cerrada de A, una C*-dlgebra
tal que z* € B cuando x € B, entonces B se llama una C*-subdlgebra de A,y B es en si
misma una C*-dlgebra.

Necesitaremos el siguiente resultado.

4.12 Teorema (Stone-Weierstrass). [3, Capitulo 12], [5, Teorema A.6.9 (b)] Sea X un
espacio de Hausdorff compacto. Si A es una C*-subdlgebra unitaria de C(X) que separa

los puntos de X, en el sentido de que f(p) = f(q) para todo | € A solo cuando p = q,
entonces A = C'(X).

Ahora llegamos al resultado que nos interesa.

4.13 Teorema (Gelfand-Naimark). Cada C*-dlgebra conmutativa es x-isomorfa (isomé-
tricamente) a Co(X) para algiin espacio de Hausdorff localmente compacto X. En efecto,
la transformada de Gelfand

[:A— Co(A)

es un x-isomorfismo (isométrico).

Vamos a demostrar el teorema 4.13 en el caso de que A es unitaria, y dejamos el caso no
unitaria como el dltimo problema. Primero, necesitamos algunos resultados preliminares.

4.14 Problema. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y sea x € A.
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(a) Demuestre que podemos definir
oo n
x
T _
€= Z n!
n=0

y que e” Y = e®eY paratodo x,y € A tal que xy = yz.

(b) Ahora supone que A es una C*-dlgebra y que x es autoadjunto. Para todo ¢t € R,
defina

ug = e,

Demuestre que para todo ¢t € R,

Uy = u_y.
(c) Un elemento u de una C*-dlgebra se llama unitario si u* = u~'. Demuestre que si

u es unitario, entonces ||u|| = 1. Demuestre que u; de la parte (b) es unitario para
todo ¢ € R.

(d) Sea ¢ € A. Con z autoadjunto como en la parte (b), demuestre que ¢(x) € R.
Sugerencia: Considere ¢(u;) y recuerda que ||¢|| = 1. Se sigue que o(z) C R.

Demostracion de teorema 4.13 cuando A es unitaria. Sabemos ya por la proposicién 3.3
que A es un espacio de Hausdorff localmente compacto. También hemos demostrado que

I': A — C(A) es un homomorfismo (contractivo) de dlgebras de Banach. Queda entonces
por demostrar que I" es una biyeccién y I'(z*) = I'(x)* para todo x € A.

Sea x un elemento autoadjunto de A. Ya que Z(¢) = ¢(x) pertenece a o(x) [proble-
ma 2.17 (a)] y o(z) C R [problema 4.14 (d)], tenemos que & es autoadjunto en C’(/Al).
Cada elemento de A se puede expresar en la forma x + iy donde x y y son autoadjuntos
[proposicién 4.9 (a)], y verificamos que I'((z + iy)*) = I'(x + iy)*.

Sea x cualquier elemento de A. Entonces z*x es autoadjunto y tenemos que ||z*z|| =
r(z*x) [problema 4.9 (c)]. Al mismo tiempo tenemos ||T'(z*x)|| = r(x*z). Ahora por la
C*-identidad, tenemos

@) = |[T(z)*T(2)]]
= [[T(z"2)]|
= r(z*z)
= |lz"|l

= [Jall”.

Entonces I" es una isometria (y en particular es inyectiva). Ahora solo falta demostrar
que I' es sobreyectiva. Esto es una consecuencia directa del teorema de Stone-Weierstrass
[teorema 4.12]. O
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4.15 Problema. Sea A una C*-édlgebra, sea = € A, y definamos
L,:A— A

L, (y) =Ty.

(a) Demuestre que L : x — L, define un homomorfismo isométrico de dlgebras de
Banach de A a B(A), el dlgebra de Banach de operadores acotados en (el espacio de
Banach) A.

(b) Defina
At ={L,+a|xz € A,aeC} C B(A),

donde « significa multiplicacién escalar por «, y
(Ly + )" = L, + @

Demuestre que A1 es una C*-dlgebra unitaria. Se llama la unitizacion (de C*-
dlgebra) de A. (La involucién (z,a)* = (z*,@) en la unitizacién de dlgebra de
Banach de A y no necesariamente cumple la C*-identidad).

(c) Demuestre teorema 4.13 en el caso en que A no es unitaria utilizando la unitizacién
de A.

4.16 Observacion. El teorema 4.13 establece que estudiar C*-dlgebras conmutativas es,
en algun sentido, lo mismo que estudiar espacios de Hausdorff localmente compactos.
En el idioma de la teoria de categorias, tenemos una equivalencia de categorias. La
idea de fopologia no conmutativa es estudiar C*-algebras con la perspectiva que son
generalizaciones de espacios de Hausdorff localmente compactos, o, en otras palabras
andlogos no conmutativos de tales espacios. Aqui es de donde viene el concepto de espacio
no conmutativo.

Terminamos con una pregunta para estudio adicional.

4.17 Pregunta. ;Como se adapta la topologia algebraica al estudio de espacios no
conmutativos?

Un buen lugar para empezar es [4], y luego [1].
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