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RESUMEN. En estas notas introducimos la idea de estudiar espacios topológicos por
medio del estudio de álgebras de funciones continuas definidas en tales espacios. Esto
nos lleva naturalmente al estudio de álgebras de Banach conmutativas y la transformada
de Gelfand, seguido por C∗-álgebras conmutativas y el teorema de Gelfand-Naimark.
Esto sirve como la base para el estudio de espacios topológicos no conmutativos a través
de C∗-álgebras no conmutativas.
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ABSTRACT. In these notes we introduce the idea of studying topological spaces by
studying algebras of continuous functions on such spaces. This leads us naturally
to the study of commutative Banach algebras and the Gelfand transform, followed
by commutative C∗-algebras and the Gelfand-Naimark theorem. This serves as the
foundation for the study of noncommutative topological spaces through noncommutative
C∗-algebras.
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1. Funciones continuas en espacios topológicos

La idea detrás de la topología o geometría no conmutativa es generalizar el estudio de
espacios topológicos y geométricos ordinarios a través del estudio de objetos algebraicos
que codifican información topológica y geométrica. Para entender cómo se hace esto,
debemos poder asociar a un espacio ordinario un objeto algebraico que captura todas sus
propiedades importantes. Consideremos la siguiente pregunta.

1.1 Pregunta. ¿Qué nos pueden decir las funciones continuas respecto a los espacios
topológicos sobre los cuales están definidas?

Por una función continua f en un espacio topológico X queremos decir una aplicación
continua

f : X → C

donde el conjunto de los números complejos C tiene dada la topología usual (euclideana)
definida por la norma

|z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2

donde z̄ = x− iy es el conjugado complejo de z = x+ iy, x, y ∈ R. Es decir, para cada
disco abierto

D = {z ∈ C | |z − w| < r},

la imagen inversa

f−1(D) = {p ∈ X | f(p) ∈ D}

es un conjunto abierto en X .

¡Recuerde la igualdad |z| =
√
zz̄! Estará de vuelta. Referimos al lector a [3] para todas

las cuestiones de la topología general.

1.2 Definición. Una función continua f : X → C se anula en el infinito si para cada
ε > 0 existe un conjunto compacto K ⊆ X tal que |f(p)| < ε cuando p ∈ X\K (p ∈ X
y p /∈ K).

1.3 Ejemplos. (a) Si X es compacto, entonces una función continua en X debe ser
acotada y además se anula en infinito. En general, cualquier función continua que se
anula en infinito debe ser acotada.

(b) Si X = R (con la topología usual), entonces en el idioma de límites, f se anula en el
infinito si y solo si

ĺım
p→∞

f(p) = ĺım
p→−∞

f(p) = 0.

(c) Si X = C (con la topología usual) y C∗ = C ∪ {∞} ∼= S2 denota la esfera de
Riemann, entonces f se anula en el infinito si y solo si f se puede extender a una
función continua f∗ : C∗ → C tal que f(∞) = 0.
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(d) El ejemplo anterior se puede generalizar del siguiente modo. Dado un espacio
topológico (X, T ) (T es la topología en X), podemos definir

X∗ = X ∪ {∞}, ∞ /∈ X,

T ∗ = T ∪ {(X\K) ∪ {∞} |K ⊆ X y K es compacto}.

El punto∞ se llama el punto en el infinito en X∗. La inclusión X → X∗ es una
aplicación continua y abierta, y X es denso en X∗ si y solo si X no es compacto (∞
es un punto aislado de X∗ si X es compacto). El espacio (X∗, T ∗) es un espacio
topológico compacto, se llama la compactificación de un punto (o compactificación
de Alexandroff) de (X, T ). Una función continua en X se anula en el infinito si y
solo si f se puede extender a una función continua f∗ en X∗ tal que f∗(∞) = 0.

1.4 Problema. Sea X un espacio topológico. Demuestre que:

(a) Cada función constante en X es continua.

(b) X es compacto si y solo si cada función constante en X se anula en infinito.

(c) X es conexo si y solo si cada función continua no constante en X tiene rango infinito.

A fin de usar las funciones para estudiar los espacios topológicos, aprovechamos
el hecho de que las funciones poseen una estructura algebraica que es inducida por la
estructura algebraica de los números complejos.

1.5 Definición. Dadas funciones f y g en X , p ∈ X , y α ∈ C, definimos:

i. (f + g)(p) = f(p) + g(p).

ii. (fg)(p) = f(p)g(p) .

iii. (αf)(p) = αf(p)

1.6 Problema. Demuestre que

(a) Si f y g son continuas, entonces también lo son f + g, fg, y αf .

(b) Si f y g son acotadas, entonces también lo son f + g, fg, y αf .

(c) Si f y g se anulan en infinito, entonces también lo hacen f + g, fg, y αf .

Tenemos la siguiente reformulación algebraica del problema 1.4.

1.7 Problema. Demuestre que:

(a) X es compacto si y solo si existe una función continua f en X que se anula en
infinito tal que fg = g para todas funciones g definidas en X .

(b) X es conexo si y solo si no existe una función no constante continua f en X tal que
f2 = f (donde f2 significa ff ).
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El problema 1.6 describe conjuntos de funciones en X que son estables con respecto a
ciertas operaciones algebraicas. Además, queremos que estos conjuntos de funciones estén
cerrados bajo de operaciones analíticas tal como la convergencia de sucesiones. Si (fn),
n ∈ N, es una sucesión de funciones en X , solo saber que (fn) converge puntualmente en
X , es decir la sucesión de los números complejos (fn(p)) converge para todo p ∈ X , no
sirve mucho. Por ejemplo, no es cierto que si (fn) es una sucesión de funciones continuas
que converge puntualmente a f , ésta última es continua a su vez. Necesitamos una forma
de convergencia más fuerte.

1.8 Definición. Una sucesión de funciones (fn), n ∈ N, en X converge uniformemente
a una función f en X (escribimos fn → f uniformemente) si para cada ε > 0, existe
n0 ∈ N tal que |fn(p)− f(p)| < ε para cada p ∈ X cuando n > n0.

1.9 Problema. Suponga que fn → f uniformemente.

(a) Si fn es acotada para todo n, entonces f es acotada.

(b) Si fn es continua para todo n, entonces f es continua.

(c) Si fn se anula en infinito para todo n, entonces f se anula en infinito.

Los conjuntos de funciones que nos interesan poseen estructura, en el sentido algebraico
del término. Esto motiva la definición a continuación.

1.10 Definición. Un álgebra (compleja y asociativa) es un espacio vectorial complejo con
un producto asociativo y bilineal

A×A→ A,

(x, y) 7→ xy

Note que en particular, A es un anillo. El álgebra A es conmutativa si el producto es
conmutativo, es decir xy = yx para todos x, y ∈ A. A es unitaria si existe 1 ∈ A (1A si es
necesario ser más preciso), 1 6= 0, tal que 1x = x1 para todo x ∈ A. Un elemento x ∈ A
es invertible (en A) si existe y ∈ A tal que xy = yx = 1. En este caso y es único y sólo
depende de x, usualmente lo denotamos por x−1. Un elemento x ∈ A es (un) idempotente
si x2 = x (donde x2 significa xx). Por ejemplo, 0 y 1 son idempotentes en cualquier
álgebra unitaria, se llaman idempotentes triviales.

1.11 Ejemplos.

(a) El álgebra Mn(C) consiste de todas las matrices complejas n× n. Es conmutativa si
y solo si n = 1. Identificamos a M1(C) con C. Es unitaria y contiene idempotentes
no triviales si y solo si n > 1.

(b) El álgebra L(V ) que consiste de todas las aplicaciones lineales V → V donde V es
un espacio vectorial complejo. El producto es la composición de aplicaciones y no es
conmutativa a menos que V sea de dimensión 1.

1.12 Definición. Sean A y B álgebras. Una aplicación φ : A→ B es un homomorfismo
(de álgebras) si φ es lineal y φ(xy) = φ(x)φ(y) para todos x, y ∈ A. Si A y B son
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unitarias, pedimos además que φ(1A) = 1B . Si φ es biyectiva, φ es un isomorfismo (de
álgebras). Si existe tal isomorfismo, decimos que A y B son isomorfas (como álgebras), y
escribimos A ∼= B. Esta es una relación de equivalencia entre álgebras.

1.13 Ejemplo. V es un espacio vectorial complejo de dimensión n ∈ N si y solo si
L(V ) ∼= Mn(C).

1.14 Definición. Sea A un álgebra. Un subespacio B ⊆ A tal que xy ∈ B cuando
x, y ∈ B es una subálgebra de A. Si adicionalmente xy, yx ∈ B cuando x ∈ A y y ∈ B,
B es un ideal (bilátero) de A.

Una subálgebra es en sí misma un álgebra. El subespacio trivial {0} y A son ideales
de A. Si éstos son los únicos ideales de A entonces decimos que A es simple.

1.15 Problema. L(V ) es simple si y solo si dim(V ) es finita.

Ahora llegamos al tipo de álgebra que es el más importante para nuestros propósitos.

1.16 Ejemplo. El álgebra CX que consiste de todas las funciones (no necesariamente
continuas) X → C donde X es cualquier conjunto no vacío. Es conmutativa y unitaria. Si
X es un espacio topológico, el álgebra C(X) que consiste de todas las funciones continuas
en X es un subálgebra unitaria de CX , y Cb(X), que consiste de todas las funciones
continuas y acotadas en X , es una subálgebra unitaria de C(X). El conjunto C0(X) que
consiste de todas las funciones continuas que se anulan en infinito es una subálgebra y un
ideal de C(X). Según el problema 1.7, tenemos que:

1. C0(X) es unitaria si y solo si X es compacto.

2. C(X) (o Cb(X)) tiene idempotentes no triviales si y solo si X es conexo.

De esta manera la estructura de tales álgebras nos puede decir algo sobre la topología
de X . Terminamos esta sección con una reformulación de la pregunta 1.1.

1.17 Pregunta. ¿Bajo qué circunstancias tales álgebras nos pueden decir todo sobre la
topología de X? Por ejemplo, ¿cuándo tenemos que C0(X) es isomorfo a C0(Y ) si y solo
si X es homeomorfo a Y ?

La dirección “si” es verdad en general, pero la dirección “solo si” no lo es, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

1.18 Ejemplo. Si X es cualquier conjunto con la topología trivial donde solo X y el
conjunto vacío son abiertos, entonces C(X) = C0(X) ∼= C.

2. Álgebras de Banach

Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado, en el cual
||x|| denota la norma de x, que es un espacio métrico completo con respecto a la métrica d
definida por

d(x, y) = ||x− y||.
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2.1 Definición. Un álgebra de Banach es un espacio de Banach A que también es un
álgebra tal que

||xy|| ≤ ||x|| · ||y||

para todo x, y ∈ A. Si A es unitaria, suponemos que ||1A|| = 1. (Si ||1A|| 6= 1, entonces
existe una norma equivalente en A con la propiedad deseada). Una subálgebra cerrada de
un álgebra de Banach se llama una subálgebra de Banach de A y es un álgebra de Banach.

Muchos de los ejemplos de álgebras que ya vimos en la sección anterior son ejemplos
de álgebras de Banach.

2.2 Ejemplos.

(a) Mn(C) es un álgebra de Banach con la norma de matriz

||M ||mat = máx{||Mx|| | x ∈ Cn, ||x|| = 1}.

(b) Si V y W son espacios vectoriales normados, entonces un operador lineal T : V →
W es continuo si y solo si T es acotado, es decir la imagen de cualquier conjunto
acotado en V es a su vez un conjunto acotado en W . Tenemos la norma operador de
T dada por

||T ||op = sup{||T (x)|| | x ∈ V, ||x|| = 1} = ı́nf{c ∈ R | ||T (x)|| ≤ c||x|| ∀x ∈ V }.

Los conjuntos descritos son espacios de Banach. Si V es un espacio de Banach, el
álgebra B(V ) que consiste de todos los operadores lineales y acotados V → V es un
álgebra de Banach (el producto es la composición de aplicaciones). Si la dimensión
de V es n ∈ N, entonces existe un isomorfismo de álgebras φ : B(V ) → Mn(C)

que también es una isometría, es decir ||φ(T )||mat = ||T ||op para todo T ∈ B(V ).

(c) El espacio vectorial l1(Z) consiste de todas las funciones (o sucesiones) x : Z→ C,
n 7→ xn, tal que la suma

∑∞
n=−∞ |xn| es finita. En este caso definimos la norma l1

||x||1 como esta suma, y definimos el producto de convolución x ∗ y como

(x ∗ y)k =

∞∑
n=−∞

xnyk−n.

Esta operación define un producto en l1(Z) (la suma de arriba converge absolutamen-
te), que hace de l1(Z) un álgebra de Banach.

(d) De manera similar definimos L1(R) reemplazando Z por R, la sucesión x por una
función Lebesgue medible f : R → C, y la suma

∑∞
n=−∞ |xn| por la integral (de

Lebesgue)
∫
R |f |. El producto de convolución toma la forma

(f ∗ g)(t) =

∫
R
f(s)g(t− s) ds.

L1(R) es un álgebra de Banach conmutativa y no unitaria.
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2.3 Problema. Verifique que l1(Z) y L1(R) son álgebras de Banach conmutativas, l1(Z)

es unitaria, mientras L1(R) no es unitaria.

2.4 Comentario. Los dos ejemplos anteriores se pueden generalizar a cualquier grupo
topológico G que es Hausdorff y localmente compacto. Obtenemos así un álgebra de
Banach L1(G), la cual es conmutativa si y solo si G es abeliano y unitaria si y solo si G es
discreto.

2.5 Ejemplos.

(a) Si X es cualquier conjunto no vacío, el conjunto CX
b que consiste de todas la

funciones acotadas X → C es un álgebra de Banach conmutativa y unitaria con la
norma

||f || = sup{|f(p)| | p ∈ X}.

Observamos que una sucesión de funciones acotadas en X converge uniformemente
si y solo si converge con respecto a esta norma. La demostración de que CX

b es
completo utiliza el problema 1.9 (a).

(b) Si X es cualquier espacio de medida, L∞(X) consiste de todas las clases de equi-
valencia de funciones (dos funciones son equivalentes cuando son iguales en un
conjunto cuyo complemento tiene medida cero) esencialmente acotadas en X (el
conjunto de números M descrito abajo no es vacío) con la norma

||[f ]|| = ı́nf{M ∈ R | |f(p)| ≤M para todo p en un subconjunto de X

cuyo complemento en X tiene medida cero}.

L∞(X) es un álgebra de Banach conmutativa y unitaria (y se identifica con CX
b

cuando X tiene la medida de conteo, es decir la medida que indica el número de
elementos que contiene un conjunto).

(c) Si X es cualquier espacio topológico, el conjunto Cb(X) que consiste de todas las
funciones continuas y acotadas en X es un subálgebra de Banach unitaria de CX

b .
El conjunto C0(X) que consiste de todas las funciones continuas que se anulan
en infinito es un subálgebra de Banach de Cb(X) y, como hemos visto, es unitaria
si y solo si X es compacto, en cuyo caso C0(X) es el álgebra C(X) de todas las
funciones continuas en X . Las álgebras están topológicamente cerradas en CX

b (y
por lo tanto completas) por el problema 1.9 (b) y (c).

2.6 Definición. Sea A un álgebra de Banach unitaria. Si λ ∈ C, denotamos λ1A ∈ A
simplemente por λ. Dado x ∈ A, definimos el espectro de x como

σ(x) = {λ ∈ C | x− λ no es invertible en A}.

2.7 Ejemplos.

(a) Para x ∈ Mn(C), σ(x) consiste de todos los valores propios de x. Esto no es
necesariamente verdad para x ∈ B(V ) cuando dim(V ) es infinito.
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(b) Para f ∈ C0(X) (y más generalmente en Cb(X) o CX
b ), f es invertible si y solo si

f(p) 6= 0 para todo p ∈ X , y por lo tanto

σ(f) = {λ ∈ C | f(p) = λ para algún p ∈ X},

es decir el espectro de f es su rango.

En este punto requerimos algunos resultados fundamentales del análisis funcional. Si
V es un espacio vectorial normado, tenemos el espacio vectorial dual V ∗ que consiste
de todas las funcionales lineales acotadas (o continuas) V → C, que en sí mismo es un
espacio vectorial normado.

2.8 Teorema (Hahn-Banach). [5, Teorema 1.4.2] Si V es un espacio vectorial normado,
entonces V ∗ separa los puntos de V , en el sentido de que si v, w ∈ V , v 6= w, entonces
existe φ ∈ V ∗ tal que φ(v) 6= φ(w).

2.9 Teorema (Principio de acotación uniforme). [Teorema 1.5.16][5] Sean V y W espa-
cios de Banach y C una colección de operadores lineales acotados V →W . Si el conjunto
{||T (v)|| | T ∈ C} es acotado en R para todo v ∈ V , entonces también lo es el conjunto
{||T || | T ∈ C}. (||T || denota la norma operador de T [Ejemplos 2.2 (b)].)

2.10 Problema. Sea A un álgebra de Banach unitaria y sea x ∈ A.

(a) Demuestre que si ||x − 1|| < 1, entonces x es invertible en A. Sugerencia: Use lo
que sabe del caso A = C para encontrar una serie de potencias que converge a x−1.

(b) Demuestre que σ(x) es un subconjunto cerrado de C contenido en el disco cerrado
con radio ||x|| centrado en el origen, con lo que queda demostrado que σ(x) es
compacto. Sugerencia: Use la parte (a).

(c) Demuestre que σ(x) es no vacío. Sugerencia: Suponga que σ(x) es vacío, sea φ ∈ A∗,
y considere la función

f : C→ C

f(z) = φ((x− z)−1).

Demuestre que f es acotada y analítica en C, y por lo tanto constante por el teorema
de Liouville. Ahora aplique el teorema 2.8.

2.11 Definición. El radio espectral de x ∈ A es

r(x) = sup{|λ| | λ ∈ σ(x)}.

2.12 Problema (Teorema de aplicación espectral). Si A es un álgebra unitaria, x ∈ A, y
p : C → C es una función polinómica, definimos p(x) ∈ A por evaluar p(z) en z = x.
Demuestre que

σ(p(x)) = p(σ(x)).

Sugerencia: Factorizar p(z) con z ∈ C para obtener una factorización de p(x).
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2.13 Problema (Fórmula del radio espectral). Demuestre que

r(x) = ĺım
n→∞

||xn|| 1n .

Sugerencia: Sea φ ∈ A∗ y considera la función

f : C→ C

f(z) = φ((1− zx)−1).

Encuentre una serie de potencias que converge a f en el disco centrado en 0 con radio
r(x)−1. Aplique el teorema 2.9 a los coeficientes de la serie y también problema 2.12.

Ahora nos enfocaremos en álgebras de Banach conmutativas. Necesitaremos el con-
cepto del espectro de tal álgebra de Banach, no solo de algún elemento del álgebra. Esta
noción existe para álgebras no conmutativas también, pero es más compleja a ese nivel de
generalidad.

2.14 Definición. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. El espectro de A es el con-
junto Â que consiste de todos los homomorfismos (de álgebras) no nulos (es decir no
constantemente cero) A→ C.

2.15 Ejemplos.

(a) El espectro de l1(Z) [Ejemplos 2.2 (c)] se puede identificar con el círculo unitario
T ⊆ C por la aplicación

T→ l̂1(Z),

eit 7→ φt,

donde

φt(x) =

∞∑
n=−∞

xne
int.

(b) El espectro de L1(R) [Ejemplos 2.2 (d)] se puede identificar con R por la aplicación

R→ L̂1(R),

t 7→ φt,

donde
φt([f ]) =

∫
R
f(s)eist ds.

2.16 Comentario. Si G es un grupo localmente compacto abeliano, el espectro de L1(G)

[Comentario 2.4] se puede identificar con el grupo dual Ĝ de G, que consiste de todos
los homomorfismos continuos G→ T. A estos homomorfismos se los conoce como los
caracteres de G.

2.17 Proposición. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y unitaria. Entonces:
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(a) Para todo x ∈ A,
σ(x) = {φ(x) | φ ∈ Â}.

(b) Para todo φ ∈ Â, φ es acotado con ||φ|| = 1.

Demostración. Sea φ ∈ Â y x ∈ A. Dado que φ 6= 0, tenemos que φ(1) = 1, de modo
que

φ(x− φ(x)) = φ(x)− φ(φ(x)1)

= φ(x)− φ(x)φ(1)

= 0

Como la imagen por φ de un elemento invertible de A es invertible en C (es decir no
nula), tenemos que x − φ(x) no es invertible, así que φ(x) ∈ σ(x). Esto muestra que
{φ(x) | φ ∈ Â} ⊆ σ(x).

Ahora supongamos que λ ∈ σ(x), así que x− λ no es invertible. Se sigue del lema de
Zorn que existe un ideal máximo I de A que contiene x−λ. El cociente A/I es un cuerpo,
de modo que cada elemento no nulo de A/I debe ser invertible. Ya que el espectro de cada
elemento de A/I deber ser no vacío [problema 2.15 (3)], para todo y ∈ A, existe µ ∈ C tal
que (y+ I)−µ no es invertible, así que (y+ I)−µ = 0, o y+ I = µ (= µ(1A + I)). (Se
sigue que A/I ∼= C). Definamos φ : A→ C definido por φ(y) = µ según el proceso que
hemos descrito. Entonces tenemos φ ∈ Â y ker(φ) = I . Lo que tenemos es una biyección
entre Â y los ideales máximos de A. En particular, x − λ ∈ ker(φ), es decir φ(x) = λ.
Entonces σ(x) ⊆ {φ(x) | φ ∈ Â} y por lo tanto σ(x) = {φ(x) | φ ∈ Â}.

Ahora observamos que, ya que φ(x) ∈ σ(x), por [problema 2.10 (b)] tenemos |φ(x)| ≤
||x||. Ya que ||1|| = 1 y φ(1) = 1, tenemos ||φ|| = 1.

Para extender resultados de álgebras de Banach unitarias a álgebras de Banach no
unitarias, tenemos la siguiente construcción útil.

2.18 Problema. Sea A un álgebra de Banach y sea A+ el espacio vectorial suma directa
A⊕ C. Suponga que definimos en A+ el producto

(x, α)(y, β) = (xy + βx+ αy, αβ), x, y ∈ A,α, β ∈ C,

y la aplicación
||(x, α)|| = ||x||+ |α|.

(a) Demuestre que con estas definiciones A+ es un álgebra de Banach unitaria. Se llama
la unitización (de álgebra de Banach) de A.

(b) Demuestre que si A es un álgebra de Banach no unitaria y φ ∈ Â, entonces φ es
acotado y ||φ|| ≤ 1. Sugerencia: Defina φ+ : A+ → C por φ+(x, α) = φ(x) + α.
Demuestre que φ+ ∈ Â+.

2.19 Ejemplo. La unitización de C0(X) es isomorfa a C(X∗) donde X∗ es la compacti-
ficación de un punto de X [Ejemplos 1.3(d)].
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3. La transformada de Gelfand

Sea V un espacio vectorial normado y sea V ∗ su espacio dual. La topología débil en
V es la topología más débil en V tal que cada φ ∈ V ∗ es continua, es decir cualquier
otra topología verificando esta condición contiene a la topología débil. En particular,
la topología débil es más débil que la topología definida por la norma (y de hecho es
estrictamente más débil si y solo si la dimensión de V es infinita), pero todavía es Hausdorff.
La topología débil-* en V ∗ es la topología más débil en V ∗ tal que cada funcional (lineal)
εx : V ∗ → C, εx(φ) = φ(x), donde x ∈ V , es continua. Otra vez esta topología débil-* es
más débil que la topología definida por la norma pero todavía Hausdorff. Sea

BV ∗ = {φ ∈ V ∗ | ||φ|| ≤ 1},

la bola unitaria cerrada en V ∗. Cuando dim(V ) es finita, sabemos del teorema de Heine-
Borel que BV es compacto en la topología definida por la norma. Sin embargo cuando
dim(V ) es infinita, BV no es compacto en la topología definida por la norma.

Necesitamos otro teorema fundamental del análisis funcional.

3.1 Teorema (Banach-Alaoglu). [5, Teorema 1.6.9] Si V es un espacio de Banach, enton-
ces BV ∗ es compacto respecto a la topología débil-*.

Según la proposición 2.17 y el problema 2.18, siA es un álgebra de Banach conmutativa,
el espectro Â de A está contenido en la bola unitaria cerrada BA∗ en A∗ y contenido en la
esfera unitaria cuando A es unitaria.

Recordemos que un espacio topológico X se llama localmente compacto si para cada
punto p ∈ X existe un conjunto abierto U ⊆ X y un conjunto compacto K ⊆ X tales que
p ∈ U ⊆ K.

3.2 Problema. Demuestre que un conjunto abierto de un espacio de Hausdorff localmente
compacto es localmente compacto en la topología inducida.

3.3 Proposición. Con la topología inducida por la topología débil-* en BA∗ , Â es un
espacio de Hausdorff localmente compacto. Además, Â es compacto si y solo si A es
unitaria.

Demostración. Sean x, y ∈ A y consideremos el conjunto

Kx,y = {φ ∈ BA∗ | φ(xy) = φ(x)φ(y)}.

Es cerrado en BA∗ respecto a la topología débil-*, y por lo tanto compacto, ya que BA∗ es
compacto en la topología débil-* [teorema 3.1]. La intersección

K =
⋂

x,y∈A
Kx,y

también es cerrada y por lo tanto compacta. El conjunto {0} con un elemento, donde 0

significa la funciona A→ C que es constantemente cero, es cerrado, así que

Â = K ∩ (BA∗\{0})



60 John R. Skukalek. Introducción a la topología no conmutativa

es un subconjunto abierto del espacio topológico compacto K. Por lo tanto [problema 3.2]
Â es un espacio de Hausdorff localmente compacto en la topología inducida por la topología
débil-* en BA∗ .

3.4 Definición. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y x ∈ A. Definimos

x̂ : Â→ C

x̂(φ) = φ(x).

La funcional lineal εx : A∗ → C, εx(φ) = φ(x) es continua respecto a la topología
débil-* por definición, así que su restricción x̂ a Â también lo es. Cuando A es unitaria, Â
es compacto respecto a esta topología [proposición 3.3] y cada función continua se anula
en el infinito. En este caso el rango de x̂ es precisamente el espectro de x [proposición 2.17
(1)], y por lo tanto la norma de x̂ en C(Â) es el radio espectral r(x).

3.5 Problema. Si A es un álgebra de Banach conmutativa y no unitaria, utilice la unitiza-
ción de A [problema 2.18] para demostrar que x̂ se anula en infinito.

3.6 Definición. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. La aplicación

Γ : A→ C0(Â)

Γ(x) = x̂

se llama la transformada de Gelfand de A.

3.7 Proposición. Γ es un homomorfismo de álgebras de Banach tal que ||Γ|| ≤ 1 (es decir
Γ es una contracción).

Demostración. Es un cálculo rutinario verificar que Γ es un homomorfismo de álgebras.
Observamos que si x ∈ A, tenemos

||Γ(x)|| = ||x̂|| = sup{|x̂(φ)| | φ ∈ Â}.

Tenemos x̂(φ) = φ(x) y |φ(x)| ≤ ||x|| ya que ||φ|| ≤ 1 [proposición 2.17 y proble-
ma 2.18]. Entonces ||Γ(x)|| ≤ ||x||.

3.8 Ejemplos.

(a) Con el espectro de l1(Z) identificado con T [Ejemplos 2.15 (a)], la transformada de
Gelfand de l1(Z) tiene la forma Γ : l1(Z)→ C0(T), x 7→ x̂

donde

x̂(eit) =

∞∑
n=−∞

xne
int.
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(b) Con el espectro de L1(R) identificado con R [Ejemplos 2.15 (b)], la transformada de
Gelfand de L1(R) tiene la forma

[̂f ](t) =

∫
R
f(s)eist ds.

De esta manera la transformada de Gelfand se identifica con la transformada de
Fourier en R.

3.9 Observación. Si G es un grupo localmente compacto abeliano, con el espectro de
L1(G) identificado con el grupo dual Ĝ [Comentario 2.16], la transformada de Gelfand se
identifica con un homomorfismo

L1(G)→ C0(Ĝ),

e igualmente se llama la transformada de Fourier en G.

4. C∗-álgebras y el teorema de Gelfand-Naimark

Nuestra meta ahora es entender bajo qué circunstancias es la transformada de Gelfand
un isomorfismo. Para lograr esto, investigaremos más la estructura del álgebra de Banach
C0(X), con la idea de que un álgebra de Banach A no puede ser isomorfa a C0(X) si A
no posee la misma estructura.

El caso más simple es A = C ∼= C0({p}). Recordemos el hecho de que para toda
z ∈ C,

|z|2 = zz̄.

En esta ecuación aparentemente inocente se encuentra la estructura adicional que re-
querimos. Para los números complejos es conjugación compleja. Observamos que, para
f ∈ C0(X),

||f ||2 = sup{|f(p)|2 | p ∈ X}
= sup{f(p)f(p) | p ∈ X}
= ||ff ||

donde f(p) = f(p) para todo p ∈ X .

4.1 Definición. Una involución en un álgebra de Banach es una aplicación A → A,
x 7→ x∗ con las siguientes propiedades. Para todo x, y ∈ A, α ∈ C, tenemos:

(a) (x∗)∗ = x.

(b) (x+ y)∗ = x∗ + y∗.

(c) (αx)∗ = αx∗.

(d) (xy)∗ = y∗x∗.
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Una C∗-álgebra es un álgebra de Banach con una involución tal que

||x∗x|| = ||x||2

para todo x ∈ A, cual se llama la C∗-identidad.

4.2 Ejemplos.

(a) Mn(C) con la involución dada por la conjugada traspuesta A∗ = At es una C∗-
álgebra. A∗ se llama la adjunta de A.

(b) Si H es un espacio de Hilbert (es decir un espacio de producto interno completo),
entonces para cada operador lineal acotado T : H → H , existe una aplicación única
T ∗ : H → H tal que 〈T (u), v〉 = 〈u, T ∗(v)〉 para todo u, v ∈ H . El operador T ∗ se
llama el adjunto de T y también es lineal y acotado. La aplicación T 7→ T ∗ es una
involución en B(H) con la cual B(H) es un C∗-álgebra.

4.3 Problema. Considerando el álgebra de Banach L1(Z) y x ∈ l1(Z) [Ejemplos 2.2 (c)],
definimos

x∗n = x−n, n ∈ Z.

Similarmente, considerando el álgebra de Banach L1(R) y f ∈ L1(R) [Ejemplos 2.2 (d)],
definimos

f∗(x) = f(x−1), x ∈ R.

Demuestre que en ambos casos obtenemos una involución que no cumple la C∗-identidad.

4.4 Comentario. Se puede mostrar, además, que no existen involuciones en las álgebras
de Banach l1(Z) y L1(R) que satisfacen la C∗-identidad. Si G es un grupo localmente
compacto abeliano, el álgebra L1(G) se puede completar respecto a otra norma para
obtener una C∗-álgebra C∗(G). Estas C∗-álgebras están relacionadas con la teoría de
representaciones de grupos [2, Part II].

4.5 Definición. Sean A y B dos C∗-álgebras. Un homomorfismo de álgebras φ : A→ B

tal que φ(x∗) = φ(x)∗ para todo x ∈ A se llama un ∗-homomorfismo. Si adicionalmente
φ es una biyección, φ se llama un ∗-isomorfismo. Si existe tal ∗-isomorfismo, decimos que
A y B son ∗-isomorfos (o isomorfos como C∗-álgebras) y escribimos A ∼= B.

4.6 Ejemplo. Si H es un espacio de Hilbert de dimensión n ∈ N, entonces B(H) y
Mn(C) son ∗-isomorfos.

4.7 Definición. Un elemento x de una C∗-álgebra se llama autoadjunto si x∗ = x.

4.8 Ejemplo. Si T es un operador lineal en un espacio de Hilbert de dimensión finita, T es
autoadjunto si y solo si T se puede representar con una matriz que es igual a su traspuesta
conjugada, por ejemplo una matriz real simétrica.

4.9 Problema. Sea x un elemento autoadjunto de una C∗-álgebra A.

(a) Demuestre que cada elemento de A se puede expresar unicamente en la forma x+ iy

donde x, y ∈ A son autoadjuntos. Como en C, x y y se llaman las partes real e
imaginaria, respectivamente, del elemento.
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(b) Demuestre que para todo n ∈ N,

||x2
n

|| = ||x||2
n

.

(c) Si A es unitaria, demuestre que ||x|| = r(x), donde r(x) es el radio espectral de x
[Definición 2.11]. Sugerencia: Use la parte (a) con la fórmula del radio espectral
[problema 2.13].

4.10 Comentario. Si x es cualquier elemento de una C∗-álgebra unitaria A, entonces x∗x
es autoadjunto. Se sigue del problema 4.9 (c) y la C∗-identidad que

||x||2 = sup{|λ| | λ ∈ C, x∗x− λ no es invertible}.

De esta manera, la norma deA está determinada completamente por la estructura algebraica
de A. Si A es cualquier álgebra unitaria, existe no más de una norma para la cual A es
una C∗-álgebra. También, si A y B son C∗-álgebra unitarias y φ : A → B es un ∗-
homomorfismo, entonces

||φ(x)||2 = ||φ(x)∗φ(x)|| = ||φ(x∗x)|| = r(φ(x∗x)) ≤ r(x∗x) = ||x∗x|| = ||x||2.

Esto quiere decir que φ es acotado y ||φ|| ≤ 1. Si φ es inyectivo, entonces ||φ|| = 1 y φ es
una isometría. En particular, cualquier ∗-isomorfismo es una isometría. Estas conclusiones
se pueden extender a C∗-álgebras no unitarias usando, por ejemplo, [problema 4.15].

4.11 Definición. SiA es unaC∗-álgebra yB una subálgebra cerrada deA, unaC∗-álgebra
tal que x∗ ∈ B cuando x ∈ B, entonces B se llama una C∗-subálgebra de A, y B es en sí
misma una C∗-álgebra.

Necesitaremos el siguiente resultado.

4.12 Teorema (Stone-Weierstrass). [3, Capítulo 12], [5, Teorema A.6.9 (b)] Sea X un
espacio de Hausdorff compacto. Si A es una C∗-subálgebra unitaria de C(X) que separa
los puntos de X , en el sentido de que f(p) = f(q) para todo f ∈ A solo cuando p = q,
entonces A = C(X).

Ahora llegamos al resultado que nos interesa.

4.13 Teorema (Gelfand-Naimark). Cada C∗-álgebra conmutativa es ∗-isomorfa (isomé-
tricamente) a C0(X) para algún espacio de Hausdorff localmente compacto X . En efecto,
la transformada de Gelfand

Γ : A→ C0(Â)

es un ∗-isomorfismo (isométrico).

Vamos a demostrar el teorema 4.13 en el caso de queA es unitaria, y dejamos el caso no
unitaria como el último problema. Primero, necesitamos algunos resultados preliminares.

4.14 Problema. Sea A un álgebra de Banach unitaria y sea x ∈ A.
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(a) Demuestre que podemos definir

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

y que ex+y = exey para todo x, y ∈ A tal que xy = yx.

(b) Ahora supone que A es una C∗-álgebra y que x es autoadjunto. Para todo t ∈ R,
defina

ut = eitx.

Demuestre que para todo t ∈ R,

u∗t = u−t.

(c) Un elemento u de una C∗-álgebra se llama unitario si u∗ = u−1. Demuestre que si
u es unitario, entonces ||u|| = 1. Demuestre que ut de la parte (b) es unitario para
todo t ∈ R.

(d) Sea φ ∈ Â. Con x autoadjunto como en la parte (b), demuestre que φ(x) ∈ R.
Sugerencia: Considere φ(ut) y recuerda que ||φ|| = 1. Se sigue que σ(x) ⊆ R.

Demostración de teorema 4.13 cuando A es unitaria. Sabemos ya por la proposición 3.3
que Â es un espacio de Hausdorff localmente compacto. También hemos demostrado que
Γ : A→ C(Â) es un homomorfismo (contractivo) de álgebras de Banach. Queda entonces
por demostrar que Γ es una biyección y Γ(x∗) = Γ(x)∗ para todo x ∈ Â.

Sea x un elemento autoadjunto de A. Ya que x̂(φ) = φ(x) pertenece a σ(x) [proble-
ma 2.17 (a)] y σ(x) ⊆ R [problema 4.14 (d)], tenemos que x̂ es autoadjunto en C(Â).
Cada elemento de A se puede expresar en la forma x+ iy donde x y y son autoadjuntos
[proposición 4.9 (a)], y verificamos que Γ((x+ iy)∗) = Γ(x+ iy)∗.

Sea x cualquier elemento de A. Entonces x∗x es autoadjunto y tenemos que ||x∗x|| =
r(x∗x) [problema 4.9 (c)]. Al mismo tiempo tenemos ||Γ(x∗x)|| = r(x∗x). Ahora por la
C∗-identidad, tenemos

||Γ(x)||2 = ||Γ(x)∗Γ(x)||
= ||Γ(x∗x)||
= r(x∗x)

= ||x∗x||
= ||x||2.

Entonces Γ es una isometría (y en particular es inyectiva). Ahora solo falta demostrar
que Γ es sobreyectiva. Esto es una consecuencia directa del teorema de Stone-Weierstrass
[teorema 4.12].
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4.15 Problema. Sea A una C∗-álgebra, sea x ∈ A, y definamos

Lx : A→ A

Lx(y) = xy.

(a) Demuestre que L : x 7→ Lx define un homomorfismo isométrico de álgebras de
Banach de A a B(A), el álgebra de Banach de operadores acotados en (el espacio de
Banach) A.

(b) Defina
A+ = {Lx + α | x ∈ A,α ∈ C} ⊆ B(A),

donde α significa multiplicación escalar por α, y

(Lx + α)∗ = Lx∗ + α.

Demuestre que A+ es una C∗-álgebra unitaria. Se llama la unitización (de C∗-
álgebra) de A. (La involución (x, α)∗ = (x∗, α) en la unitización de álgebra de
Banach de A y no necesariamente cumple la C∗-identidad).

(c) Demuestre teorema 4.13 en el caso en que A no es unitaria utilizando la unitización
de A.

4.16 Observación. El teorema 4.13 establece que estudiar C∗-álgebras conmutativas es,
en algún sentido, lo mismo que estudiar espacios de Hausdorff localmente compactos.
En el idioma de la teoría de categorías, tenemos una equivalencia de categorías. La
idea de topología no conmutativa es estudiar C∗-álgebras con la perspectiva que son
generalizaciones de espacios de Hausdorff localmente compactos, o, en otras palabras
análogos no conmutativos de tales espacios. Aquí es de donde viene el concepto de espacio
no conmutativo.

Terminamos con una pregunta para estudio adicional.

4.17 Pregunta. ¿Cómo se adapta la topología algebraica al estudio de espacios no
conmutativos?

Un buen lugar para empezar es [4], y luego [1].
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