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RESUMEN. Se presenta una perspectiva histdrica de las ideas matematicas en torno
al Principio del Médximo de Pontryagin de la teoria de control 6ptimo. Este resultado
establece condiciones necesarias para trayectorias que a la vez de satisfacer un sistema
de control, minimizan un funcional dado. Se hace una presentacién sucinta del cdlculo
de variaciones, en particular de los resultados que conforman lo que llamamos un
preludio al Principio del Maximo. Se sostiene la tesis de que este principio representa
una ruptura conceptual con el cdlculo de variaciones y el nacimiento de una nueva
disciplina matematica.
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ABSTRACT. A historical perspective of the mathematical ideas around the Pontryagin
Maximum Principle of optimal control theory is presented. This result establishes
necessary conditions for trajectories that simultaneously satisfy a control system and
minimize a given functional. A succinct presentation of the calculus of variations is
carried out, in particular of those results that embody what we call the prelude to the
Maximum Principle. The paper argues for the thesis that the Maximum Principle brings
about a conceptual rupture with the classical calculus of variations and gives birth to a
new mathematical discipline.
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1. Introduccion

El Principio del Médximo de Pontryagin de la teoria de control éptimo fue una respuesta
matematica al desafio planteado por las ciencias e ingenierias aeroespaciales en las décadas
de los cincuenta y los sesenta del siglo pasado. Convalidado desde su publicacién por
ingenieros como una solucién adecuada al problema del desplazamiento 6ptimo bajo res-
tricciones diferenciales, contd con el escepticismo de comunidades matematicas trabajando
en campos afines [1].

L. MARKUS describe en [2] algunas reminiscencias personales del Congreso Interna-
cional de Matemaéticos de Edimburgo en 1958, en donde L.S. PONTRYAGIN, en conferencia
magistral, present6 el Principio del Maximo:

“... para la audiencia, en su mayoria topdlogos, parecia estar hablando sobre
cierto tipo de ingenieria, ..., después de pocos dias de reflexion y cotilleo,
el establishment matematico decidié que, después de todo, el Principio del
Maiéximo no versaba sobre ingenieria, sino era un resultado del célculo de
variaciones cldsico (similar al obtenido por M. HESTENES). . . Asi, el consenso
del congreso llego a la conclusién de que la teoria de control, aunque sosa y
aburrida, podria ser matematicamente respetable, posiciéon aun compartida por
algunos matematicos avant-garde ...”

Como ha sido extensivamente documentado, e.g. [3], esta actitud de escepticismo no
fue ajena a la injusta estigmatizacion de la teoria de control 6ptimo como una ciencia al
servicio del militarismo, en el marco de la carrera espacial y en el contexto de la guerra
fria entre las superpotencias en el siglo pasado.

El Principio del Maximo es un resultado fundamental en la teoria matemadtica de
control 6ptimo. Es cominmente aceptado que esta disciplina matemdtica naci6 en los afios
cuarenta en la ex-Unién Soviética, y que encuentra sus origenes en la tradicion clasica del
célculo de variaciones. Hay autores e.g. [4] que van mds alld y sostienen que, stricto sensu,
el primer problema de control 6ptimo es el problema de la braquistécrona formulado
por JOHANN BERNOULLI! en 1696. Esta controversia es un tanto artificial si se parte del
hecho de que el pensamiento matemadtico deviene como un continuo en el que en ciertos
momentos aparecen trabajos seminales que proveen de especificidad a nuevas disciplinas
matemadticas (ver por ejemplo [5]).

A nuestro entender, si bien algunas de las ideas matemadticas estaban ya presentes, por
mencionar tres momentos, en el calculo de variaciones clasico, en el llamado principio
“bang-bang” para los sistemas lineales de BELLMAN [6], y en los trabajos de HESTENES,
la especificidad de la teoria matemdtica de control éptimo fue delineada por los trabajos
de PONTRYAGIN y sus colaboradores: el problema de la braquistécrona como fue origi-
nalmente formulado en 1696 no es un problema de control 6ptimo, ni HESTENES en el

! Aunque la familia Bernoulli produjo una media docena de matematicos de gran talento del siglo XVII y
principios del siglo XVIII, los hermanos JACOB BERNOULLI (1655-1705) y JOHANN BERNOULLI (1667-1748)
son los mds conocidos.
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reporte de la corporacion RAND ni BELLMAN en la formulacién del principio bang-bang
establecieron el Principio del Maximo.

El Principio del Médximo es una herramienta poderosa para el estudio de problemas
matemadticos, no solamente de la teorfa de control éptimo sino también de nuevas estructu-
ras geométricas, por ejemplo, para el estudio de curvas rigidas y para lo que hoy se conoce
como geometria de Carnot-Caratheodory (ver por ejemplo [7]).

Aparte de esta introduccién este trabajo contiene tres secciones. En la seccion 2 se
presenta una introduccién sucinta del cdlculo de variaciones, que incluye la descripcién
del problema de la braquistécrona y del problema isoperimétrico, asi como las condiciones
necesarias de curvas extremales dadas por la ecuacién de Euler-Lagrange, la condicién de
Legendre y de Weierstrass y la ecuacién de Hamilton-Jacobi. En esta seccién seguimos
la presentacion de los libros de G. BLISS [8], de I. GELFAND, S. FOMIN [9], y de J.L.
TROUTMAN [10].

En la seccién 3 se presenta, en el marco conceptual del cdlculo de variaciones, una
descripcion de los trabajos que anteceden al Principio del Mdximo y que por incluir algunas
ideas de éste, constituyen un preludio a él. Se incluye en esta seccién la descripcion de los
trabajos de BOLZA y del llamado camino real del cdlculo de variaciones de CARATHEO-
DORY. Se presentan también resultados que son mds cercanos al Principio del Mdximo, a
saber, la programacion dindmica de BELLMAN vy los resultados de HESTENES publicados
por primera vez en un reporte de investigacién de circulacién limitada [11], que contiene
la solucién al problema de Bolza y en el cual estdn presentes algunas ideas matemdticas
contenidas en el Principio del Maximo.

La seccion 4 se aboca a la presentacion del Principio del Mdximo, se incluye la
versién original del libro de PONTRYAGIN et al. [12] y una formulacién moderna con la
nomenclatura de la geometria diferencial. Se desglosan ademds dos ejemplos ilustrativos.
Finalmente en la seccion 5 se presentan las conclusiones de este trabajo.

2. El calculo de variaciones

El célculo de variaciones es una rama venerable del andlisis matematico cuyas raices se
remontan al pensamiento matematico de la antigua Grecia. En la historia de esta disciplina
estdn presentes los nombres de los mds destacados matemdticos de varios siglos y es
aceptado que los métodos variacionales han sido motor del desarrollo de diversas ramas de
la matematica y de la fisica-matemadtica [13].

2.1. Dos problemas variacionales fundamentales

Aunque el problema isoperimétrico era conocido desde la antigua Grecia, el nacimiento
del célculo de variaciones como disciplina matematica se ubica a mediados del siglo X VII.
El primer problema genuinamente variacional fue el de encontrar el perfil de un cuerpo que
ofrece la resistencia minima (aerodindmica o hidrodindmica) y fue estudiado por NEWTON?
en Principia Mathematica en 1687: dado un sélido que se mueve en un fluido con una

2Sir IsAAC NEWTON, matematico inglés, 1643-1727.
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velocidad constante dada y cubre, en su extremo posterior, una seccion transversal prescrita
que es ortogonal al vector velocidad, encontrar el perfil del cuerpo que proporciona la
minima resistencia [14]. Es generalmente aceptado que es en el desafio de encontrar la
curva de mds rapido descenso formulado por JOHANN BERNOULLI en 1696 donde se
encuentra la génesis del calculo de variaciones.

2.11. El problema de la braquistécrona

El problema de la curva de mas rapido descenso, conocido también como el problema
de la braquisto’crona3, fue formulado a manera de desafio a los matematicos de su tiempo,
en la edicién de junio de 1696 de la revista Acta Eruditorum. El problema se enuncia como
sigue:

Figura 1. Retrato de JOHANN BERNOULLI por JOHANN RUDOLF HUBER, circa 1740%.

PROBLEMA NOVUM, ad cujus Solutione Mathematici invitantur. “Datis in
plano verticali duobus punctis A et B, assignare mobili M viam AMB, per quam
gravitate sua descendens, et moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore
perveniat ad alterum punctum B.” (“Si dos puntos A y B son dados en un plano
vertical, asignar a una particula mévil M la trayectoria AMB a lo largo de la
cual, descendiendo bajo su propio peso, pasa del punto A al Punto B en el
tiempo mds corto.”) [15]

El problema fue resuelto por seis de las mentes matematicas mas brillantes de la época:
los hermanos BERNOULLI, TSCHIRNHAUS’, LEIBNIZ®, L'HOPITAL’ y NEWTON. La

3Del griego brachistos: el mds corto, chronos: tiempo

“*lustracién tomada del sitio http://wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli
SEHRENFRIED WALTER VON TSCHIRNHAUS, matemdtico alemén, 1651-1708.

6GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ, matemético alemdan, 1646-1716.

TGUILLAUME FRANCOIS ANTOINE MARQUIS DE L’ HOPITAL, matemdtico francés, 1661-1704.
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solucién de Newton fue publicada en forma anénima y sin prueba en enero de 1697 en
Philosophical Transactions of the Royal Society, en tanto que las otras fueron publicadas
en la ediciéon de mayo de 1607 de Acta Eruditorum. La solucién propuesta por JOHANN
BERNOULLI se basa en una analogia con la 6ptica (usando los principios desarrollados
por SNELLY, HUYGENS® y FERMAT!?), y en una discretizacién de la trayectoria. En su
solucién la braquistocrona se identifica con la curva que un rayo de luz sigue al propagarse
en un medio cuya densidad es inversamente proporcional a la velocidad que la particula
adquiere al deslizarse por la fuerza de la gravedad; esa curva obedece el principio de tiempo
minimo de FERMAT!! en cada punto. En forma elegante, formulando matematicamente
los principios de la 6ptica, JOHANN BERNOULLI describe la ecuacién diferencial de la
curva de mds rapido descenso, la cual reconoci6 como la cicloide: 1a curva que describe un
punto fijo de un circulo cuando éste rueda sin resbalar sobre una recta.

Aunque la solucién de JOHANN BERNOULLI es elaborada e ingeniosa, es una solucion
ad hoc para el problema de la curva de mds rapido descenso. La soluciéon mds profunda,
en la cual se presenta por primera vez la idea matematica de variacion de una curva
fue la propuesta por JACOB BERNOULLI. En ella se encuentra la idea fundacional del
célculo de variaciones (ver STILLWELL [16]). La solucién de JACOB BERNOULLI descansa
en el concepto de infinitesimales, la generalizacién del concepto de punto estacionario
y en un ingenioso argumento geométrico. La idea fundamental es que las propiedades
extremales de la braquistdcrona deben conservarse en cada porcién de la curva. Igualando
las longitudes infinitesimales de la curva y de una variacién de ella, JACOB BERNOULLI
deduce también la ecuacidn diferencial que satisface la cicloide.
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(a) (b)
Figura 2. (a) El problema de la braquistécrona, (b) La solucién de JOHANN BERNOULLI,
(c) La solucién de JACOB BERNOULLI.

En la figura 2(a) se describe el problema de la braquistdcrona, en tanto que en 2(b) y en
2(c) se presentan parte de las soluciones de los BERNOULLI. Estos bosquejos se realizaron
en base a los que aparecen, de acuerdo con NSF-National Curve Bank!2, en la Tabla IV
del articulo de BERNOULLI en Acta Eruditorum de 1697.

SWILLEBRORD SNELLIUS, astrénomo y matematico holandés, 1580-1626.

9CHRISTIAAN HUYGENS, matemitico y cientifico holandés, 1629-1695.

0PIERRE DE FERMAT, matemético francés,1602-1665.

La trayectoria que sigue un rayo de luz es la trayectoria que puede ser recorrida en tiempo minimo. Este
principio es considerado también como la definicién de rayo de luz.

Zhttp://curvebank.calstatela.edu/
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La cicloide es una de las curvas mas famosas en las matematicas, se define como la
trayectoria que sigue un punto sobre la circunferencia de un circulo cuando éste rueda sin
resbalar sobre una recta (ver figura 3). Fue descubierta por GALILEO'? y ha sido estudiada
por siglos por algunas de las mentes mds brillantes del pensamiento cientifico. Por ejemplo,
en la obra Le Traité de la roulette escrita por PASCAL' en 1659, se calcula, usando el
Ilamado método de los indivisibles que antecede al cdlculo de LEIBNIZ y NEWTON, el drea
de la regién formada por la cicloide, su eje de simetria y un segmento de recta paralela a la
recta sobre la cual resbala el circulo, asi como volimenes de revolucion asociados a esta
region. En la misma época, con la idea de construir un reloj de péndulo de gran exactitud,
HUYGENS descubrid que si la oscilacién de la masa de un péndulo se confina a una regién
bordeada por una cicloide en lugar de un circulo, el periodo es independiente del punto de
inicio, debido a la propiedades de isocronia de la cicloide.

Figura 3. Cicloide: lugar geométrico de un punto fijo en un circulo que rueda sin resbalar
sobre una recta.

El problema de la braquistécrona puede formularse de la siguiente manera:

En la familia de curvas que representan graficas de funciones y : [0,¢] —

R~, =+~ y(x) continuamente diferenciables, y que satisfacen las condicio-
nes y(0) = 0,y(¢) = —¢, encontrar la que minimiza el fiempo de descenso
dado por:
1
T=— (1)
29 Jo

2.12. El problema isoperimétrico

El volumen V de la obra Mathematice Collectiones de PAPPUS DE ALEJANDRIA
(290-350 D.c.) da cuenta de la solucidn al problema isoperimétrico por el gedbmetra griego
ZENODORUS (200-140 A.C.), la cual estipula que el circulo encierra el area més grande
entre todos los poligonos del mismo perimetro [17]. Este resultado es, de alguna manera,
cubierto con un velo poético en el libro I de La Eneida de VIRGILIO (70-19 A.C.), donde
se lee!:

13GALILEO GALILE, fisico, matemético, astrénomo y filosofo italiano, 1564-1642.
14BLAISE PASCAL, filésofo y matematico francés, 1623-1662.
SLa Eneida, VIRGILIO, Libros I-VI, UNAM, 1972. Edicién preparada por R. BONIFAZ NUNO.
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... Agitada con esto, Dido preparaba su fuga y reunia a los que habian de acom-
pafiarla, sefialando entre los que mds detestaban o temian al tirano; apodéranse
de unas naves que por su dicha estaban aparejadas, y las cargan de oro; las
riquezas del avaro Pigmalién van por el mar, y una mujer capitanea la empresa.
Llegaron los fugitivos a estos sitios, donde ahora ves las altas murallas y el
alcdzar, ya comenzado a levantar, de la nueva Cartago, y compraron una porcion
de terreno, tal que pudiera toda ella cercarse con la piel de un toro, de donde le
vino el nombre de Byrsa'S.

Figura 4. Fundacién de Cartago por la Reina Dido!”.

En este verso se relata la fundacién de la ciudad de Cartago por la Reina Dido'® obligada
a huir de la ciudad Tiro después de que Pigmalién asesinara a su padre. Al desembarcar
en el norte de Africa, cerca de la actual Tinez, le es cedido un terreno bordeado por el
mar tan grande como pudiera ser rodeado por la piel de un toro. Dido corta tiras de piel
extremadamente delgadas para construir un semicirculo, fundando asi la ciudad de Cartago.
Esta es la razén por la que esta version del problema isoperimétrico se conoce también
como el problema de Dido.

El problema isoperimétrico consiste en encontrar entre todas las curvas planas
de un mismo perimetro, la que encierra el drea mas grande.

El problema de Dido puede formularse tomando coordenadas (z,y) en el plano R?
y una curva suave en el semi-plano superior, (el eje  representa el limite del mar), que
representa la gréfica de una funcién y : [—p, p] = R*, 2+ y(z), el problema consiste
entonces en

P
maximizar / y(x) dz,
—p
@)
P
sujeto a / V1+y(z)?de=pz, y(—p)=ylp)=0.
-p
16Del griego biirsa: la piel de un toro. Ver pag. 1006 del Dictionary of Greek and Roman biography and mythology,
editado por WILLIAM SMITH, 1813-1893, de la coleccién: Making of America Books.

7Tlustracién tomada del sitio http: //math.arizona.edu/ hermi/dido.html
8Dido, también llamada Elisa. Idem.
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2.2. Problemas Variacionales

Los problemas isoperimétrico y de la braquistécrona son problemas tipicos del célculo
de variaciones, rama del andlisis matematico que tiene como objeto de estudio la optimi-
zacién de funcionales, es decir, la optimizacién de funciones que tienen como dominio
a una familia de funciones con alguna propiedad especifica, y como contradominio a los
nimeros reales. Estos funcionales frecuentemente representan alguna ley o propiedad
fisica o geométrica, y se expresan como integrales definidas que envuelven funciones y sus
derivadas, como la integral (1) y las integrales en (2).

En el resto de esta seccidn nos referiremos dos tipos de problemas variacionales que
generalizan los problemas arriba expuestos.

El problema variacional mas simple. Sea f : R® — R, (z,y,2) — f(z,y,2) una
funcién diferenciable con primeras y segundas derivadas parciales continuas con res-
pecto a todas las variables. Sea [a, b] C R un intervalo cerrado y sean y1,y> € R dos
valores fijos dados. El problema variacional mas simple consiste en la minimizacién
de

b
sz/fmmmymwx 3)

entre todas las funciones diferenciables y : [a, b] — R,z — y(x) que tienen derivada
continua y que satisfacen las condiciones y(a) = y1, y(b) = yo.

El problema variacional con una restriccion. En este problema se considera otra fun-
cién g : R® = R, (z,y,2) — g(z,v, 2) diferenciable con primeras y segundas
derivadas parciales continuas con respecto a todas las variables, y tres valores fijos da-
dos y1,y2, I € R. El problema variacional con una restriccién consiste entonces en la
minimizacién de (3) entre todas las funciones diferenciables y : [a,b] — R,z — y(z)
que tienen derivada continua, que satisfacen las condiciones y(a) = y1, y(b) = y2 y
que hacen que

b
szjgmmuwax 4

tome el valor fijo 1.

2.3. La ecuacion de Euler-Lagrange

De acuerdo con C. FRASER [18], la formalizacion de los métodos del calculo de
variaciones como se conocen hoy en dfa tienen su origen en los trabajos de LAGRANGE, !
basados a su vez en los trabajos de EULER? y en el intenso intercambio cientifico que
mantuvieron ambos.

En junio de 1754 el joven LAGRANGE escribié a EULER una primera carta explicando
la ampliacioén de algunos resultados expuestos en la obra cldsica de EULER Methodus

19J0SEPH-LOUIS LAGRANGE, matemdtico francés de origen italiano, 1736-1813.
20LEONHARD EULER, matematico suizo, 1707-1783.
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Inveniendi.®' En agosto de 1755, LAGRANGE escribié a EULER una segunda carta en
donde presenta una nueva manera de resolver estos problemas sin recurrir a ningiin andlisis
geométrico; en tres paginas LAGRANGE presenta un algoritmo que resolvia los tres ejem-
plos centrales de los Methodus Inveniendi, resultados que impresionaron profundamente
a EULER. En esta segunda carta se introduce por primera vez el simbolo § al célculo
infinitesimal:

. si Fiy denota una funcién de y y y es funcién de = 2, se supone que x

es constante con respecto a d, es decir, z = 0, en tanto que Jy denota la
variacién de y usada para distinguirla de la diferencial usual dy. La cantidad
0 Fy denota el incremento en F'y cuando y es incrementada y se asume que
doFy = ddFy...

En 1760 LAGRANGE publicé dos articulos seminales: en el primero presenta el desa-
rrollo paramétrico del método de variaciones y en el segundo desglosa una explicacién
exhaustiva de las técnicas variacionales y del principio de minima accion de la dindmica. El
pensamiento matematico de LAGRANGE en relacién a los procesos variacionales culminé
en 1788 con la aparicion de su obra cldsica Mechanique Analitique, la cual marca el cierre
del ciclo del nacimiento de los fundamentos del célculo de variaciones.

Lo que hoy se conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange, esta presente ya en los
trabajos de LAGRANGE y EULER mencionados antes. Esta ecuacién proporciona una
condicién necesaria de optimalidad, en el sentido de que una solucién de un problema
variacional es necesariamente solucién de esta ecuacion.

Vamos a presentar la ecuacion de Euler-Lagrange en un lenguaje moderno. Sea V
un espacio vectorial normado®® y sea D C V un subconjunto, no necesariamente un
subespacio de V. Un funcional es una funcién J : D — R, y +— J[y]. Se dice que y € D
es un valor extremo de J si para todo y € D se satisface:

Iyl = J[].
El concepto de variacion es fundamental en el estudio de valores extremos; este
concepto generaliza el de la derivada direccional para funciones reales.

Definicion 1. Para y, v € D la variacién de J en y en la direccién de v se define como

5.[y:v] = lim = (Jly + ev] — Jlu]) s)

e—=0 ¢

dondequiera que este limite exista.

21 Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprietate Gaudentes (Métodos para encontrar lineas
curvas que tienen alguna propiedad de mdximo o minimo). Obra publicada en 1744. Consiste de una coleccion
de problemas de fisica y matemadticas incluyendo el problema isoperimétrico. Las soluciones son presentadas
en base a cdlculos laboriosos y a una fuerte argumentacién geométrica.

22En notacién moderna se trata de una funcién F(y(x), z).

23Espacio vectorial V que tiene definida una funcién || - || : V — R que satisface: ||[v|| > 0y |jv|| =
0 siy solosiv = 0 (positividad), ||u 4+ v|| < |lu|| + ||v|| (desigualdad del tridngulo), y ||ew]| = |a|||v]|
(homogeneidad absoluta), para todo u,v € V'y todo escalar .
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Obsérvese que ambas y y v estdn fijas cuando € — 0. La existencia de limite implica
ademds que ambas J[y] y J[y + ev] existen para valores de ¢ suficientemente pequefios.
En la préctica es conveniente utilizar el hecho de que

0
0Jly;v] = 5o Jly +ev]] (©6)
e=0

La variacién de J depende de su comportamiento local en una vecindad de y. Por
supuesto, la variacién no necesariamente existe en cualquier direccidon; ademds puede
existir en unas direcciones y no existir en otras. Las direcciones en las cuales la variacién
de un funcional existe se denominan direcciones admisibles. Cuando éstas son conocidas
o se sobreentienden se escribe simplemente 6.J[y].

Teorema 1. Una condicion necesaria para que J tenga un valor extremo en y es que
0Jy; v] = 0 para toda direccion admisible v.

Observacion 1. Los problemas variacionales mds simple y con una restriccion, estan
formulados en el espacio lineal V = C[a, b]. Obsérvese, sin embargo, que los dominios
de los funcionales J y K son las familias

Dy = {yeV]|yla)=
D, {yeV]yla)

1, yb) =y} y

y
Y1, y(b) = y2, K[y] = I},

respectivamente. Ninguno de los dos casos forma un subespacio de V.

El establecimiento de la condicién necesaria de optimalidad expresada por la ecuacion
de Euler-Lagrange se basa en el siguiente resultado.

Proposition 1. Sean «, 8 € Cla, b] dos funciones continuas arbitrarias. Si

para toda v € D tal que v(a) = v(b) = 0, entonces « es una funcion constante. Ademds,
Si

b
[ @@+ oy (@) do =0 ™
para toda v € D, entonces 3 es diferenciable y satisface 3'(x) = a(z).

Demostracion. La prueba de la primera implicacién es elemental y puede consultarse por
ejemplo en [9]. La segunda implicacion sigue de la primera y de una integracion por partes.
En efecto, si se define la funcion
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Por 1o tanto (7) se escribe:

b
/ (B(x) — ()’ (z) dx = 0,

de donde se sigue que 3(x) — v(z) es constante y por lo tanto 3'(x) = a(x).

Para el problema variacional mas simple se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2. (Euler-Lagrange) Una condicion necesaria para que y € D sea un valor
extremo de (3) es que satisfaga la ecuacion de Euler-Lagrange

d
fy_%fy/:(l (®)

Demostracion. Supongamos que y € D es un valor extremo de (3). Por el teorema 1 se
tiene que 6.J(y; v) = 0 para toda direccién admisible v € D. Usando la expresion (6) para
calcular la variacion de J se tiene que

0
6J(y;v) = gj(y +¢ev)

e=0

ba
/a af(;m y(z) +ev(x),y (z) + v’ (z)) dx

e=0

b
[ @9/ @)o@) + f-(o @), (@) @)

Igualando esta dltima expresion a cero y usando el resultado anterior, se sigue la ecuacién
de Euler-Lagrange. O

En el caso particular de que el integrando sea independiente de la variable x, la ecuacién
(8) es equivalente a la ecuacién
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Of
Yoy =k, )

con k constante. En efecto, la ecuacion de Euler-Lagrange implica

d (,0f _
i (V3 -7) o

La ecuacién (9) es conocida en la literatura como la identidad de Beltrami.**

Para el problema variacional con una restriccion se tiene el siguiente resultado que
generaliza el método de multiplicadores de Lagrange para la optimizacién de funciones de
variable real.

Teorema 3. Siy € D es un valor extremo de J que no es un valor extremo de K, entonces
existe una constante \ tal que y es un valor extremo de

b
/ (f + Ag) da,

es decir, satisface la ecuacion diferencial

d d
fy_cixfy"")‘(gy_clxgy’) =0. (10)

Las curvas integrales de la ecuacién de Euler-Lagrange se denominan curvas extremales.
La ecuacién de Euler-Lagrange es una ecuacidn diferencial de segundo orden cuya solucién
dependera en general de constantes arbitrarias determinadas por los valores a la frontera.

Observacion 2. Para cierto tipo de problemas variacionales (e.g. los problemas isope-
rimétricos), es conveniente considerar una formulacién en forma paramétrica. Es decir,
considerar una curva parametrizada

t (2(1),y(1)),

de tal forma que el funcional (3) se escribe como
b t2 :'C(t) tz
[ sayae= [ 1 (a0, 50 = [ vt
a t y(t) t

Se puede probar que si la funcién ¥ no incluye explicitamente al pardmetro ¢ y es homogé-
nea de grado 1 con respecto a () y ¢(t), entonces el funcional [ U es independiente de

2AEUGENIO BELTRAMI, matemadtico italiano, 1835-1900.
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la parametrizaci6n (ver [9]). En este caso la optimizacion del funcional [ f es equivalente
a la del funcional f W y la condicion necesaria se expresa por medio del siguiente par de
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d
v, — —U, = 11
z— Vi 0 an
d
- S0 = 0. (12)

Ejemplo 1. La braquistécrona

Como se explicé en el parrafo 2.1, el problema consiste en la minimizacion del
funcional (1) en Dy, es decir, se tiene

1+ (y')?
-

Dado que no hay una dependencia explicita de x, se puede utilizar la condicién de Beltrami
(9) como condicién necesaria para un extremal, es decir, si y € D; es un extremal, entonces
debe satisfacer la ecuacién:

f(x,y,y) =

1
- = K1,

1+ )y
0 equivalentemente
dy  [k2—y 1

con Ky = —.
dx y K2

La integracién de esta ecuacion diferencial es conocida desde los trabajos de los BERNOU-
LLIy se basa en la introduccién de un dngulo auxiliar ¢ definido como

tanp = L ,
Ro — Y
de donde se obtiene
y = Krgsen . (13)
La regla de la cadena implica
de 1

dr  2kgsen2 o’

y una integracion directa y la condicién inicial y(0) = 0, (¢(0) = 0) implican
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x = p(¥ — sen ), (14)

con 2p = ko y ¥ = 2¢p. Ademads la ecuacion (13) se escribe como

y = p(1 —cos¥). (15)

Las ecuaciones (14) y (15) corresponden a las ecuaciones paramétricas de la cicloide.

Ejemplo 2. El problema isoperimétrico

Consideramos la formulaciéon paramétrica del problema de acuerdo a lo explicado en
la observacién 2. Sea t — ~(t) = (z(t),y(t)), t € [t1,?2] una curva cerrada. El drea
encerrada por +y estd dada por

1

to
J= / (2 — y) dt, (16)
2 t

en tanto que su perimetro estd dado por

ta
K= [ a2+ dt. (17)
t1

El problema consiste entonces en la optimizacién del funcional J sujeto a que el
funcional K tome un valor constante dado. Por el teorema 3, si y(t) es un extremal de J
que no es un extremal de K, entonces también es un extremal de

t2 ta
/ U(r,y, &) dt = / (T, ,9) + K (2,9, ,9)) dt

t1 t1

y satisface las ecuaciones (11) y (12), que en este caso se escriben como sigue:

o equivalentemente
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T

Y—A—F—m— = K1
x+ p U K2,
Nz
con k1 y kg constantes, lo cual implica que
(x—k1)? + (y — K2)? = N (18)

que es la ecuacion de un circulo.

2.4. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

El desarrollo del célculo de variaciones ha ido de la mano del desarrollo del marco
tedrico de la mecdnica clésica; la mayoria de las leyes fisicas se establecen a partir de
principios variacionales. Un ejemplo arquetipico es el llamado principio de minima accion,
que establece que el movimiento de un sistema es descrito por una trayectoria que minimiza
el funcional de accién definido como la integral del lagrangiano (energia cinética menos
energia potencial). Otros ejemplos de esta interaccion intima entre el cdlculo de variaciones
y la mecénica se tienen con la introduccién de las coordenada candnicas, el formalismo
hamiltoniano, la forma canénica de las ecuaciones de Euler-Lagrange, la integrabilidad y
la llamada ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Esta ultima ecuacion es la piedra angular de la mecénica y persiste, de alguna ma-
nera, en la formulacion del Principio del Maximo. De acuerdo con [19] corresponde a
HAMILTON? establecer por primera vez esta ecuacién y a JACOBI?® la presentacion de la
ecuacion como se conoce hoy en dia.

Una manera de establecer la ecuacién de Hamilton-Jacobi es a partir de una forma
general de la variacion del funcional, considerando como admisibles aquellas trayectorias
con derivada continua y con puntos iniciales y terminales variando arbitrariamente.

En este caso es necesario tener una nocién de cercania entre trayectorias, es decir, una
topologia en el espacio de trayectorias. Aunque esto puede definirse en forma rigurosa, en
esta exposicién mantenemos un nivel intuitivo al considerar cercanas dos trayectorias si
ellas y sus derivadas lo son punto a punto, como se ilustra en la figura 6.

Consideramos el funcional (3) y dos trayectorias admisibles y, 3 : [a,b] — R,z —
y(x),y(x) cercanas en el sentido explicado arriba, si h(z) = y(x) — y(z), y se escribe

2SWILLIAM ROWAN HAMILTON, matemético irlandes, 1805-1865.
26CARL GUSTAV JACOB JACOBI, matematico aleman, 1804-1851.
2Mlustracién tomada del sitio https: //www.wikipedia.org
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Figura 5. W.R. HAMILTON y C.G.J. JACOBI”.

6yl = Jly + h] = J[yl.

Usando el desarrollo de Taylor, una integracion por partes y escribiendo

h(a) ~ (6y —y'6)la,  h(b) =~ (y — y'0)]s,

se tiene que

b d
5J[y] = / (fy — %fy/> h(.’[)dl’ + f _b(sb -|— fy/h . — f B (50, — fy/h -
b d - z=b - x_i:b o
= / <fy - %fy’) h(z)dz + f,/ 0y B +(f - fy’y/)(h7 - (19)

Para més detalles referimos al lector a [9]. La expresion (19) es la féormula para la variacién
general del funcional J[y].

Obsérvese que si los puntos iniciales y terminales de las curvas admisibles se restringen
a las lineas verticales x = a 'y « = b entonces da = 6b = 0, en tanto que si se mantienen
fijos se tiene se tiene da = db = 0y también dy|, = dy|, = 0.

Al definir la variable dual como

= p(x) = fy(z,y.y) (20)

y la funcion hamiltoniana como
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Figura 6. Dos curvas cercanas.

H(x,y,2,p) = zp — f(x,y,2), (1)

se tiene que

b r=b
0J = /a (fy - Zi) h(z)dz + (péy - ”H,(Sx)

Si y(z) es un valor extremo de J entonces satisface la ecuacién de Euler-Lagrange, por lo
tanto la integral en (19) se anula y se tiene que

r=a

r=b
§5J = (fyféy +(f - y'fy/)§:c) (22)
o bien
r=b
5 = (p5y _ m:) 23)

En conclusién, independientemente de las condiciones de frontera, un valor extremal
de J[y] debe anular las condiciones (22) y (23). La introduccién de las variable (20) y la
funcién hamiltoniana (21) permite escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange en la llamada
Sforma candnica: tomando 3’ como variable independiente de y, la ecuacién (8) puede
escribirse como el sistema

dy d
U _ — ;) =
Yy = dr’ fy dxfy 0 (24)

y ademads la definicion de la variable dual implica
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of of /
dH = _8xd —8ydy+ydp.

Escribiendo los coeficientes apropiados para las diferenciales se obtiene

oM 9f oW 8f M

o 8z oy oy’ c”)‘ip_y7

por lo tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange (24) se escriben como

Oy OH

-7 - = 2
Ox dp 25)
Op OH

- = 2= 2
Ox Ay (26)

Observacion 3. La variable dual (20) se conoce en mecédnica como la variable de momento,
en tanto que las ecuaciones (25) y (26) se denominan ecuaciones de Euler-Lagrange en
forma candnica o ecuaciones de Hamilton.

Sean P = (a,y(a)) y @ = (b,y(b)) dos puntos arbitrarios, y supongamos que un y
solamente un valor extremal de J[y] los une. La funcién

b
S = / F(@,y,y)da

depende de las coordenadas de los puntos Py @), de tal forma que si se toma P fijo y se
deja () variable entonces

S = S(z,y(b)).

Se tiene entonces que d.S = d.J (aqui y es un valor extremal de P a Q y ¥ es una trayectoria
de Pa(xz + dz,a+ da)) y usando (23) (evaluando en ()) se tiene que

dS(z,a) = py — Hdx,

por lo tanto

de ahi que
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oS a8
o + H(:E,y, 6y> =0. 27

Esta ecuacion diferencial, en general no lineal, se denomina la ecuacion de Hamilton-
Jacobi. Hay una relacién intima entre la ecuacién de Hamilton-Jacobi y las ecuaciones
candnicas de Euler-Lagrange. En efecto, las ecuaciones candnicas representan el asi
llamado sistema caracteristico asociado a (27).

2.5. La condicion necesaria de Weierstrass

WEIERSTRASS?® es uno de los genios matemdticos imprescindibles del siglo XIX.
Considerado como el padre del andlisis matemadtico, realiz6 contribuciones importantes en
diversas ramas de las matemdticas. Sus aportaciones al cdlculo de variaciones son producto
de su actividad cientifica en sus afios de madurez, sus ideas fueron diseminadas por sus
estudiantes en notas (publicadas péstumamente) de sus disertaciones en la Universidad
de Berlin en los afios 80 del siglo antepasado. De acuerdo con C. FRASER en su recuento
histérico del célculo de variaciones en [14], es a WEIERSTRASS mds que ningin otro
matematico a quien debemos el basamento l6gico y conceptual que estableci6 al calculo
de variaciones como una disciplina mateméatica moderna.

Figura 7. Retrato de WEIERSTRASS por CONRAD FEHR, circa 1895%,

De nuevo nos concentramos en el problema variacional mds simple de optimizacién del
funcional (3) en la familia Dy . Para la funcién (z,y, 2) — f(x,y, 2), la funcién exceso™
introducida por WEIERSTRASS en 1879 se define como sigue:

2K ARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS, matemético aleman, 1815-1897.

lustracién tomada del sitio https: //www.wias-berlin.de/about /weierstrass/

30Hemos traducido la palabra excess como exceso, pues aunque se puede pensar que excedente es una mejor
opcidn su equivalente en ingles es surplus, que es conceptualmente mds ajena.
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5(9:7 Y,z ’LU) = f(xa Y, w) - f(l?, Y, Z) - (’LU - Z)fz(ilf, Y, Z) (28)
Obsérvese que f(x,yz) + (w — 2) f.(z,y, z) es la primera aproximacién de Taylor de
f(x,y,z) tomada como funcién de w alrededor de w = z, por lo que la funcién &

proporciona la distancia entre f(x,y,z) y su aproximacion lineal alrededor de w = z,
como se ilustra en la figura 8.

flz,y, z.w)

-

Figura 8. Interpretacion geométrica de la funcién exceso de Weierstrass.

Teorema 4. Si y € Dy es un valor extremo de (3) entonces
E(x,y,y,w) >0 (29)

para toda t € [a,b] y toda w € R.

La prueba de este teorema es laboriosa y contiene detalles técnicos delicados, sin
embargo es constructiva y estd basada en un sencillo argumento geométrico. Supongamos
que y € Dj es un valor extremo de J y sean z¢ € [a,b] y 0 € (g, b] arbitrarios. Se
considera una variacion ¢ — y(-,€), € € [0,d — xo] de y tal que:

e z +— y(x,¢) es lineal en el intervalo [zg, 2o + €] con derivada igual a w,

o z+— [y(x,e) — y(x)] es lineal en el intervalo [xg + €, d],

o y(z,e) = y(x) paratoda x € [a,zo] U [0, b].
Claramente y(-,0) = y y y(-,&) — y cuando £ — 0, por lo tanto la funcién e — J[y(-,€)]
debe tener un minimo en € = 0. El resto de la prueba consiste en demostrar que esta

funcién es derivable en € = 0 y que su derivada es igual a la funcién exceso. La prueba se
sigue dado que esta derivada debe ser no-negativa.
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Ejemplo 3. Para el problema variacional

Jly) = / (v + %) dr, y(0) =0, y(1) =0,

de acuerdo con las ecuaciones de Euler-Lagrange, un valor extremo satisface y(x) = 0, es
decir, y(x) y y'(x) son idénticamente nulas. Por otro lado la funcién exceso de Weierstrass
se escribe como

Ew,y, 2,w) = (w = 2) (W’ + (2 + Dw — (22° + 2)),

por lo que

E(w,y,y' w) = E(,0,0,w) = w?(1+ w).

Es decir, £ puede hacerse positiva o negativa segtin se elija w, de ahi que y = 0 no puede
ser un valor extremo para J[y].

De la condicién necesaria de WEIERSTRASS se puede deducir una condicién necesaria
semejante a la del Principio del Maximo. En efecto, tomando en consideracion la variable
de momento (20) y la funcién hamiltoniana (21) se tiene que

5(187 y7ylvw) = H($7yay/7p) - H(CC, y7wap)'

Por lo tanto, la condicién necesaria de WEIERSTRASS es equivalente a afirmar que si y es
un valor extremo de .J[y] entonces

H(x7y7y/>p) = meH(IL’,y, u7p)7
u€R

condicién similar a la establecida por el Principio del Mdximo. Sin embargo, seria injusto
hablar de una oportunidad perdida o decir que WEIERSTRASS no fue capaz de enunciar
esta version del Principio del Mdximo, pues ademads de que esta formulacién descansa
en la interpretacién de z y p como variables independientes y en la introduccién del
hamiltoniano, la teoria de control, entendida como la teoria de ecuaciones diferenciales
sobredeterminadas, no estaba completamente desarrollada.

Observacion 4. Para facilitar la exposicion, en esta seccion se ha tratado el caso de una
variable, es decir, la minimizacién del funcional (3) con trayectorias admisibles definidas
como y : [a,b] = R, x> y(x). Para el caso multivariable, se toma el integrando como
una funcién continua f : R x R™ x R™ — R, en tanto que las trayectorias admisibles
se definen como y : [a,b] = R™, =z — y(z) = (y1(z),...,yn(x)); ademds ' (z) =
(y1(z),...,y,(z)). La condicién necesaria (8) estd dada por el sistema de ecuaciones
diferenciales
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d )
fyi—%fygzo, t1=1,...,n.

Las variables de momentos y el hamiltoniano estdn definidas por p = (py,...,p,) con
pi=fy,i=1,...,nyH = —f+(y,p) respectivamente. La transici6n de las variables
(z,y,y ) a las variables canénicas (z,y,p) requiere que el jacobiano det( fy;y;) no se
anule idénticamente. Las ecuaciones de Hamilton se escriben como

y'i:lea pl:_Hylv i:17"'7n7

en tanto que la ecuacién de Hamilton-Jacobi se escribe como

oS

+H<$,y1»~-;yn,

a8 a8
Ox ) =0

Ay1”"" " Oy,

3. Preludio al Principio del Maximo

El Principio del Mdximo encuentra sus raices en la tradicion clésica del célculo de
variaciones y surge dentro de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias y de la teoria
de control. La idea central del Principio del Mdximo aparece en germen en las condiciones
necesarias de optimalidad estudiadas inicialmente por WEIERSTRASS, y desarrolladas
posteriormente por BOLZA y CARATHEODORY a finales del siglo XIX y principios del
siglo XX y mads recientemente en la segunda mitad del siglo pasado por BELLMAN y
HESTENES. En esta seccién elaboramos una presentacién cronoldgica de algunas de estas
ideas. Para facilitar la exposicién nos concentramos, como antes, en el caso de una variable
y no incluiremos el caso, muy importante, de las llamadas condiciones de esquina y de las
curvas extremales que son continuas a trozos; para esto referimos al lector a [9].

3.1. El problema de Bolza

BoLzA3! realizé contribuciones importantes en diversas ramas del analisis matema-
tico, especialmente en la teoria de funciones elipticas e hiperelipticas y en el calculo de
variaciones. Particip6 de las lecturas de WEIERSTRASS y del seminario de KLEIN®? en
Berlin a principios de los ochenta del siglo antepasado. Emigré a los Estados Unidos en
1888 en donde permaneci6 hasta 1908, principalmente en la Universidad de Chicago. Su
actividad cientifica impacté significativamente a la comunidad matemética norteamericana:
fue miembro fundador de la AMS* y de la, aun hoy, reputada publicacién Transactions of
the AMS. En 1901, en el tercer coloquio de la AMS, disert6 de manera brillante sobre el
estado del arte de calculo de variaciones, [20].

310sKAR BOLZA, matematico alemdn, 1857-1942.

32CHRISTIAN FELIX KLEIN, matemético alemdn, 1849-1925.

33 American Mathematical Society

34lustracién tomada del sitio https://www.wikipedia.org
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BEBR NOELLE pﬁ'b{&n INGEN.

Figura 9. Retrato de OSKAR BoLzA*.

El llamado problema de Bolza es uno de los problemas mds generales del célculo de
variaciones, y fue formulado por BOLZA mismo en los trabajos [21] y [22]. Aqui seguimos
la presentacién dada por BL1SS® en [23].

Dados x1, x5 € R, se trata de encontrar en la clase de trayectorias

x'_>y2<y1(x)a7yn(x))7 1 Smsm27 (30)

que satisfacen las ecuaciones diferenciales

@Q(x7y7y/):07 a:17"'?m<n’ (31)

y condiciones de frontera

1/1u(331,y(x1)7$2a3/($2)) =0 u= 77pé2n+27 (32)

aquella que minimiza el funcional

35GILBERT AMES BLISS, matemdtico norteamericano, 1876-1951.
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J[y] = g(xl,y(xl),xg,y(:vg)) +/ 2 f(xayay/) dz, (33)

con f :RXR"XR® - Ryg:RxR"” xR xR"” — R funciones continuamente
diferenciables.

El caso g = 0 se denomina el problema de Lagrange, mientras que el caso f =0y
p < 2n + 2 es llamado el problema de Mayer*®. Siguiendo la notacién de BLISS, para
establecer las condiciones necesarias para un valor extremo de J[y] se considera una region
R de puntos (x,y,y’), en la cual las funciones f y p,, tienen derivadas parciales continuas
hasta de tercer orden, a la vez que las funciones g,,, tienen las mismas propiedades
en el dominio de los puntos (z1,y;,, Z2, yi,) para los cuales (x1,v;,) = (x1,yi(z1))
y (z2,vi,) = (22,yi(x2)) pertenecen a conjuntos (z,y,y’) en R. La independencia
de las condiciones (31) y (32) estd garantizada al asumir que las matrices ((payé) y
(Ypar Ypuys, Yuasuy,, ) tienen rangos m y p respectivamente.

Un conjunto admisible es aquel que estd en el interior de R y donde se satisface la
ecuacion ¢, = 0. Una trayectoria admisible (30) es una curva continua que consiste de
un numero finito de sub-trayectorias con giro de tangentes continuo y cuyos elementos
(z,y,y’) son todos admisibles.

De acuerdo con BLISS, el problema de Bolza, més precisamente establecido, consiste
en encontrar, en la clase de trayectorias admisibles que satisfacen las condiciones de
frontera ¢, = 0, aquella que minimiza el funcional J[y|. Se tiene entonces el siguiente
resultado.

Teorema 5. (Bolza) Para un valor extremo F15 del problema de Bolza, existen constantes
¢; y una funcion

F= )\Of“i’)\a(x)()ooz

tal que las ecuaciones

F, = / By de+c ¥ $a=0 (34)
x1

se satisfacen en cada punto de E15. En los puntos inicial y terminal de E15 se satisface,
ademds de la ecuacion 1, = 0, la condicion

(F —yiFy) de + Fy dyi|> + Mo dg =0, (35)

para cada conjunto de diferenciales dz1,dy;, ,dzs y dy,,, las cuales satisfacen la ecua-
ciones di,, = 0. El primer multiplicador )\ es constante, y los multiplicadores \,(x)
son continuos excepto posiblemente en los valores de x que definen esquinas de Fo. Los
multiplicadores g, Ao, (x) no se anulan simultdneamente en ningiin punto de E1s.

36CHRISTIAN GUSTAV ADOLPH MAYER, matemético alemén, 1839-1908.



Lecturas Matematicas, vol. 37 (2) (2016), pp. 117-169 141

El caso en el que el mutiplicador Ay = 0 es denominado el caso anormal y fue
estudiado por BLISS en [24]; este caso de extremales anormales es de suma importancia
en la formulacién del Principio del Mdximo.

Observacion 5. La ecuacion (34) es la presentacién integral de la ecuacién de Euler-
Lagrange. La ecuacién (35) se denomina condiciones de transversalidad en los valores
inicial y terminal de la curva extremal y también estdn presentes en la formulacién del
Principio del Médximo.

3.2. El camino real de Carathéodory

CARATHEODORY? se inici6 en el estudio del calculo de variaciones influido por
HILBERT*® y KLEIN trabajo tuvo fuerte impacto en la comunidad cientifica europea,
sobresaliendo su labor editorial en las afamadas publicaciones Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo y Mathematische Annalen.

El periodo de la Segunda Guerra Mundial le fue especialmente dificil; si bien no
form¢ parte del movimiento nacional socialista, se mantuvo ligado con miembros del
partido nazi. Como muchos miembros de la burguesia ilustrada alemana, guardé silencio
ante los crimenes perpetrados por el régimen hitleriano y nunca mencioné el Holocausto.
Al término de la guerra dedico esfuerzos significativos para reestablecer la matematica
como una disciplina académica en Alemania, como una manera de reintegrar al pais a la
comunidad de naciones civilizadas [25].

CARATHEODORY realizé contribuciones importantes al andlisis matematico, en es-
pecial al cédlculo de variaciones y su relacion con la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales; su obra [26] publicada en 1935 continda siendo una referencia ineludible en ese
campo. Sus métodos elegantes en el estudio de condiciones necesarias y suficientes para
valores extremales, en particular su enfoque de la llamada teoria de campos, fueron bauti-
zados por BOERNER? como el camino real de Carathéodory en el célculo de variaciones
(ver [27]). De acuerdo con H.J. PESH [28], CARATHEODORY establecié varias salidas y
perdi6 al menos una oportunidad para transitar del cdlculo de variaciones a la teoria de
control 6ptimo, salidas que se refieren a los resultados mds prominentes de esta tltima:
la distincion entre variables de estado y variables de control, el principio de optimalidad
conocido como la ecuacion de Bellman y el Principio del Maximo.

CARATHEODORY consideré el siguiente problema variacional: dados a,b € Ry
r1, 19 € R™ fijosy f : R2"*1 — R de clase C;, minimizar el funcional

b
Jlyl = / [z, y,y) da, (36)

3TCONSTANTIN CARATHEODORY, matemdtico alemén de origen griego, 1873-1950.
38DAVID HILBERT, matematico alemdn, 1862-1943.

39HERMANN BOERNER, matematico aleman, 1906-1982.

407]ustracién tomada del sitio http: //www.wikipedia.org
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Figura 10. CONSTANTIN CARATHEODORY™.

entre las curvas y : [a,b] — R", z — y(z) de clase C; que satisfacen las condiciones
y(a) = x1,y(b) = x2 y que estdn sujetas a la ecuacién diferencial implicita

G(z,y,y') =0, (37

con G : R2"+1 5 RP. p < n de clase Cs, tal que:

rango (%—jﬁ) = p. (38)

J

CARATHEODORY muestra que una condicion necesaria para un valor extremal es la
llamada condicién de Legendre-Clebsch: para (x, ) € R"*! fijos, el mapeo v — f(x,y,v)
tiene hessiano f,, (z, y, v) positivo definido.

La condicién para un valor extremal formulada por CARATHEODORY descansa sobre el
hecho de que (38) garantiza la existencia de una familia de curvas definida por una ecuacién
diferencial y = ¢ (z,y) con v de clase C; tal que se cumple la restriccién diferencial (37).

Teorema 6. (CARATHEODORY) Suponga que existen funciones 1 (x,y) de clase C1 y
S(z,y) de clase Cy tales que

f(x7y’ 1/1) - Sy(xvy)d}(xuy) = Sm(xay)
f(w’ya Z) - Sy(w’y)z > Sfl‘(x7y)
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para toda z que satisface z(a) = x1, z(b) = xa y la restriccion diferential G(x,y, z) = 0,
donde 0 < |z — ¢(x,y)| < € con € suficientemente pequefio. Entonces las soluciones
al problema de valores a la frontera § = (z,y),y(a) = x1,y(b) = x2 son valores
extremales del problema variacional dado por (36) y (37).

Observacion 6. Para el caso del problema variacional sin la restriccion diferencial (37),
CARATHEODORY establece que se deben encontrar funciones ¢ (z,y) y S(z,y) tales que
la funcién

y = f(zy,y) — Se(z,y) — Sy(z,y)y’

posee un minimo igual a cero para y’ = v (x,y), es decir,

Sz(xvy) = H}l}l:n{f(l‘,y,yl) - Sy(x, y)y/}'

Esta ecuacidn se conocié mds tarde como la ecuacion de Bellman y es el fundamento del
llamado principio de la programacion dindmica.

Introduciendo la funcién M (z,y,y’, u) = f(z,y,v') + 1"G(x,y,y’, 1), donde u es
un multiplicador p-dimensional, CARATHEODORY formul6 lo que llamé las ecuaciones
Sfundamentales del cdlculo de variaciones: un valor extremal del problema variacional (36)
y (37) es una solucién del sistema

Sac = My’(xavaaﬂ)
St = M(xvvavﬂ) _My’(xvvavﬂ’)w
G(%l/ﬂ/’) = O

Ademads como la funcion exceso puede escribirse como
5(1'7 Y, z,w, l’l/) = M(l‘,y, w>/1') - M(Qj?yv Z, :U/) - MZ(xaya Zau)(w - Z)v

CARATHEODORY muestra que la condicién de Legendre-Clebsch implica la condicién
necesaria de Weierstrass y garantiza la positividad definida de la matriz

My’y/ G;/
(Gy/ 0 ) (39)

Quizés el acercamiento mds préximo de CARATHEODORY al formalismo de lo que
hoy se conoce como la teoria de control optimo se encuentra con la introduccién de las
variables

z = M;/(w,y»y/,ﬂ)’ (40)
w = G(z,y,y)=M(z,y,y,p).
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La condicién (39) permite resolver para ' y para

/

y o= O(x,y,z,w),
,LL = X(377y72aw)7

por lo que el hamiltoniano del sistema puede definirse en términos de las coordenadas
canénicas (z,y, z,w) como

H(‘T’y7zaw) = *M(ﬂf,y,@,X) +ZT(I)+’U)TX

Evidentemente H es de clase C, y satisface las ecuaciones

H,=-M, H,=-M, H,=9%" H,=X" 1)

De esta forma que se toma H = H(x,y, z,0), la definicién (40) de la variable z y la
condicién (39) permiten escribir & = ¢(x,y, 2) y p = &(z,y, z) y también

’H(m,y,z) = ff(x,y7¢(x,y,z)) +ZT¢($,y,Z), (42)
por lo que las ecuaciones (41) implican

Hw(x7yaz) = _fw(yvza¢)
Hy(xvyaz) = 7fy(y7za¢)
He(z,y,2) = o(z,y,2)"

Estas ecuaciones caracterizan completamente el problema variacional.

CARATHEODORY va més alld al tomar una particién adecuada de las variables y escribir
y=(yM,y@)cony™ = (y1,...,9,) y y® = (Yps1,- - -, Yn), de tal forma que

Gz, y,9) = 9 — U(z,y,9?)

y (42) se escribe como

H(z,y,2) = —f(2,y,62) + 20 1) 4 @763,

con

U(z,y, M) = oM (2,y,2)
92 = U(z,y,9?) = 6P (2,y,2).
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Este es el tipo de sistema hamiltoniano que aparece en la teoria de control éptimo: la
variable candnica z representa lo que hoy se conoce como variables de coestado en tanto
que §® proporciona lo que serfan las variables libres del problema de control dptimo
definido por (36) y (37).

3.3. La programacion dinamica de Bellman

BELLMAN*! realiz6 contribuciones importantes a la matemética bésica y aplicada. En
1946 defendi6 su tesis sobre ecuaciones diferenciales en Princeton bajo la direccién de
LEFSCHETZ.*? En 1950 inicia su trabajo en la corporacién RAND*; es en este periodo
en el que elabora la llamada feoria de la programacion dindmica, considerada como uno
de sus aportes mds significativos a la matemadtica aplicada. En su formulacién inicial,
la teoria no estuvo ligada a un paradigma computacional especifico ni a un desarrollo
tecnoldgico particular. De hecho la era moderna de la computacién iniciaba: ENIAC habia
sido anunciada apenas en 1946. En su autobiografia [29], BELLMAN relata que eligi6 ese
nombre para la teorfa con el fin de convencer a un funcionario de alto rango de la Fuerza
Aérea Norteamericana de apoyar su investigacién al interior de la RAND. En la pagina 159
se lee:

3

¢ ... Though, I thought dynamic programming was a good name. It was
something not even a Congressman could object to. So I used it as an umbrella
for my activities” *4.

En su articulo expositorio [30] BELLMAN explica que la teoria fue creada para tratar
problemas matematicos que surgen en lo que él llamé procesos de decision multi-etapas
(multi-stage decision processes), 0 sea procesos que consisten de un sistema fisico cuyo
estado en un momento dado es determinado por un conjunto de cantidades, pardmetros
o variables de estado las cuales pueden ser prescritas de antemano y sobre las cuales se
requiere tomar decisiones que afectan el estado del sistema.

Una sucesion de decisiones es llamada una politica y uno estd interesado en encontrar
la politica 6ptima para un criterio asignado.

Laidea basica de la teoria es considerar una politica 6ptima como aquella que determina
la decision requerida en cada momento en términos de estado actual del sistema. Esta idea
fue formulada por BELLMAN en el llamado principio de optimalidad que se enuncia como
sigue:

4IRICHARD ERNEST BELLMAN, matematico norteamericano, 1920-1984.

42SOLOMON LEFSCHETZ, matemdtico americano de origen ruso, 1884-1972.

43Research ANd Development, corporacién sin fines de lucro abocada a la investigacién de politicas piblicas de
desarrollo.

44Sin embargo, pensé que programacion dindmica era un buen nombre. Era algo a lo que ni siquiera un congresista
podria objetar. Asf que lo usé como un paraguas para mis actividades. (NB. Traduccién libre del autor.)

#Tlustracién tomada del sitio http: //www.breves—-de-maths.fr/
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Figura 11. RICHARD BELLMAN®,

Una politica 6ptima tiene la propiedad de que cualesquiera sean el estado inicial
y las decisiones iniciales, las decisiones posteriores deben constituir una politica
Optima con respecto al estado resultante de las primeras decisiones.

BELLMAN explica la formulacién matematica de este principio en cuatro contextos dife-
rentes, a saber: discreto determinista, discreto estocdstico, infinito estocdstico y continuo
determinista.

Para el caso continuo determinista, el sistema es descrito por un vector p en una region
D del espacio R™, se define la funcién

f(p,T) = el resultado obtenido sobre el intervalo [0, "] usando una politica
6ptima comenzando con un estado inicial p,

y se formula la llamada ecuacion funcional para el principio de optimalidad:

F(p:S +T) = méx f(Ts(p)i 7). 43)

Con esta formulacién en mano, BELLMAN desarrolla una coleccién de ejemplos, en
particular considera el problema variacional que consiste en maximizar el funcional

/OT F(z,y) dt

sobre y, donde x y y estdn conectadas por la relacién
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dzr

o = Gla,), 2(0) = ¢

Procede entonces a enfocar el problema como un proceso continuo de decisién multi-etapas,
buscando determinar y para cualquier tiempo, como una funcién de los dos parametros de
estado cy T'. En este caso la ecuacién funcional se escribe

T
fle,T) = méx/ F(z,y) dt,
v Jo

y el principio de de optimalidad implica que f(c,T') satisface la ecuacién

fle,S+T)= max}(/TF(:uy) dt—i—f(c(S),T)). (44)

y€[0,S

Suponiendo que y es continua y tomando el limite cuando S — 0, BELLMAN deduce
a partir de (44) la ecuacién en derivadas parciales de primer orden cuya caracteristica
resulta ser la ecuacion de Euler-Lagrange que se obtiene usando el método variacional
convencional.

La metodologia de la programacién dindmica entra de manera natural en la teorfa de
control éptimo y en particular en el Principio del Maximo.

Consideremos el problema variacional

méx </ F(5,2(5), uls); ) ds—i—d)(m(T),T)), 5)

u(.),zr

tal que & = g(s,z(s),u(s);a), (0) = zo, z(T) = z7,

donde f : RxR"xR™ xRF - R, g: RxR"xR™ xRF - R"y¢: R*""! — Rson
funciones continuas; x : R — R™, s — x(s) es el vector de estados, u : R — R™, s+
u(s) es un vector de variables subsidiarias (parametros de control) y o € R¥ es un vector
exdgeno de pardmetros constantes.

En este caso la ecuacion funcional, usualmente denominada funcion de valor optimal, se
escribe como sigue:

Via,t,xe, T —umax (/ f(s,z(s),u(s); @) ds + ¢(x(T), )), (46)
tal que

T =g(s,z(s),u(s);a), con z(t)=x¢ y x(T)=uzr.

Se tiene entonces el siguiente resultado.
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Teorema 7. (Ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman) Si V' es de clase C* y (-, -) denota
el producto interno estdndar de R"™, entonces V satisface la ecuacion diferencial

- ‘/t(aa ta mt) = miix(f(ta Tt, U Oé) + <VI(a7 t7 .’L't)), g(t, Tty Us O(>> (47)
con condicion de frontera V (o, T, 2(T)) = ¢(x(T), T).

Dadas H : [0,7] x R™ x R™ — R continua y g : R™ — R acotada y uniformemente
continua, una funcién « : [0,7] x R™ — R es una solucion de viscosidad de la ecuacién

us + H(t,z,u;) =0 con ¢€(0,T)xR"

si u(T,x) = g(z) se satisface para toda z € R", y para cada ¢ € C*((0,7) x R") se
tiene que si (u — ¢) alcanza un maximo local en (o, z9) € (0,7) x R™ entonces

d)t(tvaO) + H(to,:l?o,d)m(to,xo)) Z Oa

y si (u — ¢) alcanza un minimo local en (¢g, zg) € (0,7) x R™ entonces

¢¢(to, xo) + H(to, w0, u(to, x0)) < 0.

Se puede demostrar (ver por ejemplo [31]) que bajo la hipétesis de que V sea de clase C?
se puede derivar la condicién necesaria del Principio del Mdximo usando las soluciones de
viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman.

3.4. Elreporte RM-100 de la RAND de Hestenes

HESTENES*® defendi6 su tesis en la Universidad de Chicago en 1932 bajo la direccién
de BLISS, quien a su vez se doctor6 bajo la direccién de BOLZA. Estos tres matematicos,
junto con otros, formaron los cimientos de lo que en el siglo pasado se conocié como la
Escuela de Chicago del cdlculo de variaciones. HESTENES incursioné en diferentes ramas
de la matemadtica; aparte de sus contribuciones al cdlculo de variaciones es reconocido
también por su trabajo sobre las formas cuadraticas en los espacios de Hilbert y por su
aportacion al llamado método del gradiente conjugado.

En el memorandum de investigacién RM-100 de la corporacién RAND de marzo de
1950 [11], se encuentran ya, en forma germinal, la formulacién del problema general
de control optimo y una version del Principio del Maximo. Sin embargo, las ataduras
conceptuales del cdlculo de variaciones impidieron a HESTENES elaborar la nueva teoria
que desarrollarfan en plenitud seis afios mas tarde PONTRYAGIN®® y colaboradores en la
ex Unién Soviética.

46MAGNUS RUDOLPH HESTENES, matemético norteamericano, 1906-1991.
4Tlustracién tomada del sitio http://www.wikipedia.org
“LEV SEMYONOVICH PONTRYAGIN, matemético ruso,1908-1988.
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Figura 12. MAGNUS RUDOLPH HESTENES® .

A partir de un problema concreto de aerondutica, el de trayectorias de tiempo minimo,
HESTENES explicé de una manera clara un problema de control 6ptimo, y estableciendo
la separacién entre variables de estado y variables de control elabord, dentro del marco
conceptual del cdlculo de variaciones, la idea central del Principio del Maximo: el vector
de control éptimo tiene que ser seleccionado en forma tal que maximize la funcién
hamiltoniana a lo largo de la trayectoria minimizante.

En el RM-100 HESTENES estudi6 el problema de las trayectorias de tiempo minimo
para un aeroplano, formuldandolo analiticamente como un problema de cdlculo de variacio-
nes equivalente a uno de tipo Bolza. El problema es modelado por medio de las siguientes
ecuaciones de movimiento:

dw .
E = W(’U,T, Z), (48)
donde E, D y W son los vectores de ascenso, arrastre y peso respectivamente; los dos
primeros son funciones de los angulos de ataque e inclinacién lateral a y 5. Debido al
tiempo corto de la maniobra, la masa m se asume constante y el vector de empuje 1" se
representa como una funcién de la velocidad v = |¢] y la altitud /.

La trayectoria queda completamente determinada por los valores iniciales del vector
de posicién 7, del vector velocidad ¢, de w = |[W| y de los valores a(t) y 5(t) a lo largo
de la trayectoria.

El objetivo consiste en determinar las funciones a(t) y B(t) con t; < t < ty tal
que el tiempo t5 de vuelo es minimizado con respecto a las trayectorias que satisfacen
las ecuaciones diferenciales y que tienen condiciones iniciales y terminales prescritas
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7(t1),0(t1), w(t1),7(t2), ¥(t2) y w(tz). HESTENES formula este problema como un pro-
blema variacional, desglosa dos problemas que lo representan y muestra que estos dos
problemas son equivalentes.

PROBLEMA A: (pdgina 3, RM-100). Se considera una clase de funciones a,(t) y un

conjunto de pardmetros b, con h =1,...myp=1,...,7, asi como una clase de
arcos ¢;(t), t1 <t < ts, i = 1,...,n, conectados por el sistema de ecuaciones
diferenciales

y las condiciones terminales

ty =T1(b), qi(t1) = Qi1 (b), t2 = To(b), qi(t2) = Qi2(D). (50

Encontrar a,, b, y ¢; tales que minimicen una funcién de la forma

I=gqg()+ /t2 L(t,q,a) dt.

t1
PROBLEMA B: (pdgina 4, RM-100). Corresponde al problema de Bolza a la manera
expuesta por BLISS y presentada en el parrafo 3.1. Una clase de elementos b, y x;(t)
cont; <t<tyoyp=1,...,r, j=1,...,pes denominada un arco. Las primeras
r componentes de un arco son constantes y se consideran arcos que satisfacen un
sistema de ecuaciones diferenciales

¢i(t,z,2") =0, i=1,....n<p, 619}

y las condiciones terminales

tl = tl(b)7 .’Ez(tl) = X”(b), t2 = t2(b)7 xz(tz) = Xﬂ(b) (52)
Entre los arcos que satisfacen (51) y (52) encontrar el que minimiza una funcién de
la forma
ta
I=g(b)+ f(t,x, ") dt. (53)

ty

HESTENES explica que el problema de la trayectoria de tiempo minimo para un
aeroplano es un problema de tipo A, pues al tomar a; (t) = a(t), ax(t) = 8(t) y by = to,
las cantidades ¢, . . . , g7 denotan las componentes de 7, ¥ y w. Las ecuaciones (48) son
de la forma (49), en tanto que las ecuaciones (50) describen los valores t; = 0, ¢;(t1) =
qi(t2) = constantes y to = by. La funcién a minimizar es el tiempo de vuelo

observando que normalmente g7(t2) = w no es prescrita de antemano.
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Ademas muestra que el problema A se puede reducir a uno de tipo B y conversamente,
esto ultimo bajo la hipdtesis de que existan m = p — n funciones ¢, 41, (¢, z, ') de clase
C? tales que las ecuaciones

¢7,(ta ) ' = 0
¢n+h(t, &€, I/) = ap
tenga soluciones tnicas
x;:Pj(taxaa)7j:17"',pv (54)

en el dominio bajo consideracién. Las funciones z;(t) son entonces completamente
determinadas cuando los valores de x;(t1) y ax(t) son conocidos. Consecuentemente, si
se eliminan las derivadas a:; en (53) el problema B es equivalente al de minimizar, en la
clase de arcos ay(t), b,, z;(t) que satisfacen (54) y (51), la funcién

I=g()+ /:2 flt,z, P(t,z,a)) dt,

el cual es un problema de tipo A con g;(t) = z;(1).

Para el problema B un arco es denominado admisible si las z;(t) son continuas y
tienen derivadas continuas a trozos. Si Cy admisible es un valor extremal normal*, bajo
las hipétesis de que Cj es de clase C? y de que la matriz (¢m;) tiene rango n sobre Cj,
HESTENES prueba que existe un conjunto tinico de multiplicadores \;(¢) tal que si escribe

F(t7x7xl7)\) = f + )‘Z(b’u

entonces F’ satisface la ecuacion de Euler-Lagrange, la condicion de Weierstrass y la
condicion de Clebsh-Legendre. Luego utiliza estos resultados para formular las condiciones
necesarias de optimalidad para el problema A, en donde aparece lo que bien podria
denominarse version variacional del principo maximo.

De manera similar, para el problema A (p.12, RM-100) HESTENES considera como
admisibles los arcos para los cuales las ¢;(¢) son continuas a trozos. De nueva cuenta si
C admisible es un valor extremal normal, asumiendo que ¢} (¢) y a(t) son continuas y
tienen derivadas continuas, se muestra que existe un ufiico multiplicador p;(¢) de clase C*
tal que si se escribe

“9EIl concepto de extremal normal (vs. anormal) es discutido por BLISS en [24]. En el reporte RM-100
HESTENES sefiala que el caso anormal es . . .altamente singular 'y no serd discutido aqui. . . La diferencia
conceptual entre estos dos tipos de valores extremales sera clarificada seis aflos més tarde con la formulacion
del Principio del Mdximo.
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H(tqupa a) = szv - Ly

entonces sobre Cy se cumplen las ecuaciones

qg = H,, p; =—H,,, Hy, =0 (55)
y las llamadas condiciones de transversalidad

s=2

( - HT;, + piQisp> +9,=0. (56)

s=1

HESTENES sefiala ademads en la pagina 14 del RM-100 que: . .. es interesante observar
que las ecuaciones q, = Q; son de la forma q; = a;, asi que a; no es mds que otro simbolo
para g, y se tiene que H,, = p; — Lo, = p; — Lq; ...

Consecuentemente, a lo largo de una solucién de (55) las p; son las variables candnicas y
la H coincide con la funcién hamiltoniana. Cuando la funcién exceso de Weierstrass para
el problema B es interpretada en términos de H para el problema A se tiene que

g(tv q,p,a, A) = _H(tv q,D, A) + H(tv q,p,a, a’) + (Ah - ah)Hah (ta q,p,a, a)'

Por lo tanto, en la medida en que H,, = 0 a lo largo de Cy, se tiene que la condicién
necesaria de Weierstrass implica que

H(t,q,p,A) < H(t,q,p,a)

debe cumplirse para cada elemento admisible (¢, ¢, A). En consecuencia, H tiene un valor
maximo con respecto a aj a lo largo de una curva minimizante, como lo establece el
Principio del Médximo.

Observacién 7. De acuerdo con [3], en una carta dirigida a MACLANE®, HESTENES
reconoce que si bien en el RM-100 €l habfa formulado, desde el marco tedrico del cdlculo
de variaciones, el problema general de control 6ptimo y el Principo del Maximo, éI no
reescribi6 estos resultados formalmente sino hasta 15 afios después.

El Principio del Mé4ximo estuvo de alguna manera implicito en los trabajos de CARA-
THEODORY y de BELLMAN, y con mayor nitidez en el reporte RM-100 de HESTENES,
sin embargo es justo puntualizar que la génesis de la teorfa de control éptimo, asi como la
formulacién y demostracion del Principio del Médximo se debe al grupo de Steklov liderado
por PONTRYAGIN.

S0SANDERS MAC LANE, matemético norteamericano,1909-2005.
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4. El Principio del Maximo

El Principio del Méximo fue anunciado en 1956 en [32] por el grupo de investigadores
del Instituto Steklov de Matemadticas de Mosct en la ex Unién Soviética. El grupo enca-
bezado por PONTRYAGIN incluyd, entre otros, a sus estudiantes V. BOLTYANSKI’! y R.
GAMKRELIDZE? ademds de E. MISHCHENKO>?, joven investigador en Steklov.

Figura 13. LEV SEMYONOVICH PONTRYAGIN™.

Habiendo realizado contribuciones relevantes a la topologia algebraica, reconocido
entre otras cosas como el creador de la teoria de cobordismo, PONTRYAGIN decide dedicar
los tltimos afos de su vida a las matemadticas aplicadas. PONTRYAGIN perdi6 la vista a los
14 afios y fue ayudado por su madre a completar su formacién cientifica. Se dice que ella
disefié un cédigo especial de comunicacién para poder escribir la terminologia matematica.
Matemdtico de personalidad singular, PONTRYAGIN fue criticado en diversas ocasiones de
sostener posturas antisemitas.

A partir de 1952 PONTRYAGIN decidi6 cambiar su ruta de investigacion a temadticas
mas aplicadas e inicié un seminario sobre la teoria de oscilaciones, en el cual la teoria de
control 6ptimo y el Principio del Mdximo encuentra sus origenes. En el afio de 1955, por
intermediacién de MISHCHENKO, en ese entonces representante del Partido Comunista
en Steklov [33], el equipo entra en contacto con un académico ligado al ejército y su
investigacion se orienta mds hacia las teorfas matematicas para el estudio de trayectorias
Optimas y del problema de la interceptacion espacial.

Los esfuerzos de investigacion del grupo de Steklov rindieron frutos que se reflejaron
en la serie de publicaciones [34, 35, 36, 37] y que culminaron en su famoso libro “Teoria

SIVLADIMIR GRIGOREVICH BOLTYANSKI, matematico ruso, 1925—

S2REVAZ VALERIANOVICH GAMKRELIDZE, matemético ruso de origen georgiano, 1927—
S3EVGENII FROLOVICH MISHCHENKO, matemético ruso,1922-2010.

S4lustracién tomada del sitio http: //www.wikipedia.org
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matemdtica de procesos optimales® que atin hoy es referencia ineludible para el estudio
de la teorfa de control 6ptimo.

El grupo encabezado por PONTRYAGIN fue condecorado con el premio Lenin, a la
época el maximo galardén otorgado por el Estado Soviético por “el ciclo de trabajos sobre
ecuaciones diferenciales ordinarias y sus aplicaciones a la teoria de control optimo y a la
teoria de oscilaciones durante el periodo 1956-1961.”

PONTRYAGIN tuvo la oportunidad de presentar los resultados de su equipo en el
Congreso Internacional de Matemdticos en Edimburgo en 1958, tiempo en el cual la prueba
del Principio del M4ximo habfa sido ya completada, y en el primer congreso de la IFAC>®
en 1960 en Moscu.

El nacimiento de la teoria de control 6ptimo y del Principio del Maximo se da en el
contexto de la guerra fria, contexto en el cual las comunidades cientificas, en particular
aquellas que cultivaban las matemadticas aplicadas, no estuvieron exentas de estudiar
problemas relacionados con la carrera espacial y la carrera armamentista. Sin embargo,
esto no demerita el valor matemadtico de los resultados obtenidos en esa época, ni el valor
cientifico que significé la ruptura conceptual de la teoria de control éptimo y el Principio
del Maximo con la teoria clasica del cdlculo de variaciones.

La primera formulacién del Principio del Maximo de 1956 se presenta como la solucién
al problema de trayectorias Optimas para un sistema dindmico controlado PONTRYAGIN y
sus colegas escribieron [33]:

... Dadas las ecuaciones de movimiento

= fiat, .2t u") = fi(r, )
y dos puntos & y &1 en el espacio fase x*, . .., x", un control admisible v =
(ul,...,u") se tiene que escoger de forma tal que el punto fase pasa de la

posicion &g a la posicion &, en un tiempo minimo.

... Hemos obtenido el caso especial del siguiente principio general, el cual lla-
maremos el Principio del Mdximo (principio que ha sido probado por nosotros
en diferentes casos especiales): la funcion

H(z,¥,u) = Yo f*(x,u)

debe tomar un mdximo con respecto a u, para x y ¥ arbitrarios pero fijos, si el
vector u cambia en el dominio cerrado ). Denotamos el mdximo por M (x, ).
Si el vector 2n—dimensional (x, ) es solucién del sistema hamiltoniano

33Esta obra fue traducida al inglés y publicado 1962 bajo el titulo de “Mathematical theory of optimal processes.”
S6Federacion Internacional de Control Automético.
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i = fi(x,u): g—i, i=1,...n
C af* ~ OH B
wl - 87%7/)04 - 633@‘7 1 ]-7 n

y si el vector u(t), continuo a trozos, satisface en cualquier tiempo la condicion

H(x(t), (1), u(t)) = M(x(t),(t)) >0,

entonces u(t) es el control dptimo y x(t) es la trayectoria dptima asociada,
localmente, de las ecuaciones del movimiento.

Posteriormente, BOLTYANSKI clarificé que el Principio del Mdximo es solamente una
condicién necesaria y proporcioné una prueba rigurosa para el caso general introduciendo
las llamada variaciones de aguja (variaciones que son cero en todos lados excepto por un
pequeiio intervalo donde pueden tomar valores arbitrarios). Por su parte GAMKRELIDZE,
considerando la segunda variacién, obtuvo resultados equivalentes a la condicién de
Legendre y probé ademads que, para el caso lineal, la condicién del Principio del Maximo
es necesaria y suficiente.

En lo que resta de esta seccion se expone el Principio del Maximo y los conceptos
centrales alrededor de éste. Para esto seguimos la presentacion del libro de A. AGRACHEV
y Y. SACHKOV [38], no sin sefialar que, a nuestro entender, esta eleccién es justa pues
aparte de develar la naturaleza geométrica del resultado presentdndolo en el lenguaje
moderno de la geometria diferencial, cierra, de algin modo, un ciclo geneal6gico en el
sentido matematico, pues A. AGRACHEV defendié su tesis en 1989 en Steklov bajo la
direccién de R. GAMKRELIDZE, quien hizo lo propio bajo la direccién de PONTRYAGIN.

4.1. El problema de control 6ptimo

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea &/ C R™. Un sistema de
control en M es una ecuacién diferencial de la forma

q:fu(Q)v qu? UGUCRma (57)

en la cual se supone que para cada u € U fija, ¢ — f,,(¢) es un campo vectorial diferen-
ciable y que los mapeos

(g, u) = fulq), (q,u)— T(Q)

son continuos con ¢ € M y u € U. Se denomina controles admisibles a los mapeos
w: t+— u(t) € U que son medibles y localmente acotados y la variedad M se denomina
el espacio de estados.
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Al substituir un control admisible en la ecuacién (57), para cada punto go € M se
obtiene el siguiente problema de Cauchy de valores a la frontera

q= fu(q)’ Q(O) = {o, (58)

el cual tiene una solucién dnica que denotaremos como ¢ +— ¢, (t). Con el objetivo de
comparar diferentes controles admisibles en un cierto intervalo [0, ¢1] se introduce el
llamado funcional de costo

J(u) = / " o(qu(), u(t)) dt, (59)

donde ¢ : M x U — R satisface las mismas condiciones de regularidad que f. Se tiene
entonces el siguiente problema que se denomina problema de control optimo (PCO) en el
espacio de estados M con controles admisibles U:

PCO. Minimizar el funcional J entre todos los controles admisibles v =
u(t), t € [0,t1], para los cuales la correspondiente solucién ¢ — g, (t) al
problema de Cauchy (58) satisface la condicién de frontera g, (t1) = ¢;.

El problema de tiempo minimo consiste en la minimizacién del tiempo de movimiento de gg
a g1 por medio de controles admisibles del sistema (57), es decir, min, {t1 | ¢.(t1) = ¢1 },
o0 equivalentemente ¢(q,u) = 1.

4.2. Conjuntos alcanzables

Sea go € M una condicidn inicial fija, se definen los conjunto alcanzables del sistema
(57) desde el punto qq, para un tiempo ¢ > 0, para un tiempo no mayor que ¢ y para un
tiempo arbitrario no-negativo como

‘A(Io(t) = {QM(t) ‘ u € LOO([O,t],U)},
‘Aflo = U A(IO (T)v
0<r<t
‘AQO = U ‘Aqo (T)a
0<1T<00

respectivamente.

Los problemas de control éptimo en la variedad M puede ser esencialmente reducidos
al estudio de conjuntos alcanzables de un sistema auxiliar, como explicaremos ahora. Se
considera primero la siguiente extensién del espacio de estados:

M =R x M,

con la variable de estados ¢ = (y, q) y el sistema extendido
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dA ~ =R —
df‘j:fu(q), GeM, uel, (60)

con

Ful@ = (S;Eff(’qj)) geM ucl.

Denotamos por ¢t — G, (t) la solucién del sistema extendido (60) con las condiciones
iniciales ¢,,(0) = (y(0), ¢(0)) = (0, go). Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposition 2. Sea t — G5 (t), t € [0,t1] una trayectoria dptima con tiempo final fijo t1.
Entonces la solucion correspondiente del sistema extendido (60) t — Gy (t) llega hasta la
frontera del conjunto alcanzable de éste, es decir,

qa(t1) € &‘T(o,qo)(h)

La idea geométrica de la prueba (para detalles ver [38]) consiste en escribir las so-
luciones ¢, (t) del sistema extendido por medio de las soluciones del sistema original
como

con

Ji(u) = / o(qu(r), u(r)) dr,

y en probar que el conjunto alcanzable A\(O,qo) (t) no intersecta al rayo

{(y.q1) € M|y < Jp, (@)},

(ver figura 14).

Como los problemas de control éptimo se reducen al estudio de los conjuntos alcanza-
bles la existencia de soluciones dptimas se circunscribe al estudio de la compacidad de
conjuntos alcanzables como se expresa en el siguiente resultado.

Teorema 8. Supongamos que el espacio de pardmetros de controlUd C R™ es compacto
y que existe un compacto K C M tal que f,(q) = 0para q ¢ K y u € U. Supongamos
ademds que para cada q € M el conjunto fi1(q) = {fu(q) | u € U} es convexo. Entonces
los conjuntos alcanzables Ag, (t) y Afl , Son compactos para toda qo € Myt > 0.

Este resultado se aplica para garantizar la existencia de soluciones a los problemas de
control éptimo sobre M.
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Figura 14. La trayectoria optima ¢ — gz (t).
4.3. Formulacion geométrica del Principio del Maximo

La formulacién geométrica del Principio del Maximo descansa en la estructura sim-

pléctica del haz cotangente 7 M del espacio de estados M y en el llamado formalismo
hamiltoniano de la mecénica cldsica. A continuacion presentamos las principales definicio-

nes

y conceptos de geometria simpléctica que permiten enunciar en forma intrinseca al

Principio del Médximo.

Estructura simpléctica del haz cotangente. El haz contangente de M, denotado como

T™* M, es un haz vectorial cuyas fibras son los espacios vectoriales duales (T,M)* =
T; M, q € M. Los elementos de T, M se denominan vectores tangentes, en tanto
que los de 7,7 M se denominan covectores cotangentes. La proyeccion candnica se
define como 7 : T*M — M, A+~ gcon A € T M,y su diferencial se denota por
i INT*M) = T,M.

Sean A € T*M y w € T\(T*M). La 1—forma de Liouville v en el punto X actia
sobre el vector w de la siguiente manera: se proyecta el vector w € T\ (T*M) en el
vector m,w € Ty, M y se le hace actuar por el covector A € T;M , 0 sea:

(Ua, w) = (A, maw).

Aunque esta expresion es independiente de coordenadas, el uso de las llamadas
coordenadas candnicas (p,x) = (p1,...,Pn;T1...,&,) € T*M clarifican esta
definicidn, pues en este caso

A= szdasu w—zaz +ﬁzai

Ademds, como 7(p, ) = x es lineal, la diferencial actia como sigue:
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0 0 o .
m(api) =0, m(awi) —8%72—1,...71.

W = Zlﬁzaily

Por lo tanto

y consecuentemente

(v, w) = Z Bipi,
i=1

por lo que

n
vy = Zpid:ci.
i=1

La estructura simpléctica de 7* M se define como la derivada exterior de la forma de
Liouville, es decir w = dv; en coordenadas se tiene

n
i=1
En la literatura de mecanica clésica esta expresion se escribe cominmente w =
dp A dq.La 2-forma w es no-degenerada, es decir, la forma bi-lineal antisimétrica w :
T(T*M) x T\(T*M) — R tiene kernel trivial y en la base canénica {0x;, dp; }
estd representada por una matriz de orden 2n x 2n diagonal a bloques con n bloques

(o)

Formalismo hamiltoniano. Un hamiltoniano es una funcién h € C*°(T*M). Cada ha-
miltoniano tiene asociado un campo vectorial h llamado campo vectorial hamilto-
niano, definido por la regla

en la diagonal.

wa(-,h) = dxh, XeT*M.

Dado que la forma simpléctica w es no-degenerada, el campo vectorial h existe y
estd inicamente determinado por h. Ademds en coordenadas candnicas se tiene que

"/ Oh oh
dh =" <6pidpi + %dxi)
=1

por lo que
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= [/Oh O Oh D
h‘z<apiaxfaa:iapi>’

i=1

Por lo tanto el sistema hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias corres-
pondiente a h se escribe como A = h, A € T*M, y en coordenadas canénicas se

tiene
. oh
€Ti pry
‘ Op;
- oh
pi = oz,
coni=1,...,n.

Regresemos ahora al problema de Cauchy (58) considerado en el parrafo 4.1. En este
caso se define una familia de hamiltonianos parametrizada por los pardmetros

H,(N) =\ fulq)), AeT;M, qeM, uel,

es decir, cada control admisible determina un inico hamiltoniano. El Principio del Maximo
se enuncia entonces como sigue.

Teorema 9. Sea u(t) un control admisible y q(t) la solucion correspondiente al problema
de Cauchy (58). Si q(t1) € 0Ay,(t1), entonces existe una curva X : [0,t1] = T*M, t —
At € Tg) * M tal que

A # 0 (61)
Ao o= haw(M) (62)

para casi toda t € [0,11].

Si u(t) es un control admisible y \; es una funcién Lipschitz tal que se cumplen las
condiciones (61)-(63), se dice entonces que el par (u(t), \;) satisface el Principio del
Miximo, que A; es una curva extremal y que ¢(¢) = 7(\;) es una trayectoria extremal.

La curva de covectores \; aparece naturalmente en el estudio de trayectorias que
alcanzan la frontera del conjunto alcanzable, pues si g1 = q(t1) € Ay (t1), la idea
geométrica central es tomar un covector normal al conjunto alcanzable A, (¢1) cerca de
q1, mas precisamente, un covector normal al cono convexo tangente a Aqo (tl) en q;. De
esta manera se tiene un hiperplano de soporte, es decir, un hiperplano en T, M que acota
a la mitad del espacio que contiene al cono. Ademds, el hiperplano de soporte es el kernel
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I'!'.:|

Figura 15. Hiperplano de soporte y covector normal al conjunto alcanzable.

de un covector normal \;, € T;l M, como se ilustra en la figura 15. El covector )\, es, en
cierto sentido, un andlogo a los multiplicadores de Lagrange del cdlculo de variaciones.

Para el PcO formulado en el parrafo 4.1 se tiene que si & es un control Gptimo entonces
J(U) =min{J(u) | u € U, q,(t1) = q1}. En este caso los controles admisibles definen la
familia de hamiltonianos

HEN) = (N fu) +pplqu), AeTyM, uweld, peR,
y el Principio del Mdximo se enuncia como sigue.

Teorema 10. Si u(t),t € [0,t1] es el control dptimo para el PCO, entonces existe un par
no trivial (1, \¢) #0, p € R, Ay € T,y M. tal que

Moo= HEL ()

Hg(t)()\t) = 1513&47{5()\15)7 para casi toda t € [0, ;]

0.

=
IN
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El pardmetro constante ; nos permite distinguir entre dos tipos de curvas extremales:

1. Sip # 0, lacurva A; se denomina extremal normal. Ademds como (u, ;) puede ser
multiplicado por cualquier nimero positivo, este multiplicador puede normalizarse y
tomarse como p = —1.

2. Si p =0, lacurva \; se denomina extremal anormal.

Observacion 8. La distincion entre curvas extremales normales y anormales fue sefialada
por BLISS en [24] en el contexto del cdlculo de variaciones. Los extremales anormales son
independientes del funcional de costo y juegan un papel central en el estudio de la llamada
geometria subriemanniana (ver por ejemplo [7]).

4.4. Ejemplos de aplicacion del Principio del Maximo

Para finalizar esta exposicidn presentamos dos ejemplos ilustrativos de aplicacion del
Principio del Mdximo, ambos contenidos en la obra original de PONTRYAGIN et al. [12].
Igual que antes, seguimos la presentacion de estos ejemplos contenida en [38], e invitamos
al lector a consultar estas obras para los detalles. El primer ejemplo modela el problema
del frenado més eficiente de un tren aproximdndose a una estacion, en tanto que el segundo
modela a un oscilador lineal cuyo movimiento es controlado por una fuerza externa.

Ejemplo 4. Se considera sistema de control

%3 =0,conzy; € Ryul <1,

el cual se escribe como un sistema de control en M = R? de la siguiente manera:

351 = X9

5152 = u.

La variable de estado se escribe como x = (21, z2) y el conjunto de controles admisibles
estd dado por i = {u € R | |u| < 1}. El problema es de tiempo minimo con condiciones
2(0) = z¢ y z(t1) = 0, es decir, se busca minimizar ¢;.

Dado que el conjunto de controles admisibles es acotado, el teorema 8 garantiza la
existencia de trayectorias de tiempo minimo, siempre y cuando el origen sea un estado
alcanzable desde cualquier estado inicial x.

El haz cotangente se escribe como T*M = {\ = (p,z) | p = (p1,p2), * = (x1,22)},
y la familia de hamiltonianos parametrizada por I/ estd dada por

H(p,z) = pr1x2 + pau.
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En coordenadas las ecuaciones de Hamilton se escriben como

1;1 = T2, Ijl :07

Ty = U, P2 = —D1.

El Principio del Maximo implica que si @ es el control éptimo y si p(t) # 0 entonces
u = signo(p2(t)) y como Py = 0 entonces p2(t) = o+ Bt, con o'y 3 constantes, es decir,

u = signo(a + Gt),

de lo cual se concluye que u es un funcién discontinua constante a trozos, que toma los
valores £1 y que no tiene mas que un punto de conmutacion.>’

Para los controles u = =£1 se tiene que

T1 =2, Yy Tg==%l,

o equivalentemente

por lo tanto las trayectorias extremales son pardbolas de la forma

2
T
T = :I:?2 + K, con K constante.

Las pardbolas que llegan al origen sin un punto de conmutacién satisfacen

2 2
T :—i—f, conxo <0, yzy >0, obien x :—?2, conxy >0, yxe <O0.

Se puede mostrar que para cada punto en R? existe una tinica curva que llega al origen
y que consiste de dos trozos de pardbola que se concatenan en un punto de conmutacion,
como se ilustra en la figura 16.

Ejemplo 5. Se considera un oscilador lineal cuyo movimiento puede ser controlado por
una fuerza externa acotada, es decir,

P +d=u, |u <121 €R.

57En inglés se usa la nomenclatura “switching point”.
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u=+1

Figura 16. Trayectorias 6ptimas con un punto de conmutacion.

De nuevo consideramos el problema de tiempo minimo en M = R? dado por el sistema

(E.l = X2

To 1 + u.

Es decir, entre las soluciones x = (1, z3) € R? de este sistema, encontrar el valor minimo
de t; tal que x(0) = zg y x(t1) = 0.

Como en el ejemplo anterior, la variable de estado se escribe como z = (x1,z2) y
el conjunto de controles admisibles también estd dado por i/ = {u € R | |u| < 1}. Una
vez mds, el teorema 8 garantiza la existencia de trayectorias de tiempo minimo siempre y
cuando el origen sea un estado alcanzable desde cualquier estado inicial xg.

Siguiendo la misma linea de argumentacidn que en el ejemplo anterior se tiene que la
familia de hamiltonianos parametrizada por U/ se escribe como
Hy(p,z) = pr1z2 — p2x1 + pau,

y en coordenadas las ecuaciones hamiltonianas estdn dadas por

T = T2, p1:p27

ZTg = —x1 + U, P2 = —D1.
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El Principio del Médximo implica que si @ es el control 6ptimo y si pa(t) # 0 entonces
u = signo(pz(t)). Ademds como py = —p, entonces po(t) = asen(t + 3) con a'y
constantes y « # 0, o sea

u = signo(asen(t + 3)),

de lo cual se concluye que @ es una funcién discontinua constante a trozos, que toma los
valores £1 y que el intervalo entre dos puntos sucesivos de conmutacién tiene longitud
m, por lo que el control 6ptimo estd parametrizado por dos nimeros: el signo inicial
signo(u(0)) y el primer punto de conmutacién.

Para los controles u = %1 se tiene que

1:1 = T2, 1:2 :—1'1:‘:].,

por lo tanto las trayectorias extremales (x1, x2) consisten de piezas de arcos de circulos

(x1 £1)> + 25 =k, con  constante,

que se recorren en sentido horario.

Una trayectoria que no tiene un punto de conmutacién y que alcanza el origen de coorde-
nadas debe ser uno de los dos semicirculos siguientes:

(x1 —1)* 4+ 22 =1, conxy <0, obien (21 +1)2 + 232 =1, conzp > 0.

Como el intervalo entre dos puntos de conmutacion consecutivos es de longitud 7, una
trayectoria extremal tiene un nimero finito de puntos de conmutacién y consiste de una
concatenacién de semicirculos que forman una especie de espiral. Ademads los puntos de
conmutacidn estdn sobre los semicirculos

(x1— 2k —1)*+22 = 1, 2,<0, keN,
(x1+ 2k —1)*+23 = 1, 22>0, keN,

como se ilustra el la figura 17. Se puede mostrar que para cada estado pasa una y solamente
una curva con estas caracteristicas.

Observacion 9. Dado un PCO, la descripcion del lugar geométrico de las trayectorias
extremales se denomina la “sintesis optimal” del problema en cuestion. Las figuras 16 y 17
ilustran las sintesis optimales de los ejemplos presentados.
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T,

u=+1

Figura 17. Trayectorias extremales para el oscilador lineal actuado.

5. Conclusiones

El Principio del Maximo establece condiciones necesarias para las trayectorias extre-
males de problemas de control éptimo. El resultado fue obtenido a mediados del siglo
pasado por un grupo de cientificos del Instituto Steklov de Matematicas de Moscu liderado
por PONTRYAGIN, y constituye un punto de llegada de una larga historia del pensamiento
matemadtico que encuentra sus origenes en problemas planteados desde la antigiiedad y
que descansa en la tradicién cldsica del célculo de variaciones.

En el marco conceptual del célculo de variaciones, cuya formalizacion se remonta
al siglo XVII, la idea central del Principio del Médximo aparece en estado gestacional
en diversos momentos. En un primer momento se pueden mencionar los trabajos de
WEIERSTRASS y la introduccién de su funcién exceso. Un segundo momento se encuentra
en los trabajos de BOLZA y BLISS y casi de manera paralela en el llamado camino real
de Carathéodory en el célculo de variaciones. Un tercer momento se da en la segunda
mitad siglo pasado, en desafortunada coincidencia histérica con un contexto de guerra fria
y carrera armamentista y espacial, con la programacién dindmica de BELLMAN y con mds
claridad con los trabajos HESTENES, ambos trabajando para la corporacién RAND.

En este articulo se sostiene la tesis de que el nacimiento de la teoria de control éptimo
y el Principio del Mdximo representa una ruptura conceptual con el cdlculo de variaciones
y el nacimiento de una nueva disciplina matematica llevada a cabo por el grupo de Steklov.

Actualmente se reconoce al Principio del Mdximo como una herramienta poderosa
para el estudio de problemas matemaéticos, no solamente de la teoria de control 6ptimo
sino también de nuevas estructuras geométricas, por ejemplo para el estudio de curvas
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rigidas y para lo que hoy se conoce como geometria subriemanniana o geometria de
Carnot-Caratheodory) (ver [7]).
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