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El Problema de Basilea
The Basel Problem
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RESUMEN. Normalmente la demostracién de un problema matemaético
abierto no supone metaféricamente hablando el cierre de una puerta,
sino el nacimiento de nuevas teorfas y campos en los que investigar. El
problema de Basilea significé no sélo un trampolin en la carrera de un
joven LEONHARD EULER, sino el germen de una de las herramientas
fundamentales en Teoria de Nimeros como es la Funcién Zeta.
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ABSTRACT. Usually, the proving of an open mathematical problem does
not mean metaphorically the closing of a door, but the birth of new
theories and fields to research. The Basel Problem meant not only a
springboard in the career of a young LEONHARD EULER, but the germ
of one of the fundamental tools in Number Theory such as the Zeta
Function.
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1. El origen histérico del problema

El nombre del problema proviene de la ciudad natal de LEONHARD EULER
(1707-1783) y quizds una de las familias de matemédticos més notables de la
historia, Los BERNOULLI, y consiste basicamente en hallar la suma infinita de
los reciprocos de los cuadrados de los nimeros naturales, esto es:

[ee]
1
>3 1)

n=1

Con anterioridad al propio EULER, el problema habia sido planteado por
primera vez en 1644 en la obra “Novae Quadraturae Arithmeticae” de PIETRO
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MEeNGoLI (1625-1686), alumno aventajado de BONAVENTURA CAVALIERI (1598-
1647), prior de la iglesia de Santa Marfa Magdalena de Bolonia y sustituto de
su maestro como profesor en la Universidad de Bolonia. La obra anteriormente
descrita estd formada por tres libros, y en el primero MENGOLI demostrd la
convergencia e incluso calculé la suma de la serie

> o
—n(n+1)

que desde entonces es conocida como serie de Mengoli'. La serie de Mengoli
constituye un ejemplo clasico de la serie telescopica.

NOVE
QVADRATVRZE
ARITHMETICE.

SEV
De Additione Fra&tionum:
PETRI MBENGOLI
Art, ¢ Phik Dodt.
Tlluftrifsimis , & Sapientifsimis
CIVITATIS BONONIZE
SENATORIBVS.

. 1650,

Bonosiz, ex Typographia Iacobi Mootij.
Superierwon permiffu

Fig. 1. PieTRO MENGOLI y portada de “Novae Quadraturae
Arithmeticae Seu de Additione Fractionum”.

Planteado el reto por MENGOLI, muchos fueron los matemaéticos que poste-
riormente intentarian sin éxito encontrar la solucién a dicho problema. Uno de
los primeros que lo abordé fue el britdnico Joun WaLLis (1616-1703), que en su
obra “Arithmetica Infinitorum” (1655) aproximé el valor de dicha serie a 1,645
cometiendo un error menor que una milésima, lo que con la notacién moderna
supondria tener que evaluar 1.071 términos de dicha serie. WaLLIS llegé a dicho
resultado a través de lo que hoy se denomina producto de Wallis, un producto

1Se demuestra que:
i 1 7%(1 1 >7<1 1)+(1 1>+ N
niln(n—l—l)inz1 n n+1/) 2 2 3

1

=1— —— — 1, cuando k — oo.
k+1

(1)
k k41

Como curiosidad MENGOLI denominé a los nimeros de la forma n(n+1) con n € N, nidmeros
planos, para diferenciarlos de los ndmeros de la forma n(n + 1)(n + 2) que estudia en el 2°
libro de dicha obra y que denomina nimeros sélidos.
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de infinitos términos que se expresa

1"—"[ 2n 20 ) 2:2:4:4.66-8:8
Li\2n -1 2n+1 T 1-3.3.5.5.7.7-9... 2

o lo que es lo mismo:

(-3 () () ()

Fia. 2. Joun WaLLIs y portada de “Arithmetica Infinitorum”.

Por aquellos anos, las series se encontraban en su punto mas algido en cuanto
a desarrollo y estudio se refiere. GOTTFRIED W. LEIBNIZ (1646-1716) siguiendo
indicaciones de su mentor CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695), resolvia el pro-
blema de la suma de los reciprocos de los ntimeros triangulares, niimeros cuya

expresion es de la formas:

nn+1
Tnzi( 5 )

El problema resuelto por LEIBNIZ consistia en calcular por lo tanto la suma
o0 oo o0
1 2 1
— = — =2 _.
;Tn ;n(n—l—l) nzz:ln(n—l—l)

Siguiendo el mismo proceso que en la serie de Mengoli, se puede descomponer
en fracciones simples, de modo que

1 1 1

nin+1) n n+1’

donde se puede observar que todos los términos se anulan salvo el primero:

=1 = /1 1 1 1 1 1 1 1 1
i - =2(l—=4=-—- 44— —=4... ) =2.
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Fia. 3. Los cuatro primeros ntimeros triangulares.

LEIBNIZ conocié el Problema de Basilea en 1673, cuando el por entonces
primer secretario de la Royal Society of London, HENRY OLDENBURG (1616-
1716) se lo propuso en una de sus comunicaciones por carta. Una vez LEIBNIZ
se familiarizé con el problema, no era de extranar que los BERNOULLI también
lo conocieran (LEIBNIZ era mentor de varios miembros de dicha familia). En
1689, JakoB BERNOULLI (1654-1705), hermano del maestro y mentor de Evu-
LER, JOHANN BERNOULLI (1667-1748), a pesar de no hallar la anhelada suma,
consiguid revelar y publicar dos resultados sobre dicha serie a todas luces fun-
damentales?. El primero es que se trataba de una serie convergente (aunque
muy lentamente) ya que todas las series

=1
>
n=1
con k > 2, cumplen que
1 1
D FS <
n=1 n=1
ademas como el n-ésimo ntimero triangular es menor que el n-ésimo reciproco
cuadrado, si se invierten se tendra que
1 < 1
n2 — T,
y por lo tanto se puede concluir que la serie estd acotada por 2. El criterio de
convergencia que hoy dia resulta fundamental y es lo primero que se busca en
una serie, no era por entonces tenido demasiado en cuenta con el mismo rigor
con el que ahora se busca, ya que durante aquellos anos los mateméaticos lejos

de proporcionar una demostracion impecable, estaban mucho més interesados
en demostrar resultados.

Los estudios de JAKOB BERNOULLI para encontrar la solucién analitica del
problema desembocaron en un segundo resultado detallado a continuacién. Par-
tiendo de la serie original

oo

1 11 1 1
Zﬁ*1+§+3_2+ﬁ+?+"'

n=1

2Parece ser muy probable que EULER conociera el problema a través de JAKOB
BERNOULLI.
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multiplicé ambos miembros por 272 obteniendo

11 11 111
222 It gtmtptat ) =(gtatet )

es decir la suma de los términos pares de dicha serie. Restando estos a la serie
original resulta que la suma de los términos impares sera por lo tanto:

1 1 1 <1 1< 1 1\ = 1
O R RS- DO T (FE- DI

Previa a la irrupcién de la figura de EULER, el problema experimenta varios
intentos infructuosos de ser demostrado. Sin embargo comienza una carrera
vertiginosa por alzarse con el honor de dar el mayor nimero de cifras exactas.
Ha de considerarse que la convergencia de la serie es bastante lenta, recuerde
el lector que se necesitarian 1.071 términos para dar una precisién de tres ci-
fras decimales. En 1721, en una carta de JOHANN a su hijo DANIEL BERNOULLI
(1700-1782), éste especifica que el resultado de la suma se encuentra en torno al
valor %. En 1729 CHRISTIAN GOLDBACH (1690-1764), con el que el propio EULER
mantuvo durante toda su vida un intercambio de una muy productiva corres-
pondencia, acot6 la solucién entre 2% 35 y 3, y en 1730 JAMES STIRLING (1692-1770)
en su libro “Methodus Differentialis”, da la cifra 1,644934066, correcta hasta
la novena cifra decimal.

Fic. 4. GoTTFRIED W. LEIBNIZ, HENRY OLDENBURG y JAKOB BERNOULLI.
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2. Los primeros intentos de Euler

En 1731, irrumpe en el contexto del problema la figura de un jovencisimo
EULER. En su articulo “De summatione innumerabilium progressionum”, publi-
cado en 1738, utiliza un método completamente vanguardista para aproximar
la serie. EULER parte de la serie de potencias

log(l—z)=—-2— — — — — e (2)

En la expresién (2) divide ambos términos entre —z e integra entre 0 y =. El
término de la derecha resulta

% 1 X CL‘2 CL‘?) d
/0 (+§+?+Z+ ) T =

En el término de la izquierda de la expresién

obteniendo
1 . 1
/ _log(1 —x) dm:/ log(y) ,
0 T 11—y

1
27L
+---+n2+--- (3)

l\9|’—l
pl>|",\",>~

—~

2) hace la sustitucion y =1 — =z

-

y, observando que

1- Yy n=0
se obtiene
0 a1
/ Zy log(y) dy = Z/ y" log(y) dy
2 n=0"2

Integrando por partes se tiene?

00 1 o n+1 n+1

Y
E " log( E -
nzo/% vioely = <n+1 v <n+1>2>

Agrupando nuevamente, se llega a que

ynJrl

nz::o /% y" log(y) dy = (log(y) L;)n —

Pudiendo sustituir la serie de potencias

> yn+1

n:0n+1

= —log(l~y),

+1
3u:10g(y);du:d?y;dvzy”dy;v:yTéfu-dvzuw;—fzwdu.

n+1



Lecturas Matemdticas, vol. 35 (2) (2014), p4gs. 199-228 205

resultando

Z/ y" log(y) dy = <log( )(—log(1—y)) - { +y£+%3+ D

1

1 -+
= log(1) log(0 +Z——lo (—)—{—+§+---+#+--l. (4)

EULER iguala los términos de la derecha de las expresiones (3) y (4) despreciando
el producto log(1) log(0). De este modo llega a que

2
Zn— log®(2) + ) 150r - (5)
n=1 k=1

El procedimiento utilizado por EULER, aunque poco riguroso (utiliza la in-
tegracion de la serie término a término, no considera el producto log(1) log(0),
etc), solventa de forma eficiente la baja velocidad de convergencia de la se-
rie (1). Gracias a las potencias cuadraticas del numerador, los términos de la
nueva serie que ha obtenido decaen mucho mas réapido, y en consecuencia la
convergencia de la misma mejora ostensiblemente. Ademés, EULER conocia el
valor de log(2) con una gran cantidad de cifras decimales, consiguiendo de este
modo una aproximacién de la serie al valor 1,644934, que es correcta en las
seis cifras decimales inicamente con la suma de catorce términos de la nueva
serie.

3. La demostracién de Euler

A pesar de que EULER habia conseguido con la expresién (5) un método
bastante rédpido de realizar una estimacién muy buena de (1), sin embargo se
desconocia su valor real que era el principal objetivo. No obstante en 1734

INTRODUCTIO
IN ANALTSIN
INFINITORUM
AUCTORE
LEONHARDO EULERO,

Fic. 5. LEoNHARD EULER y portada de “Introductio in Analy-
sin Infinitorum”.



206 José Manuel Sianchez Mufoz. El Problema de Basilea

sucedié el desenlace esperado y EULER anunciaba la demostracion del resul-
tado definitivo, presentdndolo primero en la Academia de San Petesburgo y
varios afios después publicado. Se trataba de una demostraciéon que ponia de
manifiesto la gran intuicién del joven EULER, aunque sin resultar demasiado
rigurosa para los estandares de nuestros dias. Gracias a la aparicién y al desa-
rrollo del estudio de la teoria de las funciones analiticas en variable compleja
en el siglo XIX, fundamentalmente gracias a los trabajos de de A.L. CAUCHY
(1789-1857) y K. WEIERSTRASS (1815-1897) sobre factorizacién infinita de di-
chas funciones, esta demostracién puede combinarse perfectamente con dichos
logros y considerarse por lo tanto completamente valida y rigurosa. El lector
debe tener presente que EULER no pudo contar todavia con multitud de he-
rramientas analiticas posteriores. Sin embargo su gran intuicién mostraba por
primera vez la intima relacién entre un concepto analitico como eran las series,
con un concepto puramente geométrico como era la aparicién de 7.

La ingeniosa solucién a la que EULER acaba por llegar hacia uso fundamental
de las propiedades de la funcién trigonométrica seno. Dicha funcién admite una
interpretacién geométrica como muestra la figura 6. Como puede observarse,
dado un nimero real x, se representa el punto P situado sobre la circunferencia
de radio unitario a un dngulo x (medido en radianes), y se traza el tridngulo
rectangulo que se obtiene proyectando al punto P sobre el eje de abcisas. Resul-
ta en este caso que senz es la longitud del cateto opuesto al dngulo, (con signo
negativo si se encuentra en el semiplano inferior). Como los catetos son siempre
mas cortos que la hipotenusa, el seno de un angulo esta siempre acotado entre
—-1y1.

ser

vl

Fia. 6. Interpretacién geométrica de la funcién seno.

Gracias a la interpretacién geométrica de la figura 6, puede observarse que
la funcién seno es periédica, puesto que un dngulo de 27 radianes (o bien 360°)
corresponde a un giro completo en la circunferencia unitaria, por lo tanto el
valor de la funcién seno no sufre variacién si le sumamos o restamos multiplos
de 27, y ademas el valor del seno coincide si sumamos o restamos multiplos de
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m, por lo que se puede afirmar que:
senz = sen(x 4+ m) = sen(x — w) = sen(x + 27) = sen(z — 27) = - -

Para deducir los valores para los que la funcién seno se anula, se puede
suponer que x estd comprendido entre 0 y 7, ya que en ese caso el punto P se
encuentra en el eje de abcisas. Por lo tanto por la propiedad de la periocidad
de la funcién seno, los ceros de la misma son los multiplos de m, es decir, los
puntos de la forma km con k € Z.

En el caso particular de la funcién seno, ésta toma infinitas veces el mismo
valor, por lo tanto no puede considerarse un polinomio en el sentido estricto
de la palabra. Sin embargo el método ingenioso de EULER consiste en imaginar
dicha funcién como un “polinomio infinito”, del que conocia su desarrollo en
serie segun la férmula de Taylor:

[ee]
_ Z D" ongr ad 2
Senx—nzomx —$_§+§_F+ (6)
En general, si a1, as, ..., a, son las raices de un polinomio Q(z) de grado n

cuyo término independiente vale 1 (es decir, Q(0) = 1), entonces @ se puede
factorizar como

Q) = (z —ar)(z —ag) -~ (x — an). (7)

Ademais, si todas las raices son distintas de cero, multiplicando y dividiendo
por

Q0) = (-1)"araz - an,

se puede reescribir la expresién (7) como

Q(x) = Q) (1-@%) (1_£)<1_£>

EULER extendi6 dicho razonamiento imaginando un “polinomio infinito” con
“infinitas” raices. Sin embargo como cero es precisamente una de las raices de
la funcién sen z, EULER dividié la expresién (6) por = obteniendo:

(=n"
(2n+1)17

(8)

8 >
=l-—=—4—=—=+4+---= E cn®™ con ¢, =
G
n=0

que como puede comprobarse no se anula en cero (de hecho, vale 1), pero que,
exceptuando dicho valor, tiene las mismas raices que la funcién seno (todos los
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multiplos no nulos de 7). EULER expresé (8) como producto infinito, obteniendo
sen x x x T x x x
(-2 00 0-5) () (-57) (v 50) =
z ( T + T 2w + 2w 3 + 3
2 2 2
()
T 2272 3272

x? x? x? xt xt x4 > 9
— — n
=1- T2 9272 322 + 924 + 32,4 + 923274 T anx '
n=0
9)
donde
bp=1
1 1
h=-5>
n=0
 — 1
by = i Z n?Z n2
1<nj;<ng 1772

k o
-1 1
b = _— _—
k (7@) Z n2n2- - -ng

n
1<ni<ne<---<ng 1772

En este punto, EULER recibié bastantes criticas por la falta de rigor que pa-
ra muchos existia en su metodologia expuesta hasta este punto. Precisamente
uno de los mas criticos fue JOHANN BERNOULLI, quien le recomendaba que por
lo menos demostrase que las raices especificadas en el producto infinito ante-
riormente expuesto no eran las uinicas raices del seno. Como contraejemplo al
razonamiento de EULER, la funcién

o SR

x

tiene las mismas raices y sin embargo la expresiéon como producto infinito es

diferente. A estas criticas EULER respondié afirmando que los valores aproxi-
7’ 7’ . 2

mados que ¢él obtenia eran parecidos a 7.

En este punto EULER disponia de dos expresiones diferentes para la misma
funcidén, por lo que podia desarrollar el producto e igualar los coeficientes de
los términos del mismo grado. Fijandose en el coeficiente de 2, para su célculo

el tinico modo de obtener un miiltiplo de z? al deshacer el paréntesis en (9) es
2

elegir el término en uno de los factores y 1 en todos los demas. Por lo

n2m2
tanto, el valor del coeficiente resulta:

1 /1 1 1
a-ml\gtEteEt )
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Este coeficiente debia coincidir con el coeficiente de la serie original, es decir
c1 = —% = —%. El lector podréd imaginar la euforia que debié sentir EULER
en este momento que lo inico que debia hacer era igualar dichos coeficientes y

obtener el esquivo resultado durante mas de 80 anos:

11 1+1+1+
6 w2 \12 22 32

la solucién al Problema de Basilea resultaba:

1 72
2% .
n=1

Aunque el resultado obtenido es completamente correcto, EULER recibié nume-
rosas criticas por la falta de rigor en su exposicién. En el trabajo de Euler no se
justificaba que se pudiera tratar la funcién seno como un polinomio. De hecho,
no es cierto que cualquier serie de potencias admita una factorizacién de este
tipo. Sin embargo, gracias a investigaciones del francés JACQUES HADAMARD
(1865-1963), se sabe que se necesita una hipdtesis relativa al crecimiento de la
funcién cuando z tiende a infinito. En este sentido EULER tuvo mucha suerte o
quizas gozaba de una clarividencia que le permitié dar un paso hacia delante en
su demostracion ya que en el caso de la funcién *-* el condicionante descrito
se cumple. Uno de los campos en los que HADAMARD trabajd, se centré en las
funciones analiticas que tienen singularidades en el plano finito. Trabajé en el
campo de las funciones enteras?, como por ejemplo las funciones expresadas en
series de potencias que convergen en todos los valores de z.

Cualquier polinomio P(x) es obviamente una funcién entera. Si P(0) # 0,
el polinomio puede ser expresado de la forma

P(x)—P(0)<1—a£1> <1—£>---(1—%>,

donde ay,as,...,a, son raices del polinomio P(z). Por analogia, el problema
de la factorizacion de las funciones enteras consiste fundamentalmente en su
reconstruccion a partir de sus raices. Puede ocurrir que una funcién entera no
tenga raices o ceros (p.ej. €”), o un ntimero finito (p.ej. P(z)e®), o un nimero
infinito.

El alemén Karl WEIERSTRASS (1815-1897), a la sazdn, una de las fuentes en
las que bebié HaDAMARD, habia demostrado anos antes un resultado crucial

4 Las funciones holomorfas se definen sobre un subconjunto abierto del plano complejo C
y con valores en C, que ademds son complejo-diferenciables en cada punto. Esta condicién es
mucho mas fuerte que la diferenciabilidad en caso real e implica que la funcién es infinitamente
diferenciable y que puede ser descrita mediante su serie de Taylor. El término funcién analitica
se usa a menudo en vez del de “funcién holomorfa”, especialmente para cuando se trata de
la restriccién a los ntimeros reales de una funcién holomorfa. Una funcién que sea holomorfa
sobre todo el plano complejo se denomina funcién entera. Cuando se dice que una funcién es
“holomorfa en un punto a” significa que no sélo es diferenciable en a, sino que es diferenciable
en todo un disco abierto centrado en a, en el plano complejo.
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con su Teorema de Factorizacion. Dicho teorema (denominado en ocasiones
Teorema del producto/factor) establece que toda funcién entera ¢(z) (analitica
en todo el plano complejo) posee una factorizacién infinita de la forma

—_ m 9(2) (1_3) Pw(2)
plz)=z"e 1;[ =) ,

siendo dicha factorizacién no unica, y donde m > 0 es la multiplicidad de la
rafz 0, mientras que w varfa sobre las demés raices de ¢ (incluyendo multi-
plicidad), las funciones p,(z), una para cada raiz w, son ciertos polinomios
(aproximaciones de Taylor a la funcién —log(l — #/4)), v ¢(z) es también
entera. Hadamard estudié las funciones de género finito k, que se pueden ca-
racterizar como aquéllas para las cuales g y todos los polinomios p,, tienen
grado < k. En el caso particular de f(¢) = "¢/, se cumple que es entera y
par (ademds sin raiz en 0, por lo que m = 0), se tiene ¢(z) = f(1/z) es entera
con rafces (wn)? paran > 1.

Algunos pudieran pensar que Euler tuvo mucha suerte en su demostracién,
otros que la intuicién de este genio se adelanté a su tiempo, siendo capaz
de vislumbrar un resultado fundamental en la historia de la matemética. La
enorme “fortuna” de Euler consistié en que ¢ es una funcién de género cero,
un hecho desde luego nada trivial a priori, por lo que g y los p,, son polinomios
de grado cero, asi que p,, es idénticamente cero para cada w = (wn)%, n >
1, mientras que el factor constante e9(*) satisface 1 = »(0) = e9(0) = 9(2)
de forma que en el producto de Weierstrass todo factor es 1 a excepcién de
(1 - #/,) para cada w = (7rn)%, n > 1.

4. Extensiones al problema

El resultado de EULER consideraba el coeficiente que multiplica a 22 en el

producto infinito, pero se puede hacer lo mismo para el resto de potencias.
En particular el problema de Basilea se resuelve como la identidad ¢; = by,
coeficientes definidos en las ecuaciones (8) y (9), pero del mismo modo se pueden
obtener identidades generalizadas ¢, = b, para todo n > 1. Si se considera el
calculo del término en z* equivale a elegir dos factores (distintos) de la forma

mz

n2m

> y tomar el resto igual a 1. Se obtiene en ese caso

1 1
ﬁz m2n2’

donde la suma se realiza sobre los pares de ntimeros naturales (m,n) > 1 con
m # n. Otra manera de expresar dicha suma se basa en considerar en primer
lugar todos los pares de ntimeros naturales y restar a continuacién aquellos en
los cuales m = n. De este modo se puede utilizar la solucién al Problema de
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Basilea para simplificar la expresion:

S T

m=1 n=1 n=1 n=1

1 1
Si se divide por 27* y se iguala el coeficiente co = 5= 120 del desarrollo
en serie, se ve que '

<1 d
2o

En general, dado k > 2, con k € Z se designa por ((k) a la suma de los
reciprocos de orden k de los nimeros naturales, que siempre resulta convergen-
te:

=3 (10)

Para cuando EULER habia resuelto el problema de Basilea, JAKOB BERNOULLI
habfa fallecido hacia 29 afios. De hecho su hermano JoHAN, que sabia que
JakoB habia sido el que mas en profundidad habia trabajado en este problema,
manifestaba en una comunicacion a EULER:

“De este modo el deseo mds ferviente de mi hermano se ha cum-
plido ... ;Si estuviera aqui!”

En contraposicion a las acusaciones sufridas por su falta de rigurosidad, la
seguridad, clarividencia e intuicion con la que EULER contaba estaban al alcance
de muy pocos elegidos y confiaba con fe ciega en que el resultado al que habia
llegado era el correcto. Por ello continué trabajando en nuevas demostraciones
que hicieran de su demostraciéon una verdad incuestionable.

Entre 1734 y 1748 EULER trabajé de forma incansable intentando depurar
los resultados a los que habia llegado. Fruto de sus investigaciones y siguiendo
la notacién utilizada en (10), EULER fue capaz de calcular todos los valores de
¢(2n) paran =1,2,3,..., obteniendo los desarrollos siguientes:

> 22
mecotmr =1 —_

)

—n2

n (27‘-)2"32" 2n

7rcot7m:=1+2(—1) o) ",

n=1
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donde Bs,, son los denominados nimeros de Bernoulli® que resultan ser ntme-
ros racionales definidos por la funcidn generatriz G(z):

T > " x By , B, ., .
o ! ! !
Se puede ver que
222 - 212 1 2202 &[22\ "
2—n2 n? 1-2 n2 n2)
n? k=0

por lo que identificando coeficientes, se obtiene la siguiente identidad

=1 _, (2m)%
2k) = G N S
C(2k) Zn% (=1) 2. (2k)1 %K
n=1
Por ejemplo
76 8 10

945’ ¢®) 9.450° ¢(10) 93.555’

Todos los estudios sobre el Problema de Basilea realizados por EULER cul-
minan en su obra “Introductio In Analysin Infinitorum” en 1748. En la Propo-
sicién 168 del Capitulo X del Tomo Primero de dicha obra, un pletérico EULER
expresa de forma particular su més que justificado gozo:

“He encontrado ahora y contra todo prondstico una expresion ele-
gante para la suma de la serie que depende de la cuadratura del
circulo ... He encontrado que seis veces la suma de esta serie es
igual al cuadrado de la longitud de la circunferencia cuyo didme-
tro es 1. Se hace patente asi que de todas las series infinitas con-
tenidas en la forma general
1 1 1
1+2—n+3—n+4—n+€tc.,

que, cada vez que m fuere numero par, se podrian erpresar me-
diante la periferia del circulo w; en efecto, la suma de la serie
mantendrd siempre una proporcion racional con w. Para que se
perciba mdas claramente su valor, adjunto aqui varias sumas de
tales series expresadas de manera mds comoda.”

53abiendo que Bo = 1, el resto de ntiimeros se calcula de forma recursiva mediante la
siguiente expresion:
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En general ((2n) para n = 1,2,3,... es un miltiplo racional de 72". Una
consecuencia que se deduce de este resultado es que, todos los niimeros de la
forma ((2n) son trascendentes, ya que si alguno verificase una ecuacién poli-
nomial con coeficientes enteros, entonces se deduciria que m también satisface
la ecuacién de este tipo, lo cual es imposible puesto que JOSEPH LIOUVILLE
(1809-1882) demostrd en 1844 que 7 es trascendente.

Otro modo de obtener los valores de ((2n) es mediante las series de Fourier
a través de la igualdad de Bessel,

) @i 4 =3 7|

aplicada a las funciones f(z) = z¥, 0 < x < 1, siendo f(z) la transformada de
Fourier de la funcién f(x).

5. ...iY por fin una demostracién definitiva!

Lejos de abandonar el problema, EULER continué trabajando con la firme
intencién de encontrar una demostracion a todas luces incontestable. Para ello
EULER necesité de tres premisas fundamentales:

A. Demostrar la igualdad

T arcsent
0o V1—1t2

la cual se resuelve mediante el cambio de variable © = arcsent.
B. Realizar el desarrollo en serie de la funcién arcsenz. Para ello

* 1 * 1
arcsenx = —dt = 1—t3)"2dt,
| == [ a-n)

sustituyendo el integrando por su serie binomial e integrando término a
término se obtiene

x 1 1. 1.3. 1.3.5.
arcsenx:/ <1—|——t2—|— 3t4—|— 3 5t6+ 3-5 7t8+~->dt—
0

dt

1
5 (arcsenz)? =

2 22.2! 23 . 3! 24 . 4!
_p Ll 18 0 1305 4T 1:3-5.7 T
2 3 24 5 2:4.6 7 2-4-6-8 9 0
_ppl.a® 1-3 2% 1.3:5 o7 1.3:5.7 &%
2 3 24 5 246 7 2-4-6-8 9
C. Demostrar la relacién
b gnt2 n+1 [ v
| mdt:ni2/o mdtparanZl.
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1 2
et
El término de la izquierda de la igualdad anterior J =
& V31— t2
se resuelve mediante integracién por partes haciendo u = t"Jr1
d ! dt bt
v = ————dt, para obtener
V1 —¢2

J=(—t"TV1-12)

1
O+ (n+1) / t"V1—t2dt =
0
t”(l—tQ) /
=0+ (n+1 n—|—1 n+1)J.
V), e T e+
Resultando

(n+2)J = n—l—l/\/_

obteniendo el resultado que se buscaba.

Con todos estos mimbres, EULER comenzé a elaborar la demostracion defi-
nitiva. Inicialmente hizo x = 1 en la premisa A., obteniendo:

2 1
™ 1 arcsent
3 =3 (arcsenl) Vi

A continuacién sustituyé arcsent por su desarrollo en serie obtenido en la
premisa B., e integrd término a término:

1 1 1
— = 7dt+—/ /
8 /0 Vi-i2 2-3 J, m T m
+ 1'3'5/ dt +
2.4-6-7), V1i-¢2

1
t
Sabiendo que / = 1, EULER calcul6 las otras integrales utilizando
Tl vice :
la premisa C.:

R L R LI
8 2-313 2-4-5|3 5 2:4-6-7(3 5 7
I PR
9 25 49

expresion en la que tinicamente aparecen la suma de la serie de los reciprocos
de los cuadrados de los niimeros impares.
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Para llegar al resultado esperado, EULER separ6 por un lado la suma de los
términos impares y por otro la de los pares, resultando

=1 1 1 1 1 1 1
ELF:1+?+?+Q+”'+ wtEpTet )=

n=1
1 1 1 1 1 1 1
=(l+tgtgtgt ) ti(ltetgatet

32 52 72 22 32 42
Esto es,
n:1n2_ 8 4n:1n2'

EULER despejé y llegd al resultado esperado:

3ex 1 72 =1 72
4;712 8 nz::an 6

Esta segunda demostraciéon no por ser méas rigurosa deja de ser igualmente
tan genial como la primera. EULER aplico este resultado en campos muy dispa-
res. Lleg6 a afirmar, que su “principal uso” era “el cdlculo de los logaritmos”.
EULER encontré un método eficaz de calcular logaritmos de senos, y declaraba:

“ .. con estas formulas, podemos encontrar tanto el logaritmo na-
tural como el neperiano del seno y del coseno de cualquier dngulo,
incluso sin conocer los senos y cosenos.”

6. El nacimiento de la Funcion Zeta

Si juzgdsemos la importancia de un resultado o de una demostracién por la
cantidad de literatura que se ha escrito en torno a ella o la cantidad de obras
derivadas posteriores que se han publicado, sin duda el Problema de Basilea
debe ser uno de los problemas con maytsculas de la historia de las matematicas.

Todos las investigaciones de EULER desembocaron un siglo méas tarde en los
trabajos del alemédn BERNHARD RIEMANN (1826-1866). RIEMANN publicé en la
Academia de Berlin en noviembre de 1859 su genial articulo “Uber die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Grdsse” (puede traducirse como “Sobre
la cuantia de nimeros primos menores que una cantidad dada”), significando
un antes y un después en el desarrollo de las matemaéticas. A pesar de lo escue-
to de dicha publicacién la cual alcanzaba tan sélo la cantidad de seis paginas,
nunca una relacién calidad de resultados frente a cantidad de paginas publi-
cadas pudo haber sido mas notable en la historia de las matematicas y las
ciencias. RIEMANN presenta y estudia las propiedades de lo que pronto pasaria
a denominarse Funcion Zeta de Riemann.

o0
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F1G. 7. BERNHARD RIEMANN y portada del manuscrito “Uber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” [15].

A diferencia de (10), s no tiene por qué ser un nimero natural, sino que
puede tomar cualquier valor complejo cuya parte real sea estrictamente mayor
que 1 (condicién necesaria para que la serie converja y la funcién zeta sea
analitica en esta region®). De forma paraddéjica, el hecho de que la variable
pueda tomar cualquier valor complejo permite usar la funcién zeta de RIEMANN
con la finalidad de predecir fenémenos relacionados con la distribucién de los
nimeros primos, hecho este un tanto sorprendente puesto que en la definicién
de ((s) intervienen todos los nimeros naturales.

Los trabajos de EULER ponen precisamente de manifiesto el origen de la
relacién de la funcién zeta con los nimeros primos a través de la llamada

formula de Euler:
1 1
2= I — (11)
n=1 p primo 1 - —
pS

donde se puede identificar ((s) con un producto infinito indexado por los ntiime-
ros primos. Para demostrar (11), si z es un ntimero complejo de médulo estric-
tamente menor que 1, entonces la serie geométrica de razén z es convergente y
su suma vale

1
1—-2

De este modo, cada factor del producto de (11) se puede expresar por su desa-
rrollo

6 RIEMANN observé que la funcién zeta puede extenderse de forma tnica mediante con-
tinuacién analitica a una funcién meromorfa en todo el plano complejo con un tnico polo en
s = 1. Esta es la funcién que se considera en la hipétesis de RIEMANN. Para los complejos
con Re(s) < 1, los valores de la funcién deben ser calculados mediante su ecuacién funcional,
obtenida a partir de la continuacién analitica de la funcién.
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y expresar igualmente el término de la derecha en la férmula de Euler como
11 Y 14240+ +
1-L 2 22 23 332 03

1 1 1 1 1 1
1+ =4+ — 4+ — 4+ ). 1+_+F+E+...

5 52 53 P

Desarrollando los paréntesis, se obtienen los inversos de todos los posibles
productos finitos de niimeros primos. Como la descomposicién en factores pri-

. . 1

mos de cualquier nimero natural es tnica, cada sumando — aparece una y
oy

tnica vez. Por ejemplo como 20 = 22 x 5, el término 20 se obtiene eligiendo

1
3% en el primer paréntesis, — en el segundo y 1 en todos los demas. De este
modo puede observarse que ambos lados de la igualdad (11) coinciden para

cualquier valor de s.

La aparicién de la Funcién Zeta de Riemann signific6 una revolucién en
teoria de nimeros, de hecho es la clave fundamental de la denominada “hipdte-
sis de Riemann”, quizas uno de los problemas matematicos abiertos mas im-
portantes de toda la historia de las matemadticas. Dicha hipdtesis afirma que

1
todos los ceros no triviales s € C de la funcién zeta satisfacen que Re(s) = =.

La funcién zeta se anula en todos los enteros negativos, que se llaman “ceros
triviales”. En 2001, JEFFREY C. LAGARIAS (1949-) sorprendié a la comunidad
matematica demostrando que la hipétesis de Riemann es equivalente a la si-
guiente afirmacién elemental [10]: Para todo n > 1,

o(n) < H, + efn log(H,),
7

con igualdad estricta cuando n = 1, donde o(n) es la funcién suma de divisores’,
y H,, es el n-ésimo nimero armonico, es decir

"1
k=1

En el presente documento, se ha expuesto hasta el momento un estudio de
valores de las sumas de las series infinitas de los reciprocos de los nimeros
naturales con potencias pares. ;Pero qué ocurre con las potencias impares? Por

"En general la suma de funciones divisor positivas o4 (n) estd definida como la suma de
los z* potencias de los divisores positivos de n, o

oz(n) = Zd’“ .
dln

Las notaciones d(n) y 7(n) son utilizadas para denotar og(n), o el nimero de divisores de
n. Cuando = = 1, la funcién es denominada funcidn sigma o funcién suma de divisores, y
la variable subscrita es omitida, luego o(n) es equivalente a o1 (n). Por ejemplo, 01(12) =
o(12) = 11 + 21 + 31 +41 + 6 + 121 = 28.
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extrano que pudiera resultar ni siquiera se conoce una expresién cerrada para
la suma de los reciprocos de los cubos, aunque su irracionalidad fue demos-
trada por ROGER APERY (1916-1994) en junio de 1978, durante las Journées
Arithmétiques de Luminy [2]. Desgraciadamente y aunque en su momento la
demostracién de ApERY fue considerada una auténtica proeza por la comuni-
dad matematica, no se puede hacer extensible a otros valores impares. De hecho
existen muchos resultados pendientes de demostrar todavia en este campo co-
mo son la trascendencia o no de ¢(3), o la irracionalidad de multitud de valores
impares de la funcién zeta, aunque en este ultimo caso caben destacar estudios
como los del francés TANGUY RivoaL (1981-) [14] en el afio 2000 que demostrd la
existencia de infinidad de valores irracionales de la funcién zeta para valores
enteros impares de ésta o como los del ruso WADIM ZUDILIN [16] en el ano 2001,
que demostré que al menos uno de los cuatro valores ((5), ¢(7), ¢(9) o ¢(11)
es irracional, resultado este ultimo que le valdria el distinguido premio de la
Sociedad Hardy-Ramanujan ese mismo ano. Respecto a la expresién cerrada
de valores de la funcién zeta para enteros impares, cabe destacar los estudios
del francés StMoN PLOUFFE [13] en el afio 2006, donde pone de manifiesto ex-
presiones, desde luego nada triviales, para algunos de dichos enteros.

7. Otras demostraciones

Fundamentalmente, aunque no por este tnico motivo, la estrecha conexién
entre el problema de Basilea y la Teoria de Nuimeros a través de la funcién Zeta,
ha provocado siempre un interés por buscar nuevos caminos con los que llegar al
resultado de EULER. Se presentan aqui algunas de las nuevas vias practicamente
similares a como sus autores han desarrollado.

7.1. LeVeque (1956). El planteamiento inicial de WiLLIAM JUDSON LEVE-
QUE (1923-2007) consiste en la obtencién de la integral doble (12) mediante dos
caminos bien diferenciados.

1oy
I::// dz dy . 12
) Ty (12)

1
l—zy
serie geométrica, y por lo tanto equivalente a su desarrollo. Descomponiendo

los sumandos como productos e integrando resulta:

1,1 1,1
I:/ / Z(my)”dxdy:Z/ / 2™y dx dy =
0o Jo 130 nso0/0 Jo
1

S ([larae) ([ )= Xy -

El primer camino consiste en considerar el término como la suma de una

n>0 >0
1 1
- vy Lo
nzz;) (n+1)2 nzz:l n?
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Esta evaluacién también demuestra que esta integral doble (de una funcién
positiva con un polo en z = y = 1) es finita. Del mismo modo, obsérvese que
dicha evaluacién puede realizarse en sentido opuesto, de forma que la obtencién
de ¢(2) conduce a la integral doble I.

El segundo camino para evaluar la integral I consiste en realizar un cambio
de coordenadas, de modo que las nuevas queden definidas como

Lo Yt by YT

de modo que el dominio de integracién con este cambio es un cuadrado de arista
% 2, obtenido a partir del dominio original, rotando 45° y después aplicando
una homotecia reductora segin el factor de escala de % Sustituyendo x = u—v
e y = u + v resulta
I 1
l—zy 1—u2+02°

\ .

D=

X
—

Fia. 8. Representacion gréfica del cambio de variables y nuevo
dominio de integracion.

Para transformar la integral se debe reemplazar dx dy por 2dudv, ya que
la nueva transformacion de coordenadas realizad reduce el area segun el factor
constante 2 (el jacobiano de la transformacién). Puede observarse en la figura
8 que tanto el dominio de integracién como la funcién a integrar son simétricos
respecto del eje u, por lo tanto inicamente se necesita calcular la integral sobre
la mitad superior del nuevo dominio, y tener en cuanta un factor adicional de
2. Se descompone por lo tanto la integral en dos partes de manera mas natural:

% u dv 1 1—u dv
fo U)o UL =)
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d 1
Sabiendo que / _ Y _ ZarctanZ + C, se obtiene:
a?+22 a a
foa 1 ( “ > d
= ——— arctan | —— ) du+
/0 V1—u? V1—u?

iy /1 1 . < 1—u ) J
——— arctan | —= | du.
1 V1—u? V1—u?
Se puede evaluar dichas integrales mediante los cambios v = senf y du =

cos 6 respectivamente. Sin embargo si se procede de un modo mas directo,
utilizando las derivadas de g(z) y h(x):

g(z) = arctan (\/%—u?) = g'(z) = Nipr

h(z) t < L u ) tan [ /=2 ) = (@) = -2 2
) = arctan | —— = arc = —= .
1—u? 1+u 21— 2

Considerando que

b
F(@) [(@) da = [3 f<:c>2] ~ L e - L,

resulta

T 2 T 2

=2(5) —0-0+4(3) = % -
7.2. Beukers, Kolk, Calabi (1993). La demostracién presentada aqui pro-
viene del articulo “Sumas de serie armdnica generalizada y volimenes” (1993)
de los autores FrRITS BEUKERS (1953-), JoHAN A.C. KoLK (1947-) y EUGENIO
CaLaBI (1923-). El punto de partida de dicha demostracién consiste en separar
la suma de dicha serie en sus términos pares e impares del mismo modo que
tanto JAKOB BERNOULLI (éste sin éxito) y LEONHARD EULER (al inicio de sus
investigaciones) procedieron en el pasado. De este modo, tal y como se demues-
tra en la pagina 203 de este documento, los términos pares suman claramente
% ¢(2) (basta con tomar factor comin 272), y por lo tanto los términos impares
suman 3 ((2). Con estas premisas, es necesario demostrar entonces la siguiente

igualdad:
2

ot
(2k+1)2 8"

k=0



Lecturas Mateméticas, vol. 35 (2) (2014), pags. 199-228 221

Al igual que en la demostraciéon de LEVEQUE, se puede expresar dicha suma
como una integral doble, de forma que

Lot 1 > 1
J:/O /0 1—x2y2dxdyzz(2k+1)2'

k=0

Con el fin de calcular la integral J, los autores propusieron realizar el si-
guiente desde luego nada trivial cambio de coordenadas:

1—22 1—92
U = arccosy | ———— V= arccos | —=—.
1— 2242 y 1— 2242

Para realizar el calculo, se puede ignorar la frontera del dominio y considerar

las variables z e y en los intervalos 0 < z < 1y 0 < y < 1. En ese caso
las variables u y v estardn en el tridngulo v > 0, v > 0, u + v < 3. La
transformacién de coordenadas anteriormente realizada es invertible de forma

explicita mediante la sustitucién

sen u sen v

e y= .
cosu cosv

Se puede comprobar de manera sencilla que dichas férmulas definen una
transformacién biyectiva entre el interior del cuadrado unidad S y el interior
del tridngulo T'.

S={(z,y):0<w,y<1} 'y Tz{(u,v):u,vzo,u—f—vgg},

Y

Y=

iy
2

Fia. 9. Representacion gréfica del cambio de variables y nuevo
dominio de integracién.
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Para completar el cambio de coordenadas de dicha transformacién, hay que
calcular el jacobiano de la misma, lo cual de forma sorprendente resulta ser:

dr dx cosu sen u senv

% % COsSv COS2 (% Sen2 u Sen2 v 1 9 o
dy dy  |senusenv cosv | cos2ucos?v vy
du  dv cos? u cosu

Luego la integral J buscada se transforma en:

T [EU
J:/ / ldudv.
o Jo

lo cual es precisamente el area del triangulo T', es decir
1 2 2
.. (E) - 0
2 \2 8

7.3. Yaglom (1954). La siguiente demostracién aparecié en la versién rusa
del libro “Problemas no elementales expuestos de forma elemental” (1954) de
los hermanos gemelos Isaac (1921-1988) y Akiva MOISEEVICH YAacLowm (1921-
2007). Més tarde aparecié en otras publicaciones como la revista Eureka en
1982, expuesta por JOHN SCHOLES, aunque éste declaré que habia aprendido la
demostracién de PETER SWINNERTON-DYER, y que dicha prueba era “de cono-
cimiento general en Cambridge a finales de la década de 19607 .

El punto de partida consiste en establecer una relaciéon de valores de la
funcién “cotangente al cuadrado”. Para todo m > 1, se tiene®:

T 2 mm 2m(2m —1)
t2 t2 .. .+cot? = ¢!
@ <2m+1>+co <2m+1)+ eo (2m+1> 6 (13)

Veamos como se obtiene la expresién (13). Si x es un nimero real que per-
tenece al intervalo 0 < x < 7, entonces por la férmula de Moivre se establece

que € = cosx + isenx. Si se considera la n-ésima potencia se tiene que
e"® = (€)™, resultando:

cosnz +isennx = (cosz +isenz)” .

La parte compleja resulta:
n n—1 n 3 n—3
senne = (1> senzcos" T — (3) sen” xcos" Cx £ ... (14)

Se toma n como un entero positivo impar, esto es n = 2m + 1, y para = se

consideran los m valores diferentes z = 2727_:_1 parar =1,2,...,m. Para cada

uno de los valores anteriores, se tiene que nxz = rm, y por lo tanto sennz = 0,

8 Para m = 1,2, 3, esto resulta en cot? % =
cot? 37” = 5.

1. 27 227 _ 9. 27 2 27
3; cot® ¢ + cot® = = 2; cot” = + cot® - +
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en tanto en cuanto que 0 < x < 7 implica que para senx se tienen m valores
positivos distintos.

En particular dividiendo (14) por sen™ x, se obtiene

0= (T) cot" iz — (g) cot" B+ ..

2 1 2 1
0= ( m1+ )cotme— ( m3—|— )cotQm_Qi...

para cada uno de los m valores distintos de x. Del polinomio de grado m

R A N

esto es,

se conocen m raices distintas

r
aT:cot2(2 7;1) para r=1,2,...,m.
m

Por lo tanto, el polinomio coincide con

0= (1) (o)) (e (2257)

Por la férmula de Vieta se puede calcular la suma de las raices directamente

examinando los coeficientes de t™~! en p(t) se deduce que la suma de las raices

GSQI

N om(2m — 1)
a1+...+aT:(2m‘i3+1): 5

lo cual demuestra (13).

Si se sustituye la identidad csc? z = cot? 2 + 1 y se suma m en ambos lados
de la igualdad de (13) se tiene:

csc? il + csc? 27 + + csc? mr =
2m + 1 2m + 1 2om+1/)

_ 2m(2m — 1) _ 2m(2m +2)
=% +m = — 5 (15)

En este momento se tienen todas las herramientas a mano para poder encajar
las piezas de la demostracién. Si se utiliza que para 0 <y < 7, se cumple!?:

0 <seny <y <tany
y por lo tanto

1
0 <coty < — <cscy
Y

9 Comparacién de coeficientes, si p(t) = c(t — a1) - - - (t — am), entonces el coeficiente de
t"les —clar + ...+ am).
1 1

1
100<a<b<c,implicaque0<—<E<—.
c a
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lo cual implica que
1
cot2y <= < csc2y.
Yy
Ahora se aplica la desigualdad doble a cada uno de los m distintos valores

de z, y se suman los resultados. Empleando (13) para el término a la izquierda
y (15) para el término de la derecha, se obtiene:

om@2m—1)  [(2m+1\> [2m+1)? om+1\?>  /2m@2m+2)\°
< + ..+ <
6 us 2 mm 6

esto es,
72 2m 2m—1< 1+1+ n 1 <7r2 2m 2m + 2
6 2m+1 2m+1 12 22 7 m2 6 2m+1 2m+1°

s . . . 2
Tanto el término de la derecha como el de la izquierda convergen a % cuando

m — oo por el teorema del emparedado™*. (I

7.4. Demostraciéon utilizando Series de Fourier. El analisis de Fourier
aparece aplicado en multitud de fenémenos fisicos, como por ejemplo el estudio
de vibraciéon de una cuerda, como se reparte el calor en un cuerpo, o para
el calculo dindmico de estructuras. La demostracién mostrada en el presente
documento puede encontrarse en bibliografia diversa acerca del tema. Previa a
dicha presentacién vamos a ofrecer al lector algunas nociones bésicas sobre el
analisis de Fourier.

El matemético francés JEAN BAPTISTE JosEPH FOURIER (1768-1830) se dio a
conocer por sus trabajos sobre descomposiciéon de funciones periddicas en se-
ries trigonométricas convergentes denominadas Series de Fourier en su honor,
método con el cual consiguié resolver la ecuacién del calor. La clave fundamen-
tal de sus investigaciones giran en torno a una idea que ya habia sido intuida
previamente por DANIEL BErNouLLI (1700-1782), y que consistia bdsicamente
en que cualquier funcién y = f(x) € L?[—1,1], se puede representar por una
serie de la forma'?

o0
y= > ad i, yel’ -1, (16)
k=—o0

HSea I un intervalo que contiene al punto a y sean f, g y h funciones definidas en I,
exceptuando quizds el mismo punto a. Supongamos que para todo z en I diferente de a
tenemos:

9(z) < f(=z) < h(z)
y supongamos también que:
23,9 = S A=) = L
Entonces:
@=L

12 Bn las demostraciones se utilizara, L2 [0, 1], asi como series de Fourier en su forma real.
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resultando los coeficientes cg:

I —ike
= — /I'
Ck 2l[lf(m)e dx

para poder asegurar la igualdad puntual se han de realizar hipotesis adicionales
sobre la regularidad de y. Si una serie de la forma descrita en (16) converge,
representa una funcién periédica de periodo 2! y por lo tanto es suficiente
estudiar su restriccién al intervalo [, 1], o de forma equivalente a [0, 2{].

Las representaciones mediante este tipo de series permiten una mayor gene-
ralizacién en cuanto a la clase de funciones a desarrollar si se compara con los
desarrollos en serie de Taylor, ya que existen muchas funciones que no admiten
una representacion en serie de potencias a pesar de presentar una gran regula-
ridad. La condicién necesaria y suficiente para que exista desarrollo en serie de
potencias se define en el siguiente teorema:

TEOREMA: Si una funcion f : A C R — R, admite derivadas de todos los
drdenes en un intervalo abierto (—R, R), entonces la igualdad

f(x) = i f";EO) " para todo v € (—R, R)
n=0 ’

es vdlida st y solo si existe algun valor 0 < ¢ < x de modo que

y  lim —fnﬂ)(c) n+1

n k) (o mtD(e)
Fy = 32200 ey I i L

KU et =0

Resto de Lagrange, R, (x)
para todo x € (—R, R).

Cabe recordar en este caso el contraejemplo que A. L. CAUCHY propuso para
rebatir la afirmacién realizada por J.L. LAGRANCE (1736-1813) de que toda
funcién admitia una representacién mediante serie de potencias:

—1
_fe 2 si oz #£0,
ﬂ@{ 0 si w=0"

Esta funcidén, a pesar de ser C* (clase infinita), no admite serie de potencias
en torno al cero. Por el contrario a pesar de que la funcién tiene multitud de
puntos en los que la derivada no existe, o en los que es discontinua, si que
admite un desarrollo en serie de Fourier.

Veamos la demostracién. Considérese el espacio

1
ol ={rsa e [ 17 < v
0
con el producto interior
1
)= [ 13
0

Se trata éste de un espacio de Hilbert.
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Considérese el conjunto de funciones
S = {en(z) = ™% | n € 7}
Se demuestra que S es una base ortonormal del espacio L?[0, 1], esto es
(ems en) = {0 sim#n

1 sim=n

Veamos:
1 . _
(em,en) = / e2mime . g2minz dy
0

como cos 2mnx — isen2mnx = cos(—2mnx) + i sen(—27nax) entonces

1
) 1 -1
<6m;€n> _ / eQﬂ'z(mfn)x dr = ( + O) =0
0

~ 2mi(m —n)

a menos que m = n, en cuyo caso

1
/ dr =1 O
0

TEOREMA DE PARSEVAL: Sea una funcion cualquiera f del espacio L?[0,1] tal
que

) =D el

neEZ

2 N2 dy
Awmnmféwund

donde F(v) es la transformada de Fourier de f(x) y v su frecuencia.

se cumple que

Considérese la funcién f(z) = 2. Entonces

1 1
1 1
<fa€0>:/0 x'e_odx:/o xdx:%

1
(f,en>=/ r-e 2™ dy paran #0
0

1
1 i |1 ;
_ _ : - 6727r1nx|0 o 67271"”11 dr ) =
2min 0

1 1 inz |1 1
_ _ 1—-0 . ,—2minx _ _ .
2min (( )+ omin ‘0> 2min




Lecturas Mateméticas, vol. 35 (2) (2014), pags. 199-228 227

Si se aplica el Teorema de Parseval, se tiene que:

L= e = () 2 A
3~ V= el = omin
nez nez-{0}
1 1
=371 Z 4m2n2’
n€Z-{0}
1 1 <1 1
Z_-_-9 - .=
3 4 24772 n2
n=1
2 =1
n=1
Referencias

[1] AIGNER, M., ZIEGLER, G.M., Proofs from THE BOOK, Springer-Verlag, 4th Ed., pp.
43-50, Berlin, 2010.

[2] APERY, R., Irrationalité de ((2) et ((3), Astérisque, pp. 11-13, 1979.

[3] CORDOBA, A., Disquisitio Numerorum, La Gaceta de la RSME, 4, pp. 249-260. Madrid,
2001.

[4] DunuAM, W., Euler, El Maestro de todos los Matemdticos, Coleccién: La matemdtica
en sus personajes, pp. 95—121, Ed. Nivola, Madrid, 2004.

[5] EULER, L., Introductio in Analysin Infinitorum, Vol. 1, 1748.

[6] FrRESAN, J., RUE, J.J., Los Nimeros Trascendentales, Coleccién: ;Qué sabemos de . .. 7,
ndm. 42, pp. 112-121, Consejo Superior de Investigaciones Cientificas; Los libros de la
Catarata, Madrid, 2013.

[7] GRANERO BELINCHON, R., El Problema de Basilea: historia y algunas demostraciones,
La Gaceta de la RSME, Vol. 12, nim. 4, pp. 721-727, Madrid, 2009.

[8] Knoprp, K., Weierstrass’s Factor-Theorem, §1 in Theory of Functions Parts I and II,
Two Volumes Bound as One, Part II. New York: Dover, pp. 1-7, 1996.

[9] KrANTZ, S. G., The Weierstrass Factorization Theorem, §8.2 in Handbook of Complex
Variables. Boston, MA: Birkhauser, pp. 109-110, 1999.

[10] Lacarias, J.C., An Elementary Problem Equivalent to the Riemann Hypothesis, Ame-
rican Mathematical Monthly, 109, pp. 534-543, July 29, 2001.

[11] MAZ’YA, V., SHAPOSHNIKOVA, T. Jacques Hadamard, A Universal Mathematician, His-
tory of Mathematics, num. 14, American and London Mathematical Society, pp. 315316,
Ed. Board, Providence, 1998.

[12] PEREZ SANZ, A., El Problema de Basilea. El afio de Euler: 1707-2007, Revista SUMA,
ndm. 55, pp. 95-102, Madrid, junio, 2007.

[13] PLOUFFE, S, “Identities Inspired from Ramanujan Notebooks (Part 2)”, Apr. 2006.
http://www.lacim.uqam.ca/~plouffe/inspired2.pdf.

[14] RivoaLr, T., La fonction Zéta de Riemann prend une infinité de valeurs irrationnelles
auzx entiers impasrs, arXiv:math/0008051, 7 Aug., 2000.

[15] SANCHEZ MuNoz, J.M., Riemann y los Nimeros Primos, Historias de Matemdticas,
Revista Pensamiento Matematico, Universidad Politécnica de Madrid, nim. 1, octubre,
2011.

[16] ZubpILIN, W., One of the numbers ¢(5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) 4s irrational, Russian Mathe-
matical Surveys, 56 (4): pp. 774-776, 2001.

(Recibido en de 2014. Aceptado para publicacién en septiembre de 2014)


http://www.lacim.uqam.ca/~plouffe/inspired2.pdf

228

José Manuel Sdnchez Mufioz. El Problema de Basilea

JOSE MANUEL SANCHEZ MUNOZ
GRUPO DE INNOVACION EDUCATIVA “PENSAMIENTO MATEMATICO”
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

CALLE PROFESOR ARANGUREN S/N, MADRID, ESPANA
e-mail: jmanuel . sanchez@gmx.es



	1. El origen histórico del problema
	2. Los primeros intentos de Euler
	3. La demostración de Euler
	4. Extensiones al problema
	5. …¡Y por fin una demostración definitiva!
	6. El nacimiento de la Función Zeta
	7. Otras demostraciones
	7.1. LeVeque (1956)
	7.2. Beukers, Kolk, Calabi (1993)
	7.3. Yaglom (1954)
	7.4. Demostración utilizando Series de Fourier

	Referencias

