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Volumen 35 (2) (2014), páginas 199–228
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Resumen. Normalmente la demostración de un problema matemático

abierto no supone metafóricamente hablando el cierre de una puerta,

sino el nacimiento de nuevas teoŕıas y campos en los que investigar. El

problema de Basilea significó no sólo un trampoĺın en la carrera de un

joven Leonhard Euler, sino el germen de una de las herramientas

fundamentales en Teoŕıa de Números como es la Función Zeta.
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Abstract. Usually, the proving of an open mathematical problem does

not mean metaphorically the closing of a door, but the birth of new

theories and fields to research. The Basel Problem meant not only a

springboard in the career of a young Leonhard Euler, but the germ

of one of the fundamental tools in Number Theory such as the Zeta

Function.
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1. El origen histórico del problema

El nombre del problema proviene de la ciudad natal de Leonhard Euler

(1707-1783) y quizás una de las familias de matemáticos más notables de la
historia, Los Bernoulli, y consiste básicamente en hallar la suma infinita de
los rećıprocos de los cuadrados de los números naturales, esto es:

∞∑
n=1

1

n2
. (1)

Con anterioridad al propio Euler, el problema hab́ıa sido planteado por
primera vez en 1644 en la obra “Novae Quadraturae Arithmeticae” de Pietro
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Mengoli (1625-1686), alumno aventajado de Bonaventura Cavalieri (1598-
1647), prior de la iglesia de Santa Maŕıa Magdalena de Bolonia y sustituto de
su maestro como profesor en la Universidad de Bolonia. La obra anteriormente
descrita está formada por tres libros, y en el primero Mengoli demostró la
convergencia e incluso calculó la suma de la serie

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
,

que desde entonces es conocida como serie de Mengoli1. La serie de Mengoli
constituye un ejemplo clásico de la serie telescópica.

Fig. 1. Pietro Mengoli y portada de “Novae Quadraturae
Arithmeticae Seu de Additione Fractionum”.

Planteado el reto por Mengoli, muchos fueron los matemáticos que poste-
riormente intentaŕıan sin éxito encontrar la solución a dicho problema. Uno de
los primeros que lo abordó fue el británico John Wallis (1616-1703), que en su
obra “Arithmetica Infinitorum” (1655) aproximó el valor de dicha serie a 1, 645
cometiendo un error menor que una milésima, lo que con la notación moderna
supondŕıa tener que evaluar 1.071 términos de dicha serie. Wallis llegó a dicho
resultado a través de lo que hoy se denomina producto de Wallis, un producto

1Se demuestra que:

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

k
− 1

k + 1

)

= 1− 1

k + 1
→ 1, cuando k → ∞ .

Como curiosidad Mengoli denominó a los números de la forma n(n+1) con n ∈ N, números
planos, para diferenciarlos de los números de la forma n(n + 1)(n + 2) que estudia en el 2◦
libro de dicha obra y que denomina números sólidos.
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de infinitos términos que se expresa
∞∏

n=1

(
2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1

)
=

2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · · ·
1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · · · =

π

2

o lo que es lo mismo:

2

π
=

(
1− 1

22

)
·
(
1− 1

32

)
·
(
1− 1

42

)
·
(
1− 1

52

)
· · ·

Fig. 2. John Wallis y portada de “Arithmetica Infinitorum”.

Por aquellos años, las series se encontraban en su punto más álgido en cuanto
a desarrollo y estudio se refiere. Gottfried W. Leibniz (1646-1716) siguiendo
indicaciones de su mentor Christiaan Huygens (1629-1695), resolv́ıa el pro-
blema de la suma de los rećıprocos de los números triangulares, números cuya
expresión es de la forma:

Tn =
n(n+ 1)

2
.

El problema resuelto por Leibniz consist́ıa en calcular por lo tanto la suma
∞∑
n=1

1

Tn
=

∞∑
n=1

2

n(n+ 1)
= 2

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Siguiendo el mismo proceso que en la serie de Mengoli, se puede descomponer
en fracciones simples, de modo que

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
,

donde se puede observar que todos los términos se anulan salvo el primero:
∞∑
n=1

1

Tn
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 2

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ . . .

)
= 2 .
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Fig. 3. Los cuatro primeros números triangulares.

Leibniz conoció el Problema de Basilea en 1673, cuando el por entonces
primer secretario de la Royal Society of London, Henry Oldenburg (1616-
1716) se lo propuso en una de sus comunicaciones por carta. Una vez Leibniz

se familiarizó con el problema, no era de extrañar que los Bernoulli también
lo conocieran (Leibniz era mentor de varios miembros de dicha familia). En
1689, Jakob Bernoulli (1654-1705), hermano del maestro y mentor de Eu-

ler, Johann Bernoulli (1667-1748), a pesar de no hallar la anhelada suma,
consiguió revelar y publicar dos resultados sobre dicha serie a todas luces fun-
damentales2. El primero es que se trataba de una serie convergente (aunque
muy lentamente) ya que todas las series

∞∑
n=1

1

nk
,

con k ≥ 2, cumplen que
∞∑

n=1

1

nk
≤

∞∑
n=1

1

n2
< 2 ;

además como el n-ésimo número triangular es menor que el n-ésimo rećıproco
cuadrado, si se invierten se tendrá que

1

n2
≤ 1

Tn

y por lo tanto se puede concluir que la serie está acotada por 2. El criterio de
convergencia que hoy d́ıa resulta fundamental y es lo primero que se busca en
una serie, no era por entonces tenido demasiado en cuenta con el mismo rigor
con el que ahora se busca, ya que durante aquellos años los matemáticos lejos
de proporcionar una demostración impecable, estaban mucho más interesados
en demostrar resultados.

Los estudios de Jakob Bernoulli para encontrar la solución anaĺıtica del
problema desembocaron en un segundo resultado detallado a continuación. Par-
tiendo de la serie original

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+ · · ·

2Parece ser muy probable que Euler conociera el problema a través de Jakob

Bernoulli.
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multiplicó ambos miembros por 2−2 obteniendo

1

22

∞∑
n=1

1

n2
=

1

22

(
1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+ · · ·

)
=

(
1

22
+

1

42
+

1

62
+ · · ·

)
,

es decir la suma de los términos pares de dicha serie. Restando estos a la serie
original resulta que la suma de los términos impares será por lo tanto:

(
1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+ · · ·

)
=

∞∑
n=1

1

n2
− 1

22

∞∑
n=1

1

n2
=

(
1− 1

22

) ∞∑
n=1

1

n2
=

=
22 − 1

22

∞∑
n=1

1

n2
.

Previa a la irrupción de la figura de Euler, el problema experimenta varios
intentos infructuosos de ser demostrado. Sin embargo comienza una carrera
vertiginosa por alzarse con el honor de dar el mayor número de cifras exactas.
Ha de considerarse que la convergencia de la serie es bastante lenta, recuerde
el lector que se necesitaŕıan 1.071 términos para dar una precisión de tres ci-
fras decimales. En 1721, en una carta de Johann a su hijo Daniel Bernoulli

(1700-1782), éste especifica que el resultado de la suma se encuentra en torno al
valor 8

5 . En 1729 Christian Goldbach (1690-1764), con el que el propio Euler

mantuvo durante toda su vida un intercambio de una muy productiva corres-
pondencia, acotó la solución entre 41

35 y 5
3 , y en 1730 James Stirling (1692-1770)

en su libro “Methodus Differentialis”, da la cifra 1, 644934066, correcta hasta
la novena cifra decimal.

Fig. 4. Gottfried W. Leibniz, Henry Oldenburg y Jakob Bernoulli.
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2. Los primeros intentos de Euler

En 1731, irrumpe en el contexto del problema la figura de un jovenćısimo
Euler. En su art́ıculo “De summatione innumerabilium progressionum”, publi-
cado en 1738, utiliza un método completamente vanguardista para aproximar
la serie. Euler parte de la serie de potencias

log(1 − x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · · (2)

En la expresión (2) divide ambos términos entre −x e integra entre 0 y 1
2 . El

término de la derecha resulta∫ 1
2

0

(
1 +

x

2
+

x2

3
+

x3

4
+ · · ·

)
dx =

1

2
+

1
22

4
+ · · ·+

1
2n

n2
+ · · · (3)

En el término de la izquierda de la expresión (2) hace la sustitución y = 1− x
obteniendo ∫ 1

2

0

− log(1− x)

x
dx =

∫ 1

1
2

log(y)

1− y
dy

y, observando que

1

1− y
=

∞∑
n=0

yn ,

se obtiene ∫ 1

1
2

∞∑
n=0

yn log(y) dy =

∞∑
n=0

∫ 1

1
2

yn log(y) dy .

Integrando por partes se tiene3

∞∑
n=0

∫ 1

1
2

yn log(y) dy =

∞∑
n=0

(
yn+1

n+ 1
log(y)− yn+1

(n+ 1)2

)∣∣∣∣1
1
2

Agrupando nuevamente, se llega a que

∞∑
n=0

∫ 1

1
2

yn log(y) dy =

(
log(y)

[ ∞∑
n=0

yn+1

n+ 1

]
−
[ ∞∑
n=0

yn+1

(n+ 1)2

])∣∣∣∣∣
1

1
2

.

Pudiendo sustituir la serie de potencias

∞∑
n=0

yn+1

n+ 1
= − log(1− y) ,

3 u = log(y); du = dy
y
; dv = yndy; v = yn+1

n+1
⇒ ∫

u · dv = u · v − ∫
v · du.
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resultando

∞∑
n=0

∫ 1

1
2

yn log(y) dy =

(
log(y)(− log(1− y))−

[
y +

y2

4
+

y3

9
+ · · ·

])∣∣∣∣1
1
2

=

= log(1) log(0) +
∞∑
n=1

1

n2
− log2

(
1

2

)
−
[
1

2
+

1
22

4
+ · · ·+

1
2n

n2
+ · · ·

]
. (4)

Euler iguala los términos de la derecha de las expresiones (3) y (4) despreciando
el producto log(1) log(0). De este modo llega a que

∞∑
n=1

1

n2
= log2(2) +

∞∑
k=1

1

k22k−1
. (5)

El procedimiento utilizado por Euler, aunque poco riguroso (utiliza la in-
tegración de la serie término a término, no considera el producto log(1) log(0),
etc), solventa de forma eficiente la baja velocidad de convergencia de la se-
rie (1). Gracias a las potencias cuadráticas del numerador, los términos de la
nueva serie que ha obtenido decaen mucho más rápido, y en consecuencia la
convergencia de la misma mejora ostensiblemente. Además, Euler conoćıa el
valor de log(2) con una gran cantidad de cifras decimales, consiguiendo de este
modo una aproximación de la serie al valor 1, 644934, que es correcta en las
seis cifras decimales únicamente con la suma de catorce términos de la nueva
serie.

3. La demostración de Euler

A pesar de que Euler hab́ıa conseguido con la expresión (5) un método
bastante rápido de realizar una estimación muy buena de (1), sin embargo se
desconoćıa su valor real que era el principal objetivo. No obstante en 1734

Fig. 5. Leonhard Euler y portada de “Introductio in Analy-
sin Infinitorum”.
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sucedió el desenlace esperado y Euler anunciaba la demostración del resul-
tado definitivo, presentándolo primero en la Academia de San Petesburgo y
varios años después publicado. Se trataba de una demostración que pońıa de
manifiesto la gran intuición del joven Euler, aunque sin resultar demasiado
rigurosa para los estándares de nuestros d́ıas. Gracias a la aparición y al desa-
rrollo del estudio de la teoŕıa de las funciones anaĺıticas en variable compleja
en el siglo XIX, fundamentalmente gracias a los trabajos de de A.L. Cauchy

(1789-1857) y K. Weierstrass (1815-1897) sobre factorización infinita de di-
chas funciones, esta demostración puede combinarse perfectamente con dichos
logros y considerarse por lo tanto completamente válida y rigurosa. El lector
debe tener presente que Euler no pudo contar todav́ıa con multitud de he-
rramientas anaĺıticas posteriores. Sin embargo su gran intuición mostraba por
primera vez la ı́ntima relación entre un concepto anaĺıtico como eran las series,
con un concepto puramente geométrico como era la aparición de π.

La ingeniosa solución a la que Euler acaba por llegar haćıa uso fundamental
de las propiedades de la función trigonométrica seno. Dicha función admite una
interpretación geométrica como muestra la figura 6. Como puede observarse,
dado un número real x, se representa el punto P situado sobre la circunferencia
de radio unitario a un ángulo x (medido en radianes), y se traza el triángulo
rectángulo que se obtiene proyectando al punto P sobre el eje de abcisas. Resul-
ta en este caso que senx es la longitud del cateto opuesto al ángulo, (con signo
negativo si se encuentra en el semiplano inferior). Como los catetos son siempre
más cortos que la hipotenusa, el seno de un ángulo está siempre acotado entre
−1 y 1.

P

xsenx

1

π−π −π
2

π
2

Fig. 6. Interpretación geométrica de la función seno.

Gracias a la interpretación geométrica de la figura 6, puede observarse que
la función seno es periódica, puesto que un ángulo de 2π radianes (o bien 360◦)
corresponde a un giro completo en la circunferencia unitaria, por lo tanto el
valor de la función seno no sufre variación si le sumamos o restamos múltiplos
de 2π, y además el valor del seno coincide si sumamos o restamos múltiplos de



Lecturas Matemáticas, vol. 35 (2) (2014), págs. 199–228 207

π, por lo que se puede afirmar que:

senx = sen(x+ π) = sen(x − π) = sen(x+ 2π) = sen(x − 2π) = · · ·

Para deducir los valores para los que la función seno se anula, se puede
suponer que x está comprendido entre 0 y π, ya que en ese caso el punto P se
encuentra en el eje de abcisas. Por lo tanto por la propiedad de la periocidad
de la función seno, los ceros de la misma son los múltiplos de π, es decir, los
puntos de la forma kπ con k ∈ Z.

En el caso particular de la función seno, ésta toma infinitas veces el mismo
valor, por lo tanto no puede considerarse un polinomio en el sentido estricto
de la palabra. Sin embargo el método ingenioso de Euler consiste en imaginar
dicha función como un “polinomio infinito”, del que conoćıa su desarrollo en
serie según la fórmula de Taylor:

senx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · (6)

En general, si a1, a2, . . . , an son las ráıces de un polinomio Q(x) de grado n
cuyo término independiente vale 1 (es decir, Q(0) = 1), entonces Q se puede
factorizar como

Q(x) = (x − a1)(x− a2) · · · (x− an) . (7)

Además, si todas las ráıces son distintas de cero, multiplicando y dividiendo
por

Q(0) = (−1)na1a2 · · ·an ,

se puede reescribir la expresión (7) como

Q(x) = Q(0)

(
1− x

a1

)(
1− x

a2

)
· · ·
(
1− x

an

)
.

Euler extendió dicho razonamiento imaginando un “polinomio infinito” con
“infinitas” ráıces. Sin embargo como cero es precisamente una de las ráıces de
la función senx, Euler dividió la expresión (6) por x obteniendo:

senx

x
= 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

cnx
2n con cn =

(−1)n

(2n+ 1)!
, (8)

que como puede comprobarse no se anula en cero (de hecho, vale 1), pero que,
exceptuando dicho valor, tiene las mismas ráıces que la función seno (todos los
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múltiplos no nulos de π). Euler expresó (8) como producto infinito, obteniendo

senx

x
=
(
1− x

π

)(
1 +

x

π

)(
1− x

2π

)(
1 +

x

2π

)(
1− x

3π

)(
1 +

x

3π

)
· · · =

=

(
1− x2

π2

)(
1− x2

22π2

)(
1− x2

32π2

)
· · · =

= 1− x2

π2
− x2

22π2
− x2

32π2
+

x4

22π4
+

x4

32π4
+

x4

2232π4
· · · =

∞∑
n=0

bnx
2n ,

(9)

donde

b0 = 1

b1 = − 1

π2

∞∑
n=0

1

n2

b2 =
1

π4

∞∑
1≤n1<n2

1

n2
1 n

2
2

· · ·

bk =

(−1

π2

)k ∞∑
1≤n1<n2<···<nk

1

n2
1 n

2
2 · · ·nk

· · ·
En este punto, Euler recibió bastantes cŕıticas por la falta de rigor que pa-

ra muchos exist́ıa en su metodoloǵıa expuesta hasta este punto. Precisamente
uno de los más cŕıticos fue Johann Bernoulli, quien le recomendaba que por
lo menos demostrase que las ráıces especificadas en el producto infinito ante-
riormente expuesto no eran las únicas ráıces del seno. Como contraejemplo al
razonamiento de Euler, la función

ex
senx

x
tiene las mismas ráıces y sin embargo la expresión como producto infinito es
diferente. A estas cŕıticas Euler respondió afirmando que los valores aproxi-

mados que él obteńıa eran parecidos a π2

6 .

En este punto Euler dispońıa de dos expresiones diferentes para la misma
función, por lo que pod́ıa desarrollar el producto e igualar los coeficientes de
los términos del mismo grado. Fijándose en el coeficiente de x2, para su cálculo
el único modo de obtener un múltiplo de x2 al deshacer el paréntesis en (9) es

elegir el término
x2

n2π2
en uno de los factores y 1 en todos los demás. Por lo

tanto, el valor del coeficiente resulta:

c1 = − 1

π2

(
1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·

)
.
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Este coeficiente deb́ıa coincidir con el coeficiente de la serie original, es decir
c1 = − 1

3! = − 1
6 . El lector podrá imaginar la euforia que debió sentir Euler

en este momento que lo único que deb́ıa hacer era igualar dichos coeficientes y
obtener el esquivo resultado durante más de 80 años:

−1

6
= − 1

π2

(
1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·

)
la solución al Problema de Basilea resultaba:

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
. �

Aunque el resultado obtenido es completamente correcto, Euler recibió nume-
rosas cŕıticas por la falta de rigor en su exposición. En el trabajo de Euler no se
justificaba que se pudiera tratar la función seno como un polinomio. De hecho,
no es cierto que cualquier serie de potencias admita una factorización de este
tipo. Sin embargo, gracias a investigaciones del francés Jacques Hadamard

(1865-1963), se sabe que se necesita una hipótesis relativa al crecimiento de la
función cuando x tiende a infinito. En este sentido Euler tuvo mucha suerte o
quizás gozaba de una clarividencia que le permitió dar un paso hacia delante en
su demostración ya que en el caso de la función sen x

x el condicionante descrito
se cumple. Uno de los campos en los que Hadamard trabajó, se centró en las
funciones anaĺıticas que tienen singularidades en el plano finito. Trabajó en el
campo de las funciones enteras4, como por ejemplo las funciones expresadas en
series de potencias que convergen en todos los valores de x.

Cualquier polinomio P (x) es obviamente una función entera. Si P (0) �= 0,
el polinomio puede ser expresado de la forma

P (x) = P (0)

(
1− x

a1

)(
1− x

a2

)
· · ·
(
1− x

an

)
,

donde a1, a2, . . . , an son ráıces del polinomio P (x). Por analoǵıa, el problema
de la factorización de las funciones enteras consiste fundamentalmente en su
reconstrucción a partir de sus ráıces. Puede ocurrir que una función entera no
tenga ráıces o ceros (p.ej. ex), o un número finito (p.ej. P (x)ex), o un número
infinito.

El alemán Karl Weierstrass (1815-1897), a la sazón, una de las fuentes en
las que bebió Hadamard, hab́ıa demostrado años antes un resultado crucial

4 Las funciones holomorfas se definen sobre un subconjunto abierto del plano complejo C

y con valores en C, que además son complejo-diferenciables en cada punto. Esta condición es
mucho más fuerte que la diferenciabilidad en caso real e implica que la función es infinitamente
diferenciable y que puede ser descrita mediante su serie de Taylor. El término función anaĺıtica
se usa a menudo en vez del de “función holomorfa”, especialmente para cuando se trata de
la restricción a los números reales de una función holomorfa. Una función que sea holomorfa
sobre todo el plano complejo se denomina función entera. Cuando se dice que una función es
“holomorfa en un punto a” significa que no sólo es diferenciable en a, sino que es diferenciable
en todo un disco abierto centrado en a, en el plano complejo.
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con su Teorema de Factorización. Dicho teorema (denominado en ocasiones
Teorema del producto/factor) establece que toda función entera ϕ(z) (anaĺıtica
en todo el plano complejo) posee una factorización infinita de la forma

ϕ(z) = zm eg(z)
∏
w

(
1− z

w

)
epw(z) ,

siendo dicha factorización no única, y donde m ≥ 0 es la multiplicidad de la
ráız 0, mientras que w vaŕıa sobre las demás ráıces de ϕ (incluyendo multi-
plicidad), las funciones pw(z), una para cada ráız w, son ciertos polinomios
(aproximaciones de Taylor a la función − log(1 − z/w)), y g(z) es también
entera. Hadamard estudió las funciones de género finito k, que se pueden ca-
racterizar como aquéllas para las cuales g y todos los polinomios pw tienen
grado ≤ k. En el caso particular de f(ζ) = sen ζ/ζ se cumple que es entera y
par (además sin ráız en 0, por lo que m = 0), se tiene ϕ(z) = f(

√
z) es entera

con ráıces (π n)2 para n ≥ 1.

Algunos pudieran pensar que Euler tuvo mucha suerte en su demostración,
otros que la intuición de este genio se adelantó a su tiempo, siendo capaz
de vislumbrar un resultado fundamental en la historia de la matemática. La
enorme “fortuna” de Euler consistió en que ϕ es una función de género cero,
un hecho desde luego nada trivial a priori, por lo que g y los pw son polinomios
de grado cero, aśı que pw es idénticamente cero para cada w = (π n)2, n ≥
1, mientras que el factor constante eg(z) satisface 1 = ϕ(0) = eg(0) = eg(z),
de forma que en el producto de Weierstrass todo factor es 1 a excepción de
(1− z/w) para cada w = (π n)2, n ≥ 1.

4. Extensiones al problema

El resultado de Euler consideraba el coeficiente que multiplica a x2 en el
producto infinito, pero se puede hacer lo mismo para el resto de potencias.
En particular el problema de Basilea se resuelve como la identidad c1 = b1,
coeficientes definidos en las ecuaciones (8) y (9), pero del mismo modo se pueden
obtener identidades generalizadas cn = bn, para todo n ≥ 1. Si se considera el
cálculo del término en x4 equivale a elegir dos factores (distintos) de la forma
x2

n2π2 y tomar el resto igual a 1. Se obtiene en ese caso

1

2π4

∑ 1

m2n2
,

donde la suma se realiza sobre los pares de números naturales (m,n) ≥ 1 con
m �= n. Otra manera de expresar dicha suma se basa en considerar en primer
lugar todos los pares de números naturales y restar a continuación aquellos en
los cuales m = n. De este modo se puede utilizar la solución al Problema de
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Basilea para simplificar la expresión:

∞∑
m,n≥1
m �=n

1

m2n2
=

( ∞∑
m=1

1

m2

)( ∞∑
n=1

1

n2

)
−

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

36
−

∞∑
n=1

1

n4
.

Si se divide por 2π4 y se iguala el coeficiente c2 =
1

5!
=

1

120
del desarrollo

en serie, se ve que

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
.

En general, dado k ≥ 2, con k ∈ Z se designa por ζ(k) a la suma de los
rećıprocos de orden k de los números naturales, que siempre resulta convergen-
te:

ζ(k) =

∞∑
n=1

1

nk
. (10)

Para cuando Euler hab́ıa resuelto el problema de Basilea, Jakob Bernoulli

hab́ıa fallecido haćıa 29 años. De hecho su hermano Johan, que sab́ıa que
Jakob hab́ıa sido el que más en profundidad hab́ıa trabajado en este problema,
manifestaba en una comunicación a Euler:

“De este modo el deseo más ferviente de mi hermano se ha cum-
plido . . . ¡Si estuviera aqúı!”

En contraposición a las acusaciones sufridas por su falta de rigurosidad, la
seguridad, clarividencia e intuición con la que Euler contaba estaban al alcance
de muy pocos elegidos y confiaba con fe ciega en que el resultado al que hab́ıa
llegado era el correcto. Por ello continuó trabajando en nuevas demostraciones
que hicieran de su demostración una verdad incuestionable.

Entre 1734 y 1748 Euler trabajó de forma incansable intentando depurar
los resultados a los que hab́ıa llegado. Fruto de sus investigaciones y siguiendo
la notación utilizada en (10), Euler fue capaz de calcular todos los valores de
ζ(2n) para n = 1, 2, 3, . . . , obteniendo los desarrollos siguientes:

π cotπx = 1 +

∞∑
n=1

2x2

x2 − n2
,

π cotπx = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n
(2π)2nB2n

(2n)!
x2n ,
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donde B2n son los denominados números de Bernoulli5 que resultan ser núme-
ros racionales definidos por la función generatriz G(x):

G(x) =
x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn
xn

n!
= 1− x

2
+

B2

2!
x2 + · · ·+ Bn

n!
xn + · · · , si |x| < 2π.

Se puede ver que

2x2

x2 − n2
= −2x2

n2
· 1

1− x2

n2

= −2x2

n2

∞∑
k=0

(
x2

n2

)k

,

por lo que identificando coeficientes, se obtiene la siguiente identidad

ζ(2k) =

∞∑
n=1

1

n2k
= (−1)k−1 (2π)2k

2 · (2k)!B2k .

Por ejemplo

ζ(6) =
π6

945
; ζ(8) =

π8

9.450
; ζ(10) =

π10

93.555
; . . .

Todos los estudios sobre el Problema de Basilea realizados por Euler cul-
minan en su obra “Introductio In Analysin Infinitorum” en 1748. En la Propo-
sición 168 del Caṕıtulo X del Tomo Primero de dicha obra, un pletórico Euler

expresa de forma particular su más que justificado gozo:

“He encontrado ahora y contra todo pronóstico una expresión ele-
gante para la suma de la serie que depende de la cuadratura del
ćırculo . . . He encontrado que seis veces la suma de esta serie es
igual al cuadrado de la longitud de la circunferencia cuyo diáme-
tro es 1. Se hace patente aśı que de todas las series infinitas con-
tenidas en la forma general

1 +
1

2n
+

1

3n
+

1

4n
+ etc.,

que, cada vez que n fuere número par, se podŕıan expresar me-
diante la periferia del ćırculo π; en efecto, la suma de la serie
mantendrá siempre una proporción racional con π. Para que se
perciba más claramente su valor, adjunto aqúı varias sumas de
tales series expresadas de manera más cómoda.”

5Sabiendo que B0 = 1, el resto de números se calcula de forma recursiva mediante la
siguiente expresión:

Bk = −
k−1∑
i=0

(k
i

) Bi

k + 1− i
.
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En general ζ(2n) para n = 1, 2, 3, . . . es un múltiplo racional de π2n. Una
consecuencia que se deduce de este resultado es que, todos los números de la
forma ζ(2n) son trascendentes, ya que si alguno verificase una ecuación poli-
nomial con coeficientes enteros, entonces se deduciŕıa que π también satisface
la ecuación de este tipo, lo cual es imposible puesto que Joseph Liouville

(1809-1882) demostró en 1844 que π es trascendente.

Otro modo de obtener los valores de ζ(2n) es mediante las series de Fourier
a través de la igualdad de Bessel,∫ 1

0

‖f(x)‖2 dx =

∞∑
−∞

∥∥∥f̂(x)∥∥∥2

aplicada a las funciones f(x) = xk, 0 ≤ x < 1, siendo f̂(x) la transformada de
Fourier de la función f(x).

5. . . . ¡Y por fin una demostración definitiva!

Lejos de abandonar el problema, Euler continuó trabajando con la firme
intención de encontrar una demostración a todas luces incontestable. Para ello
Euler necesitó de tres premisas fundamentales:

A. Demostrar la igualdad

1

2
(arc senx)2 =

∫ x

0

arc sen t√
1− t2

dt

la cual se resuelve mediante el cambio de variable u = arc sen t.
B. Realizar el desarrollo en serie de la función arc senx. Para ello

arc senx =

∫ x

0

1√
1− t2

dt =

∫ x

0

(1− t2)−
1
2 dt ,

sustituyendo el integrando por su serie binomial e integrando término a
término se obtiene

arc senx =

∫ x

0

(
1 +

1

2
t2 +

1 · 3
22 · 2! t

4 +
1 · 3 · 5
23 · 3! t6 +

1 · 3 · 5 · 7
24 · 4! t8 + · · ·

)
dt =

= t+
1

2
· t

3

3
+

1 · 3
2 · 4 · t

5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · t

7

7
+

1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8 · t

9

9
+ · · ·

∣∣∣∣x
0

=

= x+
1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4 · x

5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · x

7

7
+

1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8 · x

9

9
+ · · ·

C. Demostrar la relación∫ 1

0

tn+2

√
1− t2

dt =
n+ 1

n+ 2

∫ 1

0

tn√
1− t2

dt para n ≥ 1 .
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El término de la izquierda de la igualdad anterior J =

∫ 1

0

tn+2

√
1− t2

dt,

se resuelve mediante integración por partes haciendo u = tn+1 y

dv =
t√

1− t2
dt, para obtener

J = (−tn+1
√
1− t2)

∣∣∣1
0
+ (n+ 1)

∫ 1

0

tn
√
1− t2 dt =

= 0 + (n+ 1)

∫ 1

0

tn(1− t2)√
1− t2

dt = (n+ 1)

∫ 1

0

tn√
1− t2

dt− (n+ 1)J .

Resultando

(n+ 2)J = (n+ 1)

∫ 1

0

tn√
1− t2

dt,

obteniendo el resultado que se buscaba.

Con todos estos mimbres, Euler comenzó a elaborar la demostración defi-
nitiva. Inicialmente hizo x = 1 en la premisa A., obteniendo:

π2

8
=

1

2
(arc sen 1)2 =

∫ 1

0

arc sen t√
1− t2

dt .

A continuación sustituyó arc sen t por su desarrollo en serie obtenido en la
premisa B., e integró término a término:

π2

8
=

∫ 1

0

1√
1− t2

dt+
1

2 · 3
∫ 1

0

t3√
1− t2

dt+
1 · 3

2 · 4 · 5
∫ 1

0

t5√
1− t2

dt+

+
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 7
∫ 1

0

t7√
1− t2

dt+ · · ·

Sabiendo que

∫ 1

0

t√
1− t2

= 1, Euler calculó las otras integrales utilizando

la premisa C.:

π2

8
= 1 +

1

2 · 3
[
2

3

]
+

1 · 3
2 · 4 · 5

[
2

3
· 4
5

]
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 7

[
2

3
· 4
5
· 6
7

]
+ · · · =

= 1 +
1

9
+

1

25
+

1

49
+ · · ·

expresión en la que únicamente aparecen la suma de la serie de los rećıprocos
de los cuadrados de los números impares.
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Para llegar al resultado esperado, Euler separó por un lado la suma de los
términos impares y por otro la de los pares, resultando

∞∑
n=1

1

n2
=

(
1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+ · · ·

)
+

(
1

22
+

1

42
+

1

62
+ · · ·

)
=

=

(
1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+ · · ·

)
+

1

4

(
1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·

)
.

Esto es,
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

8
+

1

4

∞∑
n=1

1

n2
.

Euler despejó y llegó al resultado esperado:

3

4

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

8
⇒

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
. �

Esta segunda demostración no por ser más rigurosa deja de ser igualmente
tan genial como la primera. Euler aplicó este resultado en campos muy dispa-
res. Llegó a afirmar, que su “principal uso” era “el cálculo de los logaritmos”.
Euler encontró un método eficaz de calcular logaritmos de senos, y declaraba:

“. . . con estas fórmulas, podemos encontrar tanto el logaritmo na-
tural como el neperiano del seno y del coseno de cualquier ángulo,
incluso sin conocer los senos y cosenos.”

6. El nacimiento de la Función Zeta

Si juzgásemos la importancia de un resultado o de una demostración por la
cantidad de literatura que se ha escrito en torno a ella o la cantidad de obras
derivadas posteriores que se han publicado, sin duda el Problema de Basilea
debe ser uno de los problemas con mayúsculas de la historia de las matemáticas.

Todos las investigaciones de Euler desembocaron un siglo más tarde en los
trabajos del alemán Bernhard Riemann (1826-1866). Riemann publicó en la

Academia de Berĺın en noviembre de 1859 su genial art́ıculo “Über die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse” (puede traducirse como “Sobre
la cuant́ıa de números primos menores que una cantidad dada”), significando
un antes y un después en el desarrollo de las matemáticas. A pesar de lo escue-
to de dicha publicación la cual alcanzaba tan sólo la cantidad de seis páginas,
nunca una relación calidad de resultados frente a cantidad de páginas publi-
cadas pudo haber sido más notable en la historia de las matemáticas y las
ciencias. Riemann presenta y estudia las propiedades de lo que pronto pasaŕıa
a denominarse Función Zeta de Riemann.

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.
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Fig. 7. Bernhard Riemann y portada del manuscrito “Uber
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse” [15].

A diferencia de (10), s no tiene por qué ser un número natural, sino que
puede tomar cualquier valor complejo cuya parte real sea estrictamente mayor
que 1 (condición necesaria para que la serie converja y la función zeta sea
anaĺıtica en esta región6). De forma paradójica, el hecho de que la variable
pueda tomar cualquier valor complejo permite usar la función zeta de Riemann

con la finalidad de predecir fenómenos relacionados con la distribución de los
números primos, hecho este un tanto sorprendente puesto que en la definición
de ζ(s) intervienen todos los números naturales.

Los trabajos de Euler ponen precisamente de manifiesto el origen de la
relación de la función zeta con los números primos a través de la llamada
fórmula de Euler :

∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p primo

1

1− 1

ps

, (11)

donde se puede identificar ζ(s) con un producto infinito indexado por los núme-
ros primos. Para demostrar (11), si z es un número complejo de módulo estric-
tamente menor que 1, entonces la serie geométrica de razón z es convergente y
su suma vale

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + · · ·

De este modo, cada factor del producto de (11) se puede expresar por su desa-
rrollo

1

1− 1
ps

= 1 +
1

ps
+

1

p2s
+

1

p3s
+ · · ·

6
Riemann observó que la función zeta puede extenderse de forma única mediante con-

tinuación anaĺıtica a una función meromorfa en todo el plano complejo con un único polo en
s = 1. Esta es la función que se considera en la hipótesis de Riemann. Para los complejos
con Re(s) < 1, los valores de la función deben ser calculados mediante su ecuación funcional,
obtenida a partir de la continuación anaĺıtica de la función.
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y expresar igualmente el término de la derecha en la fórmula de Euler como∏
p primo

1

1− 1
ps

=

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·

)(
1 +

1

3
+

1

32
+

1

33
+ · · ·

)
(
1 +

1

5
+

1

52
+

1

53
+ · · ·

)
· · ·
(
1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ · · ·

)
· · ·

Desarrollando los paréntesis, se obtienen los inversos de todos los posibles
productos finitos de números primos. Como la descomposición en factores pri-

mos de cualquier número natural es única, cada sumando
1

ns
aparece una y

única vez. Por ejemplo como 20 = 22 × 5, el término
1

20s
se obtiene eligiendo

1

22s
en el primer paréntesis,

1

5
en el segundo y 1 en todos los demás. De este

modo puede observarse que ambos lados de la igualdad (11) coinciden para
cualquier valor de s.

La aparición de la Función Zeta de Riemann significó una revolución en
teoŕıa de números, de hecho es la clave fundamental de la denominada “hipóte-
sis de Riemann”, quizás uno de los problemas matemáticos abiertos más im-
portantes de toda la historia de las matemáticas. Dicha hipótesis afirma que

todos los ceros no triviales s ∈ C de la función zeta satisfacen que Re(s) =
1

2
.

La función zeta se anula en todos los enteros negativos, que se llaman “ceros
triviales”. En 2001, Jeffrey C. Lagarias (1949–) sorprendió a la comunidad
matemática demostrando que la hipótesis de Riemann es equivalente a la si-
guiente afirmación elemental [10]: Para todo n ≥ 1,

σ(n) ≤ Hn + eHn log(Hn) ,

con igualdad estricta cuando n = 1, donde σ(n) es la función suma de divisores7,
y Hn es el n-ésimo número armónico, es decir

Hn =

n∑
k=1

1

k
.

En el presente documento, se ha expuesto hasta el momento un estudio de
valores de las sumas de las series infinitas de los rećıprocos de los números
naturales con potencias pares. ¿Pero qué ocurre con las potencias impares? Por

7En general la suma de funciones divisor positivas σx(n) está definida como la suma de
los xk potencias de los divisores positivos de n, o

σx(n) =
∑
d|n

dx .

Las notaciones d(n) y τ(n) son utilizadas para denotar σ0(n), o el número de divisores de
n. Cuando x = 1, la función es denominada función sigma o función suma de divisores, y
la variable subscrita es omitida, luego σ(n) es equivalente a σ1(n). Por ejemplo, σ1(12) =
σ(12) = 11 + 21 + 31 + 41 + 61 + 121 = 28.
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extraño que pudiera resultar ni siquiera se conoce una expresión cerrada para
la suma de los rećıprocos de los cubos, aunque su irracionalidad fue demos-
trada por Roger Apéry (1916-1994) en junio de 1978, durante las Journées
Arithmétiques de Luminy [2]. Desgraciadamente y aunque en su momento la
demostración de Apéry fue considerada una auténtica proeza por la comuni-
dad matemática, no se puede hacer extensible a otros valores impares. De hecho
existen muchos resultados pendientes de demostrar todav́ıa en este campo co-
mo son la trascendencia o no de ζ(3), o la irracionalidad de multitud de valores
impares de la función zeta, aunque en este último caso caben destacar estudios
como los del francés Tanguy Rivoal (1981-) [14] en el año 2000 que demostró la
existencia de infinidad de valores irracionales de la función zeta para valores
enteros impares de ésta o como los del ruso Wadim Zudilin [16] en el año 2001,
que demostró que al menos uno de los cuatro valores ζ(5), ζ(7), ζ(9) o ζ(11)
es irracional, resultado este último que le valdŕıa el distinguido premio de la
Sociedad Hardy-Ramanujan ese mismo año. Respecto a la expresión cerrada
de valores de la función zeta para enteros impares, cabe destacar los estudios
del francés Simon Plouffe [13] en el año 2006, donde pone de manifiesto ex-
presiones, desde luego nada triviales, para algunos de dichos enteros.

7. Otras demostraciones

Fundamentalmente, aunque no por este único motivo, la estrecha conexión
entre el problema de Basilea y la Teoŕıa de Números a través de la función Zeta,
ha provocado siempre un interés por buscar nuevos caminos con los que llegar al
resultado de Euler. Se presentan aqúı algunas de las nuevas v́ıas prácticamente
similares a como sus autores han desarrollado.

7.1. LeVeque (1956). El planteamiento inicial de William Judson LeVe-

que (1923-2007) consiste en la obtención de la integral doble (12) mediante dos
caminos bien diferenciados.

I :=

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1− xy
dx dy . (12)

El primer camino consiste en considerar el término 1
1−xy como la suma de una

serie geométrica, y por lo tanto equivalente a su desarrollo. Descomponiendo
los sumandos como productos e integrando resulta:

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

∑
n≥0

(xy)ndx dy =
∑
n≥0

∫ 1

0

∫ 1

0

xnyn dx dy =

=
∑
n≥0

(∫ 1

0

xn dx

)(∫ 1

0

yn dy

)
=
∑
n≥0

1

n+ 1
· 1

n+ 1
=

=
∑
n≥0

1

(n+ 1)2
=
∑
n≥1

1

n2
= ζ(2) .



Lecturas Matemáticas, vol. 35 (2) (2014), págs. 199–228 219

Esta evaluación también demuestra que esta integral doble (de una función
positiva con un polo en x = y = 1) es finita. Del mismo modo, obsérvese que
dicha evaluación puede realizarse en sentido opuesto, de forma que la obtención
de ζ(2) conduce a la integral doble I.

El segundo camino para evaluar la integral I consiste en realizar un cambio
de coordenadas, de modo que las nuevas queden definidas como

u :=
y + x

2
y v :=

y − x

2
,

de modo que el dominio de integración con este cambio es un cuadrado de arista
1
2

√
2, obtenido a partir del dominio original, rotando 45◦ y después aplicando

una homotecia reductora según el factor de escala de 1√
2
. Sustituyendo x = u−v

e y = u+ v resulta

1

1− xy
=

1

1− u2 + v2
.

v

1 u

1

1
2

I2

1

1

v

y

x

u

I

1
2

Fig. 8. Representación gráfica del cambio de variables y nuevo
dominio de integración.

Para transformar la integral se debe reemplazar dx dy por 2 du dv, ya que
la nueva transformación de coordenadas realizad reduce el área según el factor
constante 2 (el jacobiano de la transformación). Puede observarse en la figura
8 que tanto el dominio de integración como la función a integrar son simétricos
respecto del eje u, por lo tanto únicamente se necesita calcular la integral sobre
la mitad superior del nuevo dominio, y tener en cuanta un factor adicional de
2. Se descompone por lo tanto la integral en dos partes de manera más natural:

I = 4

∫ 1
2

0

(∫ u

0

dv

1− u2 + v2

)
du+ 4

∫ 1

1
2

(∫ 1−u

0

dv

1− u2 + v2

)
du .
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Sabiendo que

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctan

x

a
+ C, se obtiene:

I = 4

∫ 1
2

0

1√
1− u2

arctan

(
u√

1− u2

)
du+

+ 4

∫ 1

1
2

1√
1− u2

arctan

(
1− u√
1− u2

)
du .

Se puede evaluar dichas integrales mediante los cambios u = sen θ y du =
cos θ respectivamente. Sin embargo si se procede de un modo más directo,
utilizando las derivadas de g(x) y h(x):

g(x) = arctan

(
u√

1− u2

)
⇒ g′(x) =

1√
1− u2

h(x) = arctan

(
1− u√
1− u2

)
= arctan

(√
1− u

1 + u

)
⇒ h′(x) = −1

2

1√
1− u2

.

Considerando que∫ b

a

f ′(x) f(x) dx =

[
1

2
f(x)2

]b
a

=
1

2
f(b)2 − 1

2
f(a)2 ,

resulta

I = 4

∫ 1
2

0

g′(u) g(u) du+ 4

∫ 1

1
2

−2 h′(u)h(u) du =

= 2
[
g(u)2

] 1
2

0
− 4

[
h(u)2

]1
1
2

=

= 2 g
(
1/2
)2 − 2 g(0)2 − 4 h(1)2 + 4 h

(
1/2
)2

=

= 2
(π
6

)2
− 0− 0 + 4

(π
6

)2
=

π2

6
. �

7.2. Beukers, Kolk, Calabi (1993). La demostración presentada aqúı pro-
viene del art́ıculo “Sumas de serie armónica generalizada y volúmenes” (1993)
de los autores Frits Beukers (1953-), Johan A.C. Kolk (1947-) y Eugenio

Calabi (1923-). El punto de partida de dicha demostración consiste en separar
la suma de dicha serie en sus términos pares e impares del mismo modo que
tanto Jakob Bernoulli (éste sin éxito) y Leonhard Euler (al inicio de sus
investigaciones) procedieron en el pasado. De este modo, tal y como se demues-
tra en la página 203 de este documento, los términos pares suman claramente
1
4 ζ(2) (basta con tomar factor común 2−2), y por lo tanto los términos impares

suman 3
4 ζ(2). Con estas premisas, es necesario demostrar entonces la siguiente

igualdad:
∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8
.
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Al igual que en la demostración de LeVeque, se puede expresar dicha suma
como una integral doble, de forma que

J =

∫ 1

0

∫ 1

0

1

1− x2y2
dx dy =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
.

Con el fin de calcular la integral J , los autores propusieron realizar el si-
guiente desde luego nada trivial cambio de coordenadas:

u := arc cos

√
1− x2

1− x2y2
y v := arc cos

√
1− y2

1− x2y2
.

Para realizar el cálculo, se puede ignorar la frontera del dominio y considerar
las variables x e y en los intervalos 0 < x < 1 y 0 < y < 1. En ese caso
las variables u y v estarán en el triángulo u > 0, v > 0, u + v < π

2 . La
transformación de coordenadas anteriormente realizada es invertible de forma
expĺıcita mediante la sustitución

x =
senu

cos u
e y =

sen v

cos v
.

Se puede comprobar de manera sencilla que dichas fórmulas definen una
transformación biyectiva entre el interior del cuadrado unidad S y el interior
del triángulo T .

S = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1} y T =
{
(u, v) : u, v ≥ 0, u+ v ≤ π

2

}
.

π
2

π
2

u

T

v

1

x

y

S

Fig. 9. Representación gráfica del cambio de variables y nuevo
dominio de integración.



222 José Manuel Sánchez Muñoz. El Problema de Basilea

Para completar el cambio de coordenadas de dicha transformación, hay que
calcular el jacobiano de la misma, lo cual de forma sorprendente resulta ser:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dx

du

dx

dv

dy

du

dy

dv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosu

cos v

senu sen v

cos2 v

senu sen v

cos2 u

cos v

cosu

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1− sen2 u sen2 v

cos2 u cos2 v
= 1− x2y2 .

Luego la integral J buscada se transforma en:

J =

∫ π
2

0

∫ π
2 −u

0

1 du dv .

lo cual es precisamente el área del triángulo T , es decir

1

2
·
(π
2

)2
=

π2

8
. �

7.3. Yaglom (1954). La siguiente demostración apareció en la versión rusa
del libro “Problemas no elementales expuestos de forma elemental” (1954) de
los hermanos gemelos Isaac (1921-1988) y Akiva Moiseevich Yaglom (1921-
2007). Más tarde apareció en otras publicaciones como la revista Eureka en
1982, expuesta por John Scholes, aunque éste declaró que hab́ıa aprendido la
demostración de Peter Swinnerton-Dyer, y que dicha prueba era “de cono-
cimiento general en Cambridge a finales de la década de 1960”.

El punto de partida consiste en establecer una relación de valores de la
función “cotangente al cuadrado”. Para todo m ≥ 1, se tiene8:

cot2
(

π

2m+ 1

)
+cot2

(
2π

2m+ 1

)
+. . .+cot2

(
mπ

2m+ 1

)
=

2m(2m− 1)

6
. (13)

Veamos como se obtiene la expresión (13). Si x es un número real que per-
tenece al intervalo 0 < x < π

2 , entonces por la fórmula de Moivre se establece

que eix = cosx + i senx. Si se considera la n-ésima potencia se tiene que
einx = (eix)n, resultando:

cosnx+ i sennx = (cosx+ i senx)n .

La parte compleja resulta:

sennx =

(
n

1

)
senx cosn−1 x−

(
n

3

)
sen3 x cosn−3 x± . . . (14)

Se toma n como un entero positivo impar, esto es n = 2m+ 1, y para x se
consideran los m valores diferentes x = rπ

2m+1 para r = 1, 2, . . . ,m. Para cada
uno de los valores anteriores, se tiene que nx = rπ, y por lo tanto sennx = 0,

8 Para m = 1, 2, 3, esto resulta en cot2 π
3
= 1

3
; cot2 π

5
+ cot2 2π

5
= 2; cot2 π

7
+ cot2 2π

7
+

cot2 3π
7

= 5.
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en tanto en cuanto que 0 < x < π
2 implica que para senx se tienen m valores

positivos distintos.

En particular dividiendo (14) por senn x, se obtiene

0 =

(
n

1

)
cotn−1 x−

(
n

3

)
cotn−3 x± . . .

esto es,

0 =

(
2m+ 1

1

)
cot2m x−

(
2m+ 1

3

)
cot2m−2± . . .

para cada uno de los m valores distintos de x. Del polinomio de grado m

p(t) :=

(
2m+ 1

1

)
tm −

(
2m+ 1

3

)
tm−1 ± . . .+ (−1)m

(
2m+ 1

2m+ 1

)
se conocen m ráıces distintas

ar = cot2
(

rπ

2m+ 1

)
para r = 1, 2, . . . ,m .

Por lo tanto, el polinomio coincide con

p(t) =

(
2m+ 1

1

)(
t− cot2

(
π

2m+ 1

))
· · ·
(
t− cot2

(
mπ

2m+ 1

))
.

Por la fórmula de Vieta se puede calcular la suma de las ráıces directamente
examinando los coeficientes de tm−1 en p(t) se deduce que la suma de las ráıces
es9:

a1 + . . .+ ar =

(
2m+1

3

)(
2m+1

1

) =
2m(2m− 1)

6
.

lo cual demuestra (13).

Si se sustituye la identidad csc2 x = cot2 x+ 1 y se suma m en ambos lados
de la igualdad de (13) se tiene:

csc2
(

π

2m+ 1

)
+ csc2

(
2π

2m+ 1

)
+ . . .+ csc2

(
mπ

2m+ 1

)
=

=
2m(2m− 1)

6
+m =

2m(2m+ 2)

6
(15)

En este momento se tienen todas las herramientas a mano para poder encajar
las piezas de la demostración. Si se utiliza que para 0 < y < π

2 , se cumple10:

0 < sen y < y < tan y

y por lo tanto

0 < cot y <
1

y
< csc y

9 Comparación de coeficientes, si p(t) = c(t − a1) · · · (t − am), entonces el coeficiente de
tm−1 es −c(a1 + . . .+ am).

10 0 < a < b < c, implica que 0 <
1

c
<

1

b
<

1

a
.
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lo cual implica que

cot2 y <
1

y2
< csc2 y .

Ahora se aplica la desigualdad doble a cada uno de los m distintos valores
de x, y se suman los resultados. Empleando (13) para el término a la izquierda
y (15) para el término de la derecha, se obtiene:

2m(2m− 1)

6
<

(
2m+ 1

π

)2

+

(
2m+ 1

2π

)2

+. . .+

(
2m+ 1

mπ

)2

<

(
2m(2m+ 2)

6

)2

,

esto es,

π2

6
· 2m

2m+ 1
· 2m− 1

2m+ 1
<

1

12
+

1

22
+ . . .+

1

m2
<

π2

6
· 2m

2m+ 1
· 2m+ 2

2m+ 1
.

Tanto el término de la derecha como el de la izquierda convergen a π2

6 cuando

m → ∞ por el teorema del emparedado11. �

7.4. Demostración utilizando Series de Fourier. El análisis de Fourier
aparece aplicado en multitud de fenómenos f́ısicos, como por ejemplo el estudio
de vibración de una cuerda, cómo se reparte el calor en un cuerpo, o para
el cálculo dinámico de estructuras. La demostración mostrada en el presente
documento puede encontrarse en bibliograf́ıa diversa acerca del tema. Previa a
dicha presentación vamos a ofrecer al lector algunas nociones básicas sobre el
análisis de Fourier.

El matemático francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) se dio a
conocer por sus trabajos sobre descomposición de funciones periódicas en se-
ries trigonométricas convergentes denominadas Series de Fourier en su honor,
método con el cual consiguió resolver la ecuación del calor. La clave fundamen-
tal de sus investigaciones giran en torno a una idea que ya hab́ıa sido intuida
previamente por Daniel Bernoulli (1700-1782), y que consist́ıa básicamente
en que cualquier función y = f(x) ∈ L2[−l, l], se puede representar por una
serie de la forma12

y =
∞∑

k=−∞
ck e

ikπ/l , y ∈ L2[−l, l] , (16)

11Sea I un intervalo que contiene al punto a y sean f , g y h funciones definidas en I,
exceptuando quizás el mismo punto a. Supongamos que para todo x en I diferente de a
tenemos:

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

y supongamos también que:
ĺım
x→a

g(x) = ĺım
x→a

h(x) = L .

Entonces:

ĺım
x→a

f(x) = L .

12 En las demostraciones se utilizará L2[0, 1], aśı como series de Fourier en su forma real.
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resultando los coeficientes ck:

ck =
1

2l

∫ l

−l

f(x) e
−ikπ/l dx ,

para poder asegurar la igualdad puntual se han de realizar hipótesis adicionales
sobre la regularidad de y. Si una serie de la forma descrita en (16) converge,
representa una función periódica de periodo 2l y por lo tanto es suficiente
estudiar su restricción al intervalo [−l, l], o de forma equivalente a [0, 2l].

Las representaciones mediante este tipo de series permiten una mayor gene-
ralización en cuanto a la clase de funciones a desarrollar si se compara con los
desarrollos en serie de Taylor, ya que existen muchas funciones que no admiten
una representación en serie de potencias a pesar de presentar una gran regula-
ridad. La condición necesaria y suficiente para que exista desarrollo en serie de
potencias se define en el siguiente teorema:

Teorema: Si una función f : A ⊂ R → R, admite derivadas de todos los
órdenes en un intervalo abierto (−R,R), entonces la igualdad

f(x) =
∞∑

n=0

fn)(0)

n!
xn para todo x ∈ (−R,R)

es válida si y sólo si existe algún valor 0 < c < x de modo que

f(x) =

n∑
k=0

fk)(0)

k!
xk +

fn+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1

︸ ︷︷ ︸
Resto de Lagrange, Rn(x)

y ĺım
n→∞

fn+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1 = 0

para todo x ∈ (−R,R).

Cabe recordar en este caso el contraejemplo que A. L. Cauchy propuso para
rebatir la afirmación realizada por J.L. Lagrange (1736-1813) de que toda
función admit́ıa una representación mediante serie de potencias:

f(x) =

{
e
−1/x2 si x �= 0 ,
0 si x = 0

.

Esta función, a pesar de ser C∞ (clase infinita), no admite serie de potencias
en torno al cero. Por el contrario a pesar de que la función tiene multitud de
puntos en los que la derivada no existe, o en los que es discontinua, śı que
admite un desarrollo en serie de Fourier.

Veamos la demostración. Considérese el espacio

L2[0, 1] =

{
f : [0, 1] → C |

∫ 1

0

‖f‖2 < +∞
}

con el producto interior

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f · g
Se trata éste de un espacio de Hilbert.
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Considérese el conjunto de funciones

S = {en(x) = e2πinx | n ∈ Z}
Se demuestra que S es una base ortonormal del espacio L2[0, 1], esto es

〈em, en〉 =
{
0 si m �= n

1 si m = n

Veamos:

〈em, en〉 =
∫ 1

0

e2πimx · e2πinx dx

como cos 2πnx− i sen 2πnx = cos(−2πnx) + i sen(−2πnx) entonces

〈em, en〉 =
∫ 1

0

e2πi(m−n)x dx =
(1 + 0)− 1

2πi(m− n)
= 0

a menos que m = n, en cuyo caso∫ 1

0

e0 dx = 1 �

Teorema de Parseval: Sea una función cualquiera f del espacio L2[0, 1] tal
que

〈f, f〉 =
∑
n∈Z

‖〈f, en〉‖2 ,

se cumple que ∫
R

‖f(x)‖2 dx =

∫
R

‖F (ν)‖2 dν

donde F (ν) es la transformada de Fourier de f(x) y ν su frecuencia.

Considérese la función f(x) = x. Entonces

〈f, f〉 =
∫ 1

0

x · x dx =

∫ 1

0

x2 dx =
1

3

〈f, e0〉 =
∫ 1

0

x · e0 dx =

∫ 1

0

x dx =
1

2

〈f, en〉 =
∫ 1

0

x · e−2πinx dx para n �= 0

= − 1

2πin

(
x · e−2πinx

∣∣1
0
−
∫ 1

0

e−2πinx dx

)
=

= − 1

2πin

(
(1 − 0) +

1

2πin
· e−2πinx

∣∣1
0

)
= − 1

2πin
.
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Si se aplica el Teorema de Parseval, se tiene que:

1

3
= 〈f, f〉 =

∑
n∈Z

‖〈f, en〉‖2 =

(
1

2

)2

+
∑

n∈Z-{0}

∣∣∣∣− 1

2πin

∣∣∣∣2

=
1

4
+

∑
n∈Z-{0}

1

4π2n2
,

1

3
− 1

4
= 2

∞∑
n=1

1

4π2
· 1

n2

π2

6
=

∞∑
n=1

1

n2
. �
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La Gaceta de la RSME, Vol. 12, núm. 4, pp. 721–727, Madrid, 2009.

[8] Knopp, K., Weierstrass’s Factor-Theorem, §1 in Theory of Functions Parts I and II,
Two Volumes Bound as One, Part II. New York: Dover, pp. 1-7, 1996.

[9] Krantz, S. G., The Weierstrass Factorization Theorem, §8.2 in Handbook of Complex
Variables. Boston, MA: Birkhäuser, pp. 109-110, 1999.
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Grupo de Innovación Educativa “Pensamiento Matemático”
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