Lecturas Matematicas
Volumen 34 (2) (2013), pdginas 187-203
ISSN 0120-1980

La conjetura de Goldbach en mundos paralelos
al mundo de los enteros

Goldbach’s conjecture in worlds parallel to the world of integers
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RESUMEN. En este trabajo expositivo se plantean analogos de la conje-
tura de Goldbach en ciertos anillos de polinomios y se dan respuestas
a los mismos.
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ture are stated and studied in certain polynomial rings.
2010 AMS Mathematics Subject Classification. 11T55

1. Introduccién

La conjetura de Goldbach para los niimeros enteros aparece en 1742 en una
carta enviada a LEONHARD EULER (1707-1783) por CHRISTIAN (GOLDBACH
(1690-1764). En esencia el problema propuesto se concreta, hoy en dia, en las
siguientes dos conjeturas:

Conjetura 1. Todo niimero entero impar n > 7 puede expre-
sarse como la suma de tres niimeros primos.

Conjetura 2. Todo numero entero par > 4 se puede expresar
como suma de dos primos.

La segunda conjetura implica la primera, pues si todo nimero par > 4 se
escribe como 2n — 2 = p; + py donde n > 3 y p1, p2 son primos, entonces
podemos escribir 2n+ 1 = p; +p2 + 3 > 7. Por esta razon la segunda conjetura
se llama la conjetura fuerte (o par o binaria) de Goldbach, mientras que la
primera se llama la conjetura débil (o impar o ternaria). Es facil ver que estas
descomposiciones en sumas de nimeros primos no son tnicas. Por ejemplo,
9=3+3+3=2+2+5.
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Carta de 1742 de Goldbach a Euler

Daremos ahora noticia de algunas de las vicisitudes de ambas conjeturas.
Con respecto a la conjetura débil, HARDY & LITTLEWOOD [16] en 1932, usando
su famoso método del circulo y asumiendo la hipdtesis generalizada de Riemann
(véase la seccién de preliminares), probaron que existe una constante N € N
tal que todo n > N es suma de tres nimeros primos (véase [23, cap. X]). Més
tarde, I. M. VINOGRADOV probé en 1937 ([32], [33] y [23, pag. 204]) el mis-
mo resultado sin asumir la hipétesis generalizada de Riemann. Este resultado
se conoce como el teorema de Vinogrdadov y se ha verificado que es suficiente
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tomar N =33 o N = exp(100000) [9]. La tarea que algunos se han impuesto
ha sido tratar rebajar el valor de la constante N para tener la posibilidad de
usar los ordenadores. Asi, recientemente, en 2012, OLIVEIRA E SILVA ha encon-
trado que podemos tomar N = 4 x 108 [25]. Por otro lado, mas tarde (1997),
asumiendo nuevamente la hipétesis de Riemann generalizada, DESHOUILLER,
EFFINGER, TE RIELE & ZINOVIEV (véase [11]) demuestran que todo nitimero
entero impar n > 7 es la suma de tres primos. Recientemente, 2012, sin usar
la hipétesis de Riemann, TERENCE TAO ha publicado que todo niimero impar
mayor que 7 puede expresarse como la suma de a lo sumo cinco primos [31]. Sor-
prendentemente, este afno de 2013, HARALD ANDRES HELFGOTT (matemdtico
peruano) mediante su trabajo [21], que complementa su anterior trabajo [20],
ha demostrado que la conjetura débil de Goldbach es cierta. Por su parte, el
trabajo de TAO que acabamos de mencionar complementa un resultado de O.
RAMARE [28] que dice que todo ntimero natural par puede expresarse como
la suma de a lo sumo seis nimeros primos, resultado que tiene que ver con
la conjetura fuerte. En cuanto a esta tenemos el siguiente resultado parcial, el
mejor hasta el momento, debido a JING-RUN CHEN [8]: todo nimero entero
par suficientemente grande es la suma de un nimero primo y un producto de
no mas de dos niimeros primos. Actualmente la mayoria de los matemé&ticos
creen que la conjetura fuerte también es cierta y se basan en resultados como
los mencionados anteriormente y la evidencia numérica obtenida por numerosos
autores.

En este trabajo nos proponemos estudiar analogos de las conjeturas de Gold-
bach en ciertos anillos de polinomios. En la segunda seccién establecemos, mu-
chas veces sin demostraciones (en aras de la brevedad) pero con referencias
precisas a literatura que creemos accesible, resultados necesarios para la com-
prensién de las siguientes secciones. En la tercera seccién estudiamos el andlogo
del problema de Goldbach en el anillo F;[X] de los polinomios en la indetermi-
nada X y coeficientes en el cuerpo finito ;. En la cuarta seccién el analogo de
la conjetura de Goldbach se extiende a anillos de polinomios en una variable
sobre algunos ciertos dominios de integridad. En la quinta seccién examinamos
Goldbach para el anillo R[X7q, ..., X;,], donde R es un anillo que satisface las
condiciones del teorema 4.2. Finalmente, en el apéndice se discuten algunos
problemas asintéticos y de densidad.

2. Preliminares

2.1. Preliminares algebraicos. Empezamos esta secciéon con algunos re-
sultados algebraicos conocidos que usaremos después. Supondremos de aqui en
adelante que todos los anillos considerados son conmutativos y tienen elemento
unidad. El grupo de las unidades de un anillo R lo designaremos con R*.

Como es costumbre, al polinomio nulo de un anillo de polinomios con coe-
ficientes en un anillo en la indeterminada X no le asignamos grado alguno. El
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grado de un polinomio distinto del polinomio cero lo designamos con 0A(X).
Si A(X) es un polinomio en Fy[X], definimos su norma |A(X)| por la relacién

A = {qu si A(Y) #0,
0 siAX)=0.

Dados los ideales ay, as, ..., a, de un anillo R, no nulos y distintos entre si,
ellos se dicen comazimales si a; + a; = R si i # j.

Proposiciéon 2.1. Si a1,...,a, son ideales comaximales de R, entonces los
ideales al'', ..., al* son ideales comaximales distintos de R, donde ny,...,ny €
N.

Demostracion. Veamos que a; y a?j son comaximales. Como a; + a; = R
existen a; € a;, a; € a; tal que a;+a; = 1,luegoa; = 1—a; y a;-” =(1—a)™ =

nj n;
1+ Z < tj)(_ai)t donde a; = _Z < t])(_ai)t € A;, luego a?’ bl =1

t=1 P
es decir a; y a?j son comaximales. Andlogamente se tiene que azm v a; son

comaximales. Entonces se tiene que:

ai+a;’ =R
Cl;”—FClj:R
a;+a; =R

Sumando las dos primeras ecuaciones y usando la tercera se concluye que a;' +
n; . n; . Nj . mf
a;’ = R, es decir, a;”, a;’ son comaximales.
El siguiente teorema es una generalizacién del clasico teorema chino de los
restos en el anillo Z (véanse [5, pag. 5] y [24]).

Teorema 2.1 (Teorema chino de los restos). Sea R un anillo, y sean ay, ... ay,
ideales comaximales de R. Entonces, dada una familia finita cualquiera de ele-
mentos ay, ..., a, € R, existe un elemento a € R, tal que a —a; € n; para cada
1 <1< n.

Lema 2.1. Dados dos primos distintos p, q, existen enteros r, s tales que rp +
sq=1,piryqts.

Demostracion. Considerando el siguiente sistema de congruencias rp = 1
(méd q) y r = 1 (méd p), el cual por el teorema 2.1 tiene solucién para r.
Es decir existen enteros 77, s’ tales que r'p + s'¢ = 1 y p 1 r’. Intercambiando
los papeles de p y ¢ en el sistema tenemos que existen enteros 7/, s’ tales que
r"p+s’q=1yqts". Sigts optr” hemos terminado. Ahorasiq|s yp|r”
considere 2(r'p + s'q) — (r"p+ s"q) = 1, luego (2r' —r")p+ (25’ — s")g =1
comoptr’ p|r’, qts" yq|s. Entoncesr =2r" —1"y s =2s —s" cumplen
lo pedido.
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Un conocido resultado acerca de polinomios irreducibles en Z[X] es el si-
guiente.

Teorema 2.2 (Criterio de Eisenstein). Sea p un primo en Z[X], H(X) =
an X"+ +a1X 4+ ag € Z|X] con a, #0 (méd p), pero a; =0 (mdd p) para
todoi < mn, ag # 0 (méd p?). Entonces H(X) es irreducible sobre Q (por tanto,
irreducible en Z[X]) (véase [15]).

Definicién 2.1. Si H(X) = ap, X"+ -+ a1 X +ag € R[X] y el ideal generado
por (ag,ai,...,ay) es el anillo R decimos que H(X) es un polinomio primitivo.

La siguiente proposicion es la versién generalizada del criterio de Eisenstein
para dominios de integridad y tendra un papel central en el estudio del problema
de Goldbach en cierto tipo de dominios. Como veremos en seguida, su prueba
es similar a la del cldsico teorema anterior, el cual es uno de sus corolarios.

Proposicién 2.2 (Criterio de Einsentein para anillos de polinomios sobre un
dominio de integridad). Sea p un ideal primo de un dominio de integridad R
yH(X)=a, X"+ -+ a1 X 4+ ap € R[X] un polinomio no constante para el
cual sus coeficientes satisfacen

(1) ag, a1, ...,0pn—1 €P.

(2) ao ¢ p*.

(3) an & p.

(4) (ao,a1,...,an-1,a,) = R, es decir, H es primitivo.

Entonces H es irreducible en R[X].

Demostracion. Supongamos que H no es irreducible de modo que H(X) =
A(X)B(X) donde A(X), B(X) € R[X] y no son ambos nulos. Tomando la
factorizacién médulo p tenemos H(X) = A(X)B(X) = @,X" € (R/p)[X].
Por la factorizacién tnica en el anillo factorial (R/p)[X], tenemos A(X) =
aX', B(X) = bX’, donde @, = ab. Si A(X), B(X) son ambos polinomios no
constantes entonces los términos constantes de A(X)y B(X) estdn en p; luego el
término constante de H esta en p? contrariando la hipdtesis (2). Entonces A(X)
o B(X) debe ser constante. Como a,, ¢ p entonces ninguno de los coeficientes
directores de A(X) y de B(X) estan en p. Luego

0A(X) = 0A(X);

0B(X) = 0B(X);
como A(X) o B(X) es constante entonces A(X) o B(X) debe ser constante.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que A(X) = ¢, de modo que H(X) =
¢B(X), asi ¢ | a; para i = 0,...,n. Finalmente, R = (ag,...,an—1,an) C (c),
es decir, ¢ es unidad en R; lo que implica que H es irreducible sobre R.

Recordemos la siguiente definicién [4, pdg. 5]:

Definicién 2.2. El radical de Jacobson Rad (R) de un anillo conmutativo es
la interseccién de todos los ideales maximales de R.
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En términos del radical de Jacobson podemos enunciar el siguiente utilisimo
resultado:

Lema 2.2 (Lema de Nakayama). Sea M un R-mddulo finitamente generado
(f.g.) y a un ideal de R contenido en radical de Jacobson Rad(R) de R. Entonces
aM = M implica M =0 (véase [4]).

Dado que K[X] es un dominio de factorizacién tnica, el siguiente resultado
permite hablar de los elementos primos e irreducibles de K[X], el anillo de
polinomios en la indeterminada X y coeficientes en un cuerpo K, sin hacer
ningin tipo de distincién entre ellos [5, pag. 42].

Teorema 2.3. R es un dominio de factorizacién inica (UFD) si y sélo si
para todo elemento no nulo diferente de una unidad de R se escribe como un
producto de elementos primos.

2.2. Preliminares de la teoria de niimeros. Con N* designamos al con-
junto de los enteros positivos, es decir, al conjunto de los enteros estrictamente
mayores que 0. Una funcién f : N* — C se dice una funcion aritmética. Si
f(mn) = f(m)f(n) cuando m.c.d.(m,n) = 1 decimos que f es multiplicativa.
Si f(mn) = f(m)f(n) para todo m y todo n, decimos que F completamente
multiplicativa.

Definicién 2.3. Sin € N* la funcién de Mébius pu(n) : N* — C estd definida
por

1 sin=1,
pu(n) =< (=1)" sin=p;---p, silos primos p; son distintos,
0 si n tiene factores cuadraticos.

El siguiente es un célebre resultado de MOBIUS. Su demostraciéon puede
encontrarse en numerosos libros de teoria de nidmeros, en particular, en [2].

Proposicién 2.3 (Férmula de inversiéon de Mobius). Si f y g son funciones
aritméticas, entonces

gm) =Y f@) & fm)=> udg(T) -
dim d|m

Un cardcter de Dirichlet es una funcién aritmética completamente multipli-
cativa x : N* — C para la cual existe un entero positivo k con x(n + k) = x(n)
para todo n € N* y x(n) # 0 siempre que m.c.d.(n,k) > 1y x(n) = 0 en caso
contrario.

Para cada caracter x de Dirichlet se define la funcién L o serie de Dirichlet
correspondiente mediante

Lo s) = Yo X
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y todo ntimero complejo s con parte real > 1.

La hipdtesis generalizada de Riemann establece que para todo caracter de
Dirichlet x y todo nimero complejo s tal que L(y, s) = 0, si la parte real de s
se encuentra comprendida entre 0 y 1, entonces es 1/2. El caso x(n) = 1 para
todo n conduce a la hipdtesis original de Riemann.

El siguiente resultado se conoce como el teorema de los nimeros primos:
Si w(x) denota el nimero de primos que son menores o iguales a x, entonces

T
m(x) ~ Togz para valores grandes de x.

3. El problema de Goldbach en F4[X]

El analogo del problema de Goldbach en el caso de anillos de polinomios
sobre cuerpos finitos y algunos dominios de integridad, es de una sencillez
envidiable comparado con el mismo problema en los niimeros enteros. Ademaés,
en F,[X] es valido el anédlogo de la hipStesis generalizada de Riemann ([14, pags.
299 & sigs.], [34]), lo cual nos proporciona informacién sobre la distribucién de
los primos en Fy[X].

Como F,[X] es factorial las nociones de elemento primo y de elemento irre-
ducible coinciden (teorema 2.3). Designaremos con M (q; X) al conjunto de los
polinomios unitarios de F,[X] y con P(g; X) a los polinomios unitarios irredu-
cibles de F,[X].

La siguiente proposicién se debe GAUSS y cuenta el nimero elementos de
P(gq; X) de grado m.

Proposicién 3.1. El niimero de elementos de P(q; X) de grado m estd dado
por

1(m) = %Z”(%)qd _ %{qm _ qu/m + Z qm/Pivi }
pi PiPj

d|lm
Una demostracién de esta proposicién se encuentra en [12, pag. 377].

Definicién 3.1. Un polinomio H(X) € M(q; X) se llama parsi g =2y H(X)
es divisible por X o X + 1; en caso contrario, H(X) se llama impar. Es decir,
para todo ¢ # 2, todo H(X) es impar.

Como veremos ahora existen diversas versiones del problema de Goldbach
en el anillo F,[X]. La primera que expondremos, debida a HAYES [17], estéd con-
tenida en el siguiente teorema :

Teorema 3.1. Sea H(X) un polinomio no constante en F,[X] con ¢ > 0H.
Entonces podemos escribir H(X) = P1(X) 4+ Py(X) donde Py y Py son irredu-
cibles en Fy[X]| y 0P, = 0P, = 0H + 1.
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Demostracion. Sea OH = h. Por la proposicion 3.1 tenemos

1 htil
A+ 1) =705 > a7 ud);
h+1
d|(h+1)
desarrollando esta suma, obtenemos
h41
q 1 Bt
e =L L ¢ u(d)
h+1 h+1 2l 1)
Ahora consideremos:
h+1
ht1 %3]
q 1 At 1 4
a(h +1) — — 1 Y g Tpd)| < — q
h+1 h+1 N T h+1 —
h+1 h+41 h+1
qLTJ 1 q =z q qz
< 1+-4+...)< 2
S B SR EED I s by el
Luego
h+1 h+1
q q 2
h+1)= (0]
ik +1) h+1 + (h-l— 1)

cuando ¢ — oo. Por otro lado, al considerar el conjunto {A € P(¢; X) : 04 =
h+1} médulo H tenemos p(H) clases de equivalencia, donde ¢(H) es el ntimero
de polinomios de grado menor JH = h que son primos relativos con H. Enton-
ces p(H) < ¢" ya que tenemos ¢" polinomios de grado h — 1 sobre F, contando
el polinomio nulo. Entonces

p(H) <4(h+1);
es decir, en al menos una clase hay dos polinomios P, y P> de grado h + 1,
luego Pi(X) — P(X) = 0 (méd H). Esto significa que existe A(x) € Fy[X]
no nulo tal que Pj(X) — P(X) = A(X)H(X). Como 9(P; — P2) < h pues
son polinomios unitarios y d(AH) = 0A + h, entonces 9A = 0, A € FS; luego
Pi(X)—P(X) = AH(X) implica que A~ P (X)— A7 P(X) = H(X), lo que
se queria demostrar.

Nota. Esta descomposicion de H no es Unica, como se muestra en los si-
guientes ejemplos.

Ejemplo 3.1. En F3[X]

3 w3 v2 _ 32
XX +1- (X} X2+ X +1)=X
Py Py H

3 2 3 _ ¥2
X3P X2 X 4+1-(XP-X+1)=X

P By a
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Ejemplo 3.2. En F3[X]
— X3 X? 14X X%+ X 4+1=-2X%+X

P Py H
X3 X2 4+1+-X3—-X?4+ X —-1=-2X%2+X
P| Py H

El lector podré verificar facilmente que Py, Ps, PJ, Py son irreducibles en
Fs[X].

También tenemos una férmula asintética para calcular el nimero de tales
descomposiciones de H. Més precisamente, si H € F,[X] y N(H) es el nimero
de parejas Py y P, irreducibles en F,[X] que satisfacen: 0P; = 0P, = 0H + 1,
P, # P,y PL— P, =0 (méd H). Entonces

PRIGESY
(h+ 1% (H)
cuando h — oco. Esta férmula es reminiscente de la que demostré VINOGRADOV
para el caso de los nimeros enteros (véanse [32] y [23, pag. 203]).

N(H) = +0(¢"),

En la seccion 6 se encuentra un esbozo de la prueba de este resultado.

Otros andlogos de la conjetura de Goldbach en F,[X] son los siguientes
resultados:

Proposicién 3.2. Todo polinomio H(X) € M(q;X) de grado n, donde la
caracteristica de Fy es impar y s es suficientemente grande, puede escribirse
como H = P, + P, donde los polinomios P1, Py € Fy<[X] son irreducibles y
unitarios con OP; = n, 0Py, = n — 1. Ademds si OH = n y q satisface la
desigualdad q > 8(n + 6)2"", entonces Py y Py pueden tomarse en F,[X].

Este resultado fue demostrado por ANDREAS O. BENDER usando geometria
algebraica (véase [7]).

Proposicién 3.3. Todo polinomio H(X) € M(q;X) con 0H =1 > 2 excepto
cuando q es par. Puede expresarse como H = Py + P> + P3 donde Py, Pa, Ps
son irreducibles unitarios en Fo[X] y 0Py =1, 0Py <71 y 0P3 <.

Este resultado fue obtenido por G. EFFINGER y DAvVID R. HAYES (véase
[13]) ¥ su demostracién se hace en tres pasos: primero se obtiene un teorema
asintético andlogo al teorema de Vinogradov para el caso de los nimeros en-
teros; luego con una serie de teoremas se reducen los casos no cubiertos por
el teorema asintético a un nimero finito bastante manejable, y por dltimo se
realiza una verificacién computarizada de todos los casos restantes.

Los siguientes ejemplos justifican la restriccién de la proposicién anterior.

Ejemplo 3.3. Este es un polinomio par de grado arbitrario el cual no admite
la anterior descomposicién. El polinomio X*" + X?" € F5[X] (r € N), es par
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va que H(X) = X4 + X2 = (X + 1).(X¥~1 — X424 ... 4 X2) = (X +
1).X. (X472 — X4r=3 ... 4 X?"71). Si H admite tal descomposicién X" +
X2 = P|(X) + Py(X) + P3(X), sean ag, by, co los términos constantes de P,
P, ,P5 respectivamente, luego ag + by + cg = 0 (méd 2), es decir, alguno de
estos términos debe ser cero médulo 2. Si ag =0 (méd 2), como 9P, = 4r > 1,
X | P1 lo cual es una contradiccién pues P; es irreducible. Si bp = 0 (mdd 2)
y si 0Py > 2, X | P lo cual es una contradicciéon pues P, es irreducible. Si
o =0 (méd 2) y si OP3 > 2, X | P5 lo cual es una contradiccién pues Pj
es irreducible. Ahora si b = 0 (méd 2) y si 0P, = 1 entonces P2(X) = X,
asf X4 + X?" — X — P;(X) = P3(X), pero esto es una contradiccién ya que
todo polinomio irreducible sobre Fy debe tener un niimero impar de términos
de lo contrario 1 seria raiz. Similarmente se llega a una contradiccion si ¢y = 0
(méd 2) y si 9P; = 1. Entonces H no admite tal descomposicién.

Ejemplo 3.4. Veamos que los polinomios de la forma H(X) = X%+« € Fan [X]
no admiten la anterior descomposiciéon. En efecto,

X2 4+a=X?4+bX+c+X+d+X +e,
——— —— ' ——~ —
H Py P> Ps

luego bX + X + X = 0X, pero bX + X + X = bX = 0X entonces b = 0.
Entonces P1(X) = X2 + ¢, pero este polinomio no es irreducible ya que la
ecuacién X2 + ¢ = 0 tiene solucién en Fon para todo ¢ € Fon. En efecto, todo
elemento ¢ € Fan es raiz del polinomio X2" — X, es decir (ch_l )2 —c =0, como

la caracteristica de Fan es 2 se tiene que (¢2" )2 +c¢=0 (1= —1).

4. Una conjetura de Goldbach para el anillo de polinomios en una
variable sobre algunos dominios de integridad

D. HAYES [18, 1965] es el primero en establecer el primer andlogo de Gold-
bach para Z[X]. El demostré que para todo polinomio unitario H(X) € Z[X],
existen polinomios P; y P, irreducibles en Z[X] tal que H(X) = P1(X)+P2(X).
Este resultado puede ser extendido a cualquier polinomio no constante H(X) €
Z[X] [29]. Usando el criterio de Eisenstein se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (Goldbach para Z[X]). Para todo polinomio no constante H(X)
€ Z[X], existen polinomios P, y P, irreducibles en Z[X] con 0Py = 0P, = 0H
tal que H(X) = P (X) + Py(X).

Demostracion. Sea H(X) = an X" +a,_1 X" 14 -+a1 X +ag, construyamos
PiX)=b, X"+ a, 1 X" 14+ 401 X +bygy Po(X) =cn X"+ X1+
-+ ++c1 X 4+ ¢ que verifiquen el teorema. Tomemos b, y ¢, € Z con a, = b, +c¢y,
y dos primos impares p, q tales que p{ by, p{ ao, ¢1 ¢n y q 1 ag. Por el algoritmo
de Euclides existen enteros k, m tales que kp + mq = 1 tomemos b; = a;kp y
¢ = a;mq para 1 <4 < n — 1. En consecuencia b; +¢; = a;, p | bi y ¢ | ¢
por el lema 2.1 existen enteros r,s tales que rp +s¢g =1y pftr, g1 s, sea



Lecturas Matemdticas, vol. 34 (2) (2013), pags. 187-203 197

bo = aogrp y co = apsq, luego ag = by + co y ademds p | by, ¢ | co, p* 1 bo ¥
q? 1 co. En conclusién P; y p satisfacen las hipétesis del teorema 2.2, luego P; es

irreducible, similarmente se concluye que P; es irreducible y por construccién
tenemos H(X) = P(X) + P(X). ™

La anterior demostracién no sélo prueba la existencia de una descomposicion
de H, si no que ademds muestra un algoritmo para encontrar tal descomposi-
cién, la cual claramente no es unica.

Ejemplo 4.1. Sea H(X) = 2011X2910 4 2010X2099 4 ... 4 (i + 1) X* +---+1 €
Z[X).
Pr(X) =11X2"19 42010 x 25X20% 4. 4 (i +1) x 25X +--- — 11 x 5
Po(X) = 2000X201 — 2010 x 24X20%9 — ... — (4 4+1) x 24X* — .- +22 x 3.

Luego H = P, + P», donde Pj, Ps son irreducibles en Z[X] (teorema 2.2, p =5
y ¢ = 3 respectivamente ). Otra descomposicién de H es:

P{(X) =2001X21% 12010 x 22X 209 ... 4 (i 4+ 1) x 22X " 4 -+~ 422
Py(X) = 10X — 2010 x 21X2%% — ... — (i 4 1) x 21 X" —--. — 21.

Luego H = P{+ P;, donde P/, Pj son irreducibles en Z[X] (teorema 2.2, p = 11
y g = 7 respectivamente ).

Con un poco més de cuidado es posible generalizar el anterior teorema cuan-
do sustituimos Z por ciertos dominios de integridad.

Teorema 4.2. Sea R un dominio de integridad para el cual existen dos ideales
maximales distintos p y q que satisfacen

LpCp’yaca’
2. R/p y R/q tienen al menos dos elementos (N(p) > 2 y N(p) > 2).

Entonces para todo polinomio H(X) € R(X) no constante, H(X) = P;(X) +
Py(X), donde Py y P son irreducibles en R[X]| y 0P, = 0P, = 0H.
Demostracion. Tomemos H(X) = ap X" +a, 1 X" 1+ +a1 X +ap € R[X]
no constante (a, # 0). Si 0H =1y H no es unitario
H(X) :a1X+a0 = (a1 — 1)X—|—1+X—|—(a0—1)

Py Py

como Py y P» son lineales, son irreducibles en R[X]. Ahora si 0H =1y H es
unitario escojamos un r € R, r # 0 y r # —1; esto es posible ya que de no
ser asi R = 7Z,/27 el cual es un cuerpo y no tendria ideales maximales no nulos
contradiciendo la hipotesis.

HX)=X+4+ao=0X+1)+(1-r)X —1+ao
———

Py Ps
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como P; y P, son lineales, son irreducibles en R[X]. Finalmente si 0H > 2, el
objetivo es construir los polinomios Py (X) = Y"1 b X'y P(X) =", ¢;X°
que cumplan las hipétesis de la proposicién 2.2(para p y q respectivamente) y
ademas P2(X) = H(X) — Py(X). Tomemos p € p —p? y q € q — g2, luego se
debe tener que:

1., =0 (méd p); c; =a;, —b; =0 (méd q) Vi=1,2...,n—1,

2. b = p (méd p?); co = ap — bo = ¢ (méd ¢?),

3. by # 0,a, (mdd p); b, # 0,a, (mdéd q). Esta eleccién de b, es posible
va que R/p y R/q tienen mdas de dos elementos.

Para resolver (1) apliquemos ¢l teorema chino de los residuos(T.C.R) 2.1
a (1) ya que los ideales p y g son maximales (en particular comaximales) de
igual manera resolvemos (2) ya p? y g2 son comaximales. La solucién de los
anteriores tres sistemas garantizan la existencia de Py, P, satisfaciendo las tres
primeras condiciones del criterio de Eisentein 2.2. Para verificar la condicién
(4) del criterio de Eisenstein, sea (ba, ..., b,) parte de la solucién de (1) y (3)
y consideremos el sistema

bp=p (méd p2),
ap —bp =q (mdd q2),
bp=1 (méd by,).

como by, no esta en 2 ni en p? (es solucién de (3)) q2 , p? y (by,) son comaximales.
Aplicando el T.C.R encontramos by.

Para encontrar b; consideramos el sistema

by =0 (méd p),
ap—b1 =0 (méd q),

ap—b1 =1 (méd a, — by).

como p,q vy (an,b,) son comaximales ya que a,, — b, no estd en p ni en ¢(son
solucién de (3)) aplicando el T.C.R encontramos b;.

Luego (bo, - ..,bn) D (bo,bn) = (1) ya que by — 1 € (by,).

Como ¢; = a; — b; i = 0,1,2...,n. Tomemos (co,...,cn) D (c1,¢n) =
(a1 —b1,a, —bp) = (1) yaque ag — by — 1 € (a,, — by,). Asi tenemos la cuarta
condicién para P y P». Entonces por la proposiciéon 2.2 Py y Ps son irreducibles
y por construccién H(X) = P(X) + Py(X). ™

La anterior demostraciéon no solo garantiza la existencia de una descompo-
sicién para H, sino que ademds proporciona un algoritmo para encontrarla y
deja ver claramente que dicha descomposicién no es tunica.

El siguiente lema muestra que existen bastantes anillos para los cuales se
puede aplicar el teorema anterior .



Lecturas Matemdticas, vol. 34 (2) (2013), pags. 187-203 199

Lema 4.1. Sea R un dominio noetheriano y M un ideal maximal no nulo de
R. Entonces M? C M.

Demostracion. Trivialmente tenemos M? C M, supongamos que M = M?2,
tomemos S = R—M, as{ S™!R es noetheriano (en particular f.g) y ademas local
con ideal maximal S~!M; si vemos a la vez a S~'M como un S~!R—médulo
tenemos que:

STIM(S™*M)g-1p =S5"'M? =5""Mg 1p;

entonces por el lema de Nakayama S~ !Mg-1z = 0 entonces M = 0 asi M? C

M. o

5. Goldbach para el anillo R[Xy,..., X))

Proposicion 5.1. Suponga que R es un dominio que satisface las condiciones
(1) y (2) del teorema 4.2. Entonces el dominio R[X1, ..., Xy] (m > 2) también
satisface las condiciones (1) y (2) del teorema 4.2.

Demostracion. Supongamos que p y q son los ideales maximales de R para
los cuales se satisfacen las condiciones (1) y (2) del teorema anterior, considere-
mos los ideales P[X1,..., X, Q[X1,...,Xm] de R[X4,...,X,,] v el siguiente
isomorfismo

R[X1,..., Xn]/P[X1,..., Xm] = R/p;
entonces P[Xy,...,X,,] es un ideal méximal de R[X1,...,X,] el cual tiene
més de dos elementos (pues R/p tiene més de dos elementos). Para ver (1),
sea p ¢ p — p2 Entonces p ¢ (P[X1,...,Xn])% v asi (P[X1,...,Xn])? C
P[X1,...,X,). Similarmente se verifican las condiciones (1) y (2) para el ideal
Q[X1,...,X\n] de R[Xy,..., X,

Lema 5.1. Sea R un anillo que satisface las condiciones (1) y (2) del teo-
rema 4.2. Entonces todo H € R[X1,...,X] no constante es la suma de dos
polinomios irreducibles.

Demostracion. Veamos a H como un polinomio en la variable X,,, sobre el
anillo R[X1, ..., Xm—1]. Como R satisface las condiciones (1) y (2) entonces el
anillo R[X7, ..., X,,_1] también las satisface gracias a la proposicién 5, luego
por el teorema 4.2 se tiene el resultado.

Teorema 5.1. Sea R un dominio de integridad. Sea m > 2 entonces para
todo H € R[X;,...,X,,] no constante es la suma de dos irreducibles P, y Ps.
Ademas si en H ocurren méds de una variable, en los polinomios Py y P, ocurren
a lo sumo las mismas variables que ocurren en H.

Demostracion. Supongamos que X7, ..., X son las variables que ocurren en
H donde 1 <k <m.Sik=1, He R[X;] luego

HXi))=aX1+a = Xo +H—- X,
NNt

Py Py
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donde claramente P; y Py son irreducibles en R[X7,...X3]. Observemos que
como en H sélo ocurre una variable no debemos garantizar que en P, y P
ocurran las mismas variables que ocurren en H.

Si k > 1 veamos que R[X] satisface las condiciones (1) y (2) del teorema 4.2,
sea M un ideal maximal de R entonces en el anillo (R/M)[X1] existen infinitos
irreducibles no asociados ya que este anillo es factorial. En efecto, suponga
que hay un nimero finito y proceda como en la prueba de la infinitud de los
niimeros primos. Como cada irreducible se puede ver como f(médulo M) donde
f € R[X1], luego los ideales de la forma (M, f(X;)) de R[X;] son maximales.
Considere el siguiente homomorfismo natural ¢ : R[X1] — (R/M)[X1]/(f(X1))
el cual es sobre y tiene niicleo (M, f(X;)). Entonces por el primer teorema de
isomorfia tenemos:

RIX1]/(M, f(X1)) = (R/M)[X4]/(f(X1)),

luego la norma del ideal p = (M, f(X1)) es diferente de dos y se tiene la
condicién (2).

Para ver la condicién (1) note que los elementos de p son exactamente los
elementos de R[X] médulo M que son divisibles por f sobre R/M entonces
todos los elementos de p? son divisibles por f; como f no es divisible por
f? (en R/M[X1]) f ¢ p? y p? € p. Similarmente se demuestra que el ideal
q= (M, g) de R[X;] satisface (1) y (2) donde g es irreducible sobre R/M.
Aplicando el teorema 4.2 al anillo R[X] se obtiene el resultado deseado. &

6. Apéndice

La proposicién 3.1 nos da una férmula f(h) para el nimero de polinomios
irreducibles de grado h en F,[X]. Por otro lado, sabemos que en F,[X] exis-
ten ¢"*! — ¢" polinomios de grado h. Luego, la densidad de los polinomios
irreducibles en F,[X] es

1
G —gh T
Es decir, a medida que aumentamos el grado h es cada vez mas dificil dar con
polinomios irreducibles en F,[X].

Si m = 2, sean N3(h) el nimero de polinomios en F,[X;, X5] de grado h,
I5(H) el nimero de polinomios irreducibles en F,[ X1, X5] de grado h. ARNAUD
BODIN establece el siguiente hecho (véase [6])

Ir(h) _atl

1- 9
Na(h) — q"

lo cual implica ]{,22(&)) — 1, cuando h — oo. Es decir si consideramos polinomios

de grado cada vez mayor es mas probable que estos sean irreducibles. Este
hecho es totalmente contrario a lo que sucede en el caso de una variable y lo
que sucede en el caso de los niimeros enteros pues en este caso sabemos que la
densidad de los niimeros primos en los niimeros enteros es nula.
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Sim > 2. Se puede generalizar el anterior resultado para obtener el siguiente
hecho: Si Ny, (h) es el nimero de polinomios en Fy[X1,. .., X,,] de grado h y

I,,(h) el nimero de polinomios irreducibles en F,[X1, ..., X,,]| de grado h. Se
tiene:
I (h) Np(h=1) ¢"—q 1
1-— ~ N (1). ~ . .
M) ~ NN Y ST

Teorema 6.1. Si H € Fy[X] con 0H = h y N(H) es el numero de parejas P
y P2 de polinomios unitarios irreducibles en F,[X] que satisfacen:

1. 9P, = 0P, = h+1,
2. P # Py,
3. P —P,=0 (méd H),
4. H es libre de cuadrados o h + 1 no es divisible por la caracteristica de
Fy.
Entonces
RICESY

NUH) = G D

+0(g" ),
cuando q¢ — 0.

Demostracion. Sea w(r; H, K') el nimero de polinomios unitarios irreducibles
P de grado r tal que P = K (mdéd H). Entonces

N(H) =) [r(h+ 1 H,K)P* —(h+1), (1)
K

donde K varia en un sistema reducido de residuos médulo H. Sea mx (1, d) el
nimero de polinomios unitarios irreducibles P que satisfacen:

1. 9P = g,
2. P4=K (méd H)

d
y sea D(r, K) = Ed‘r % Noétese que mg (r,1) = w(r; H, K). Sir < 2h,y,

usando la cuarta hipétesis del teorema, se tiene que 7 (r,d) < d para d > 1.
Luego

D(T,K)—W(T;H,K)ST, (2)

para r < 2h. Usando la férmula de Artin [3], se tiene

(x)
re(H)D(r, K) = q" =Y X(K) Z B () (3)

IEste resultado se tiene sin la hipétesis (4) solo cuando H es irreducible.
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donde x recorre todos los cardcteres médulo H y m(x) < h. Los nimeros 5;(x)
para 1l < i < m(x) estdn relacionados con la hipétesis de Riemann para cuerpos
de funciones algebraicas [34], de la cual se sigue que

18:(x)| < hq? (4)
para todo x y 1 <7 < m(x). Usando (2) y (3) se muestra
N(H) =) [D(h+ LK) —4(h+1)+ 0(¢"). (5)

K

Esta ultima férmula no requiere de (4). Después de bastantes cdlculos se llega
a la féormula

, @0
2_DC L = o

Reemplazando (6) en (5) y usando la estimacién trivial de j(h +1) = O(¢"*1),
cuando ¢ — oo, se tiene

N(H) =

+0(q"*). (6)
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