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Legendre y la medicion del meridiano

Legendre and the measure of the meridian
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RESUMEN. Tras la caida del absolutismo mondrquico en Francia con la
Revolucién Francesa en 1789, el mundo cientifico se enfrenté al reto de
la definicién e implantacién de un nuevo sistema de medida extraido
de la naturaleza y de caracter universal. Esta empresa, cuya realizacion
conllevé la medicion del cuadrante del meridiano terrestre, supuso un
momento de extraordinario avance para las diversas ciencias criadas
al calor de la Ilustracién, en particular para las matematicas, en ple-
na época de efervescencia en el desarrollo del cdlculo infinitesimal. En
esta aventura cientifica son numerosos los nombres protagonistas. En
este articulo nos ocuparemos de explicar la aportaciéon del matemético
ADRIEN—MARIE LEGENDRE al problema de la medida del meridiano,
cuyo trabajo de fundamentacién matemética no siempre ha sido justa-
mente reconocido por la historiografia cientifica.

Key words and phrases. Legendre theorem, new science, measurement
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ABSTRACT. After the fall of absolute monarchy in France with the
French Revolution in 1789, the scientific world was faced with the cha-
llenge of defining and implementing a new system of measurement ex-
tracted from nature and universal. The work, whose realization involved
the measurement of the meridian quadrant, was a time of remarkable
progress for the various sciences raised in the Enlightenment, parti-
cularly for mathematics, at the height of success in the development
of calculus. In this scientific adventure there are numerous players na-
mes. In this paper we will explain the contribution of mathematician
ADRIEN-MARIE LEGENDRE to the problem of measuring the meridian,
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whose mathematical foundation work has not always been rightly re-
cognized by the scientific historiography.
2010 AMS Mathematics Subject Classification. Primary: 01A80

1. Introduccion

Las ideas ilustradas de igualdad entre los hombres que sustentaron la Re-
volucién Francesa de 1789 tuvieron, segiin ANTONIO TEN,' dos expresiones
de alcance universal y que hayan perdurado en el tiempo: la Declaracién de
Derechos del Hombre y el Sistema Métrico Decimal.

Desde la antigiiedad, la necesidad de medir obligé al hombre a idear unidades
que le permitieran, por comparacién, calcular las dimensiones cuantificables de
los cuerpos.? Al principio se usaron patrones relacionados con las partes del
cuerpo, como el palmo o el pie, lo que dio paso al uso de diversos instrumentos
como varas de longitud diversa. Todo esto condujo a que en la Francia del siglo
XVIII existiera una extraordinaria variedad de sistemas de medida dependien-
tes de las regiones y que incluso podian variar dentro de una misma regién.
Esta realidad, signo de la antigua realidad pre-revolucionaria, dificultaba las
nuevas necesidades comerciales y atentaba contra los principios fundacionales
de la Revolucién. Se decidié crear un nuevo patrén de medida extraida de la
naturaleza para asegurar su perpetuidad y su extensién universal. Tal unidad
se obtendria de la medida del meridiano terrestre, cuya mediciéon ya habia
suscitado el interés de los cientificos.

La invencién de una nueva medida que, por su cardcter universal, contri-
buya a hacer a todos los hombres iguales, se convirtié en una de las hazanas
cientificas de mayor impacto de la época contemporanea y en motivo de in-
tenso estudio para matemdticos y fisicos, lo que redundé en un significativo
avance en el conocimiento de las diversas ciencias. En este avance ocupa un
lugar destacado nuestro protagonista, ADRIEN-MARIE LEGENDRE. Si bien no
participé activamente en la medida del meridiano, explicaremos en este articulo
cémo estuvo involucrado desde su comienzo en el mismo, alcanzando su papel
mas destacado en los trabajos de fundamentacién matematica de la exactitud
de la medida y por tanto de la definicién de metro.

En la seccidon Legendre y su tiempo haremos un breve repaso por el con-
texto social y cientifico en que vivié y desarrollé su labor LEGENDRE; repaso
completamente insuficiente pero que nos servird para comprender la razoén de
ser en su época de cuanto expliquemos después. En Fl sistema métrico deci-
mal explicaremos cémo la influencia de las ideas revolucionarias en el mundo
cientifico deviene en la orden de establecer un nuevo sistema métrico y cémo

LA. TEN: Medir el metro. La historia de la prolongaciéon del arco de meridiano
Dunkerque-Barcelona, base del Sistema Métrico Decimal, Instituto de Estudios Documenta-
les e Histdricos sobre la Ciencia, CSIC, Valencia, 1996.

2W. KULA: Las medidas y los hombres, México, Siglo XXI, 1980.
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esta empresa exige de la obra cientifica de medida de la longitud del meri-
diano, cuyos entresijos seran explicados en la siguiente seccién, La medicién
del meridiano, donde, ademas, explicaremos el papel de Legendre en el proyec-
to. Finalmente, en El teorema de Legendre en trigonometria esférica veremos
la obra matematica de LEGENDRE en torno a la cuestion del meridiano, en
particular el teorema de Legendre y sus aportaciones en trigonometria esférica,
que sustentan la exactitud de las mediciones.

2. Legendre y su tiempo®

Nacido el 18 de septiembre de 1752 en Paris, pocos son los datos que tenemos
sobre la ascendencia de ADRIEN—MARIE LEGENDRE. Sus estudios en el colegio
Mazarino (nombre popular del Colegio de las Cuatro Naciones) apuntan a
su caracter acomodado. El Cardenal MAZARINO dispuso una pequena fortuna
para que a su muerte, acaecida en 1661, se fundara un colegio destinado a la
formacién de jévenes de las cuatro naciones sometidas a obediencia real francesa
desde el final de la guerra de los Treinta Anos a través de la Paz de Westfalia y
el Tratado de los Pirineos: Artois, Alsacia, Pifierol y Cerdena. El Colegio de las
Cuatro Naciones asi nacido y asociado a la Universidad de la Sorbona de Paris
se convirtié pronto en un centro prestigioso de formacién elitista destacado por
sus estudios cientificos, especialmente mateméaticos®. Y allf fue donde recibi6 su
formacién matematica LEGENDRE de la mano del padre MARIE, el catedrético
de matemaéticas, sucesor de DE LA CAILLE en la cdtedra. Pasaba de esta manera
a formar parte de una estirpe intelectual que aglutinaba al astrénomo BAILLY,
primer alcalde de Paris, el fisico COULOMB o el quimico LAVOISIER.

Eran escasas las tareas remuneradas que un cientifico podia realizar, al me-
nos aquellas que le pudieran dejar tiempo para realizar su investigacién. Por
ejemplo, BEZOUT o LAPLACE fueron examinadores de la Escuela de Artilleria
y Marina. Sin embargo, la posicién adecuada para que un cientifico alcance
influencia es la de miembro de la Academia de Ciencias. Creada en 1666 por
COLBERT, el primer ministro de Luis XIV, bajo el auspicio de la nueva ciencia
marcada por el racionalismo cartesiano, se habia convertido en la institucion
cientifica por excelencia de Francia hasta su disolucién en 1793 por las autorida-
des de la Revolucion. La proliferacién durante todo este periodo de importantes
trabajos de investigacién y tratados cientificos se debe en buena parte a una
exigencia de la Academia para con los cientificos que pretenden acceder a ella.
Bajo esta perspectiva hay que entender la publicacién de un trabajo de balistica
de LEGENDRE en las Mémoires des savants étrangers de la Academia de 1782 o
la publicacién de sus Recherches sur lattraction des sphéroides homogénes en
1783, lo que le valdré su entrada en la Academia ese mismo afio.

3M. E. DE BEAUMONT: Eloge historique de Adrien—Marie Legendre. Mémoires de
I’Académie des Sciences, 32 (1864).

4A. FRANKLIN: Histoire de la Bibliothéque Mazarine et du palais de l'Institut, Welter,
Libraire-Editeur, Parfs, 1901.
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Con la llegada de la Revolucién Francesa en 1789, LEGENDRE es un académi-
co consolidado que dedica su trabajo a la trigonometria esférica, a la geodesia
y a la elaboracion de su tratado de geometria que vendra a comentar los FEle-
mentos de EUCLIDES bajo la perspectiva de la nueva ciencia, los Eléments de
géométrie, cuya primera edicién verd la luz en 1794.

Los primeros anos de la Revolucién no suponen una ruptura en la actividad
de la Academia ni en el trabajo cientifico de LEGENDRE. El verdadero cambio
viene con la supresion de la Academia en 1793. Para LEGENDRE esta supresién
equivale a la eliminacién de su unica fuente de ingresos. Parece que las difi-
cultades econémicas, junto con la antipatia que a LEGENDRE le generaron los
episodios sangrientos protagonizados por la Revolucién, provocé un retiro® en el
que LEGENDRE aproveché para ultimar los Eléments de géométrie. Desde 1795,
con el advenimiento de cierta estabilidad politica y la fundacién del Instituto
Nacional de Ciencias y Artes, una verdadera reinstauracion de la Academia,
comienza también para LEGENDRE un periodo de reflorecimiento cientifico. Es
el momento en que nuestro autor se centrard primero en los trabajos relativos
a la medicién del meridiano y el establecimiento del Sistema Métrico Decimal,
sobre lo que nos ocuparemos después; en el estudio de la teoria de niimeros,
lo que culminara con la publicacién en 1798 de su Essai sur la théorie des
nombres y de su tratado Théorie des nombres de 1830 en los que trabaja en
particular sobre la resolucion del ultimo teorema de Fermat; en estudios as-
tronémicos (Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cométes,
1806) y sobre el postulado euclidiano de las paralelas (Reffléxions sur différen-
tes maniéres de démontrer la théorie des paralléles, 1833) aunque sin llegar a
la formulacion de geometrias no euclideas, lo que alcanzardn posteriormente
GAUSS y BOLYAL

Murié en un estado de plena actividad intelectual el 10 de enero de 1833,
con un reconocimiento creciente por parte de la comunidad cientifica a su obra
intelectual®.

3. El sistema métrico decimal

En los albores mismos de la Revolucién Francesa, mientras los representantes
del tercer estado, la burguesia y el bajo clero juraban fidelidad a los criterios
politicos y sociales ilustrados que sustentan la revolucién en la sala del Jeu
de Paume (Juego de Pelota) de Versalles, los miembros de la Academia de
Ciencias proclaman asimismo su adhesién a la expresién de este nuevo modo de

5C. J. JACOBI, A.—M. LEGENDRE: Correspondence mathématique entre Legendre et
Jacobi, Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, tome 9 (1875), pdgs. 126-142.
Carta de Legendre a Jacobi de 30 de junio de 1832, pag. 141 : “Je me suis marié beaucoup
plus tard que vous et a la suite d’une révolution sanglante qui avait détruit ma petite fortune;
nos avons eu de grands embarras et des moments bien difficiles & passer.”

6M. POISSON: Discours prononcé au funérailles de M. Legendre, Journal fir die reine
und angewandte Mathematik (Crelle’s Journal), 10 (1833), pp. 360-363.
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pensar en el ambito de sus competencias. La Academia de Ciencias, que habia
nacido durante el reinado de Luts XIV, y estuvo inicialmente gobernada por el
pensamiento de cientificos como DESCARTES, PASCAL o FERMAT, encarnaba el
viejo absolutismo monarquico en lo institucional a la vez que las ideas ilustradas
de la nueva ciencia” en lo intelectual. Asi puede entenderse que fuera suspendida
e integrada en el Instituto nacional de ciencias y artes en la época del gobierno
de la Convencién habiendo sido la autora de uno de los mayores hitos cientificos
revolucionarios: la creacién de un Sistema Métrico Decimal.

La instauracién de un nuevo sistema de medidas unificado va de la mano de
los grandes cambios sociales de la revoluciéon porque se enfrenta a la pluralidad
de sistemas de medida dependientes de la region que abundaban en Francia
profundamente ligadas a un sistema monarquico absolutista en extincién. La
unificacion de pesos y medidas responde al surgimiento de sentimientos tales
como la necesaria igualdad entre los seres humanos, la pasién nacionalista y el
deseo de expresar en el exterior las nuevas ideas que se estan forjando. Esta
unificaciéon también respondié al deseo de hacer maés eficiente y equitativa la
recoleccién de impuestos (particularmente los impuestos que se pagaban en
especie). Asimismo se entendia necesario potenciar unas relaciones comerciales
asfixiadas en buena parte debido a la multiplicidad de sistemas de medida. La
nueva clase social naciente, la burguesia, altamente dependiente del comercio,
se encargé en los meses anteriores a la revolucién de expresar de modo muy
explicito esta preocupacién ante el rey a través de los Cahiers de doléances®
(Cuadernos de quejas), documentos en donde el pueblo de las diferentes regiones
podian expresar periddicamente sus inquietudes ante el rey aunque no sélo la
burguesia manifesté este deseo, sino que la inquietud por reformar el sistema
de pesos y medidas antes del estallido de la revolucion fue compartida por
campesinos y siervos.

Como se puede leer en las actas de la Asamblea Constituyente, la Asamblea
Nacional Francesa aprueba el 8 de mayo de 1790 solicitar a la Academia de
Ciencias la definicién de un sistema de medida unificado para toda Francia.
Los académicos quisieron llevar a cabo esta empresa bajo los criterios de que
el sistema métrico sea decimal, ajustdandose de esta forma al sistema de nume-
racién usado en occidente, y que tal unidad de medida de longitud se extraiga
directamente de la naturaleza. El objetivo era buscar una medida universal en
el tiempo y en el conjunto de los seres humanos.

7A. ANTON: Las ciencias de la naturaleza, el derecho y la moral en la ilustracion. La
razén histérica No. 18 (2012), 45-54.

8En los Cahiers de 1788 hay referencias a la unificacién de un sistema métrico como las
siguientes: “Que en todo el reino haya una sola forma de medir, las mismas pesas, las mismas
medidas, ya que tenemos un unico idioma.”
“Tanta diversidad en las costumbres influye sobremanera en los caracteres.”
“Que haya una medida general determinada por su Majestad para todos los territorios de su
reino.”
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La idea de una unidad de medida estable, homogénea y universal no era nue-
va. El matemdtico LA CONDAMINE (1701-1774) ya habia propuesto afios antes
el uso de la toesa de Perti, que estd relacionada con la medicién del meridiano
y mide unos dos metros y, mas tarde, una medida relativa al movimiento del
péndulo segundero. Esta 1ltima medida no respondia a los criterios buscados
de universalidad porque depende de la fuerza local de la gravedad, que varia
segun el punto de la superficie terrestre. Sin embargo, en la primera propues-
ta subyace una idea que estara en el fundamento mismo de la definicién que
dard la Academia para la nueva unidad de longitud respecto de la cual estén
ligadas todas las medidas: la diezmillonésima parte del cuadrante del meridia-
no terrestre. El 26 de marzo de 1791 la Academia adopta esta definicién y
la denominacién helénica de métron, término griego para designar medida, en
francés metre, a propuesta del matematico francés JEAN-CHARLES DE BORDA
(1733-1799).

El nuevo sistema métrico verifica que cualquier medida esté ligada a la uni-
dad base, el metro. Los multiplos se denotan a través de prefijos griegos (deca,
hexa, kilo) y los submiiltiplos a través de prefijos latinos (deci, centi, mili).
Entienden los cientificos que, de esta manera, se simplifican la expresién de las
medidas y los calculos. Pero supone también varias exigencias. La primera de
ellas es adaptar todas las magnitudes al sistema decimal de numeracién. Era
preciso, en particular, adaptar al sistema decimal la medida del tiempo? y de los
angulos, cuya medida méas extendida de medicion sigue el sistema sexagesimal
de numeracién. Respecto de los angulos, Legendre fue firme defensor de que su
medicién fuese trasladada al sistema decimal, como postula en su Tratado de
trigonometria rectilinea y esférica (1849).

La segunda exigencia tiene que ver con la empresa que encarga la Conven-
cién a una comisién de la Academia de Ciencias en el decreto de 1795, que
constituye la oficial adopcién del Sistema Métrico Decimal. Basicamente las
tareas asignadas tienen que ver con la difusion entre las clases populares del
nuevo sistema de medida y el diseno de los instrumentos precisos para la cons-
truccién de modelos para las nuevas unidades. Los miembros nombrados de esta
comisién son ADRIEN-MARIE LEGENDRE, CHARLES-ETIENNE COCQUEBERT
y FRANGOIS GATTEY. Aquf se sitia el segundo compromiso activo de LEGEN-
DRE con el Sistema Métrico: encabeza todo un proceso de instrucciéon popular
y de difusién de las nuevas medidas a través de las administraciones publicas
en contacto con los ciudadanos y de la educacién en las escuelas.!® Decimos

9H. VERA, Decimal Time: Misadventures of a Revolutionary Idea, 1793-2008, KronoS-
cope: Journal for the Study of Time, vol. 9, 2009, pp. 29-48.

10gs parte del trabajo efectuado por el Comité de Instruccién Publica llevado a cabo por
la Convencién. Puede consultarse en las Memorias sobre la Instruccién Publica del mateméti-
co CONDORCET (1743-1794). Véase también: G. WEINBERG: Condorcet y la instruccion
publica, Cuadernos Americanos, ano III, vol. V, n. 17, 1989.
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que es el segundo porque el primero de esos compromisos activos habia sido el
de colaborar en la medicién del cuarto de meridiano.

4. La mediciéon del meridiano

El decreto de la Asamblea Nacional de 1791 por el que se define por primera
vez el metro como unidad de longitud extraido de la medida del cuadrante del
meridiano propone también que esa medida ha de realizarse midiendo la por-
cién de meridiano que va de Dunkerque (Francia) a Barcelona (Espana), que
corresponde al meridiano que pasa por Paris. Ya se han desarrollado técnicas en
la época para medir la latitud de un punto dado de la superficie terrestre, por
lo que es suficiente tener la medida de esta porcién de meridiano para conocer
la longitud del cuadrante . El 30 de mayo del mismo afio, la Academia elige
doce comisarios para efectuar los diversos trabajos implicados en la operacion
de medida. Aqui se encuentran los nombres de los cientificos més relevantes
de la Francia del momento. Para nuestros propésitos es relevante senalar de
entre ellos los nombres de LEGENDRE y MECHAIN. Es claro que el proyecto de
la medicién del meridiano se explica dentro de los pardmetros de pensamiento
de la nueva ciencia de GALILEO y NEWTON, de corte empirista en lo experi-
mental y matemético en su método'!. También se percibe la relacién de este
estudio cientifico con la vida social, rasgo caracteristico de la ciencia europea
del momento, lo que se puede comprobar por el auge de academias cientificas y
revistas de investigacién. Pero, de modo particular, la medicién del meridiano
va a suponer un acontecimiento de gran esplendor para los contenidos mismos
de las ciencias fisicas y matematicas. En efecto, como veremos, sera necesario
el desarrollo de avanzadas técnicas geodésicas y trigonométricas y abundante
estudio técnico que dard como resultado un abultado corpus cientifico derivado
de los trabajos necesarios para hacer efectiva la medicion. LEGENDRE hara,
en este sentido, aportaciones definitivas, como tendremos la oportunidad de
explicar.

De los doce miembros de la comision citados, la Academia elige tres pa-
ra llevar a cabo la medicién efectiva: LEGENDRE, CASSINI y MECHAIN. Por
cuestiones ideoldgicas, CASSINI decide abandonar el proyecto y LEGENDRE pi-
dié permiso para no incorporarse con el fin de dedicarse al estudio de las cues-
tiones trigonométricas y geodésicas que tienen que ver con la medicién. Asi,
la Academia nombré a JEAN BAPTISTE DELAMBRE para que acompanara a
MECHAIN en la expedicién. El primero medird el tramo de Dunkerque a Ro-
dez y el segundo de Rodez a Barcelona. Debido a la configuracion abrupta del
terreno, una medicion longitudinal a base de la yuxtaposiciéon de la unidad de
medida sobre la linea del meridiano se muestra imposible. El método adecuado
a la medida de una gran longitud sobre la superficie terrestre es el método de

HA. ANTON: La nueva ciencia germen de la nueva Europa, en preparacion.
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triangulacién, inventado en el siglo XVII por el mateméatico holandés WILLE-
BRORD SNELL'? (1580-1626). El método de triangulacién permite sustituir la
medicién de la distancia que se desea por la de una distancia accesible junto
con la de diversos angulos escogidos para que sean facilmente medibles. La dis-
tancia deseada resulta de la aplicacién de trigonometria plana sobre los datos
que se tienen. El método se basa en recubrir el segmento cuya longitud se desea
conocer de tridngulos con los criterios habituales del teselado de base triangu-
lar, en particular, que los triangulos adyacentes lo sean entre si por un unico
lado completo. La construccién de un teselado asi parte de la elecciéon de un
segmento cuya medida sea accesible, llamado base principal de la triangulacién,
a partir del cual se construyen los triangulos del teselado, llamados tridngulos
geodésicos. Los triangulos se van construyendo de tal forma que los correspon-
dientes angulos sean accesibles. De esta forma, la triangulacién esta formada
por tridngulos resolubles todos ellos. Finalmente, como la triangulacién recu-
bre el segmento deseado, se puede obtener su medida simplemente proyectando
lados convenientes de los tridngulos que forman el teselado.

La expedicién comienza en 1792' y concluye seis afios después con todas las
mediciones hechas. Ahora es necesario comprobar su exactitud y llevar a cabo
los calculos necesarios para concluir la medida del metro. En aras a la anhelada
universalidad del nuevo sistema de medida, el gobierno del Directorio convoca a
las naciones extranjeras para formar una comisién internacional que concluyera
la labor cientifica. Ocho naciones responden al ofrecimiento. Legendre, que no
participé de las labores de medicién de la porcién de meridiano, se unié ahora
de modo activo a las tareas de la comisién como uno de los representantes
cientificos de Francia, junto con LAPLACE, LAGRANGE, LEFEVRE-GINEAU,
MECHAIN y DELAMBRE.* Por fin en 1799 se hizo piblico en un informe de la
comisién de expertos la definitiva medida de la longitud del metro: un metro
equivale a 1,94909 toesas'®. El 22 de junio de 1799 se present6 a la Asamblea
Francesa el patron de metro elaborado en una aleacién de platino e iridio.

La comisién tuvo que hacer frente a una latente desconfianza debido a las
duras criticas por la aparente imprecisién en la medida del meridiano. Una
de las razones estd en el hecho de que las mediciones bésicas estan hechas
sobre longitudes planas con técnicas también de trigonometria plana, cuando
los triangulos son en realidad tridngulos esféricos. Esta es la dificultad que se
ocupa de resolver LEGENDRE a través de la formulacién de su famoso teorema

12\, SNELL: Villebrordi Snelli doctrine triangulorum canonie libri quatuor, 1627 (pu-
blicado péstumamente).

I3K. ALDER: La medida de todas las cosas. Madrid, Taurus, 2004. D. GUEDJ: El metro
del mundo. Barcelona, Anagrama, 2003.

14T BUGGE: Science in France in the Revolutionary Era. Maurice P. Crosland (ed.).
Cambridge: MIT Press, 1969.

15p. MECHAIN & J.-B. DELAMBRE: Base du Systéeme Métriqgue Décimal, ou Mesure
de I’Arc du Méridien. Paris, Baudouin, Imprimeur de 1 Institut National, Vol I 1806, Vol 11
1807, Vol III 1810.
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sobre trigonometria esférica que tendremos la oportunidad de explicar en la

siguiente seccién'®.

Otra discusion que se planted tiene que ver con la esfericidad de la tierra.
Isaac NEWTON afirmé en los Principia Mathematica Philosophiae Naturalis
(1687) que la tierra debia estar ligeramente achatada en los polos debido a las
fuerzas engendradas por su movimiento de rotacién. Esta teoria estd sustentada
en los resultados sobre variaciones en la gravedad local comprobada en la ex-
pedicion de los matematicos RICHER y CAYENNE a la Guyana Francesa. Estos
datos conducen a considerar la tierra como un elipsoide de revolucién mas que
como una esfera. Aprovechando el teorema de minimos cuadrados de Legendre,
GAUSS publicé en 1799 sus propios resultados en torno a la determinacion del
metro considerando la tierra como una elipse de revolucién y computando su
excentricidad!”. En el fondo, el desarrollo que hace GAUSS se basa en aplicar
el floreciente cédlculo integral para expresar la medida de una cierta porcién
del meridiano como una funcién de las latitudes que determinan esa porcién y
de la excentricidad de la elipse que lo contiene. Finalmente esa funcién puede
aproximarse mediante polinomios de Taylor y generar asi una expresién a la
que poder aplicar el método de minimos cuadrados para obtener de esta ma-
nera una medida de la longitud de la porciéon de meridiano asi como el valor
de la excentricidad®®.

5. El teorema de Legendre en trigonometria esférica

El método de triangulacién empleado por MECHAIN y DELAMBRE para cal-
cular la longitud del cuadrante del meridiano exige de justificar en qué condi-
ciones se puede sustituir la resolucién de un tridngulo esférico por la resolucién
de un tridngulo rectilineo. Este es el propdsito preciso del teorema de Legendre,

16E)] teorema es enunciado y demostrado en los Méthodes analytiques pour la détermi-
nation d’un arc de méridien (1798-1799), de DELAMBRE, obra en la que se explica todo el
proceso seguido por DELAMBRE y MECHAIN para la medicién de la porcién de meridiano
entre Dunkerque y Barcelona y que consta de una primera parte escrita por Legendre con
la explicacién trigonométrica y geodésica que fundamenta la veracidad de las mediciones
hechas. En esta primera parte se demuestra el teorema fundamental que lleva su nombre.
Con anterioridad el teorema habia sido enunciado por LEGENDRE, aunque sin demostra-
cién, en las Mémoires de I’Académie royale des Sciences de 1787, tituladas Mémoires sur les
operations trigonométriques dont les résultats dépendent de la figure de la terre.

17C. F. GAUSS: Allgemeine Geographische Ephemeriden, vol. 4, 1799.

18H. ESTRADA, J.M. RU1Z & J.G. TRIANA: El origen del metro y la confianza en la
matemdtica, Educacién e Historia, vol. 19, n.1, Junio (2011), pags. 89-101.
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enunciado en las Mémoires de I’Académie des Sciences'® de 1787 sin demos-
tracién y demostrado por primera vez en Méthodes analytiques pour la déter-
mination d’un arc de méridien®® de 1799 y en los Eléments de Géométrie*' de
1794.

El teorema dice que si la suma de tres angulos de un triangulo esférico cuyos
lados son muy pequenos respecto del radio se supone que es 180°+¢ (en general
la suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor o igual que dos rectos;
e denota el exceso) y si de cada dngulo se resta E, lo que reducird la suma

de los angulos a 180°, entonces los senos de los dngulos as{ disminuidos seran
proporcionales a los lados opuestos, de tal forma que el tridngulo podra ser
resuelto como si fuese rectilineo.

Devuelve, por tanto, a la trigonometria rectilinea la resolucion de triangulos
esféricos muy poco curvados cuyos lados son muy pequenos comparados con
el radio de la esfera. Mds explicitamente, la resolucién del triangulo esférico
de angulos A, B,C y lados correspondientes a, b, ¢ equivale a la resolucién del
tridgngulo rectilineo de dngulos A, B, C' y lados a, b, ¢?2.

Pongamos que tenemos una esfera de radio r y en ella un tridngulo esférico de
angulos A, B,C' y lados correspondientes a, b, ¢ verificando las condiciones del
teorema de Legendre. Se puede formular un teorema del seno para triangulos
esféricos andlogo al teorema del seno de la trigonometria plana, que asegura,

para el caso r =1,
sena senb sen c

senA  senB senC
Igualmente se puede formular un teorema del coseno para la esfera unidad:

cosa = cosbcosc+ senbsenccos A,

cosb = cosccosa +sencsenacos B,

cosc = cosacosb+senasenbcosC' .

19A.-M. LEGENDRE: Mémoire sur les opérations trigonométriques, dont les résultats
dépendent de la figure de la Terre. Histoire de I’Académie royale de sciences, Paris, 1787, pp.
352-383.

20J -B. DELAMBRE & A.-M. LEGENDRE: Méthodes analytiques pour la détermination
d’un arc de méridien, Paris, 1799, pags. 2-3.

21A —M. LEGENDRE: Eléments de Géometrie : avec des notes, Paris, douziéme édition
1823, pp. 424-428.

22] _B. DELAMBRE & A.-M. LEGENDRE: Méthodes analytiques pour la détermina-
tion d’un arc de méridien, Paris, 1799, pags. 2-3: “...pour calculer les différents cotés de la
chaine des triangles de projection, on pourra faire usage du théoréme énoncé dans les Mémoi-
res de I’Académie pour ’année 1787 et dont nous donnerons la démonstration ci-aprés; en
conséquence, si, dans le triangle proposé, la somme des angles est 180° +w, on retranchera 3

de chacun des angles, afin que la somme des angles restans soit de 180°. Cette soustraction
faite, on procédera comme si le triangle proposé étoit rectiligne, c’est-a-dire qu’on fera la
proposition: Le sinus de I’angle opposé au c6té connu est a ce c6té comme le sinus d’un autre
angle est au c6té opposé.”
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En nuestro caso, del teorema del coseno tenemos

a b c
COS — COS — COS —
cos A = r r r

c
sen —sen —
r r

Como sabemos que los lados son muy pequenos respecto del radio, podemos
aproximar por los correspondientes polinomios de Taylor truncados en orden 4
y obtenemos:

Z_q 22 n 2 b
cos—=1—-—+—"——, z=ua,b,c
r 2r2 2.3 -4r47 A
z oz 23
sen — = — z=b,c.

r o or  2-3r3’
Sustituyendo estas expresiones en la igualdad anterior, despreciando los térmi-
nos de orden mayor que 4 y reduciendo, tenemos
b2 +c? —a? n a* 4+ b* + ¢* — 2a%b? — 2a2c? — 20%c?
2bc 24ber?

Sean A’, B', C' los dngulos del tridngulo rectilineo de lados a, b, c. Del teorema
del coseno tenemos que

cos A =

b2+ 2 — g2
2bc
Y de la expresién sen? A’ = 1 — cos® A’ obtenemos

4% sen? A = 2426 + 2% + 2022 —a? — b? — 2.

cos A’ =

Luego
bc
cos A =cos A'— sen® A
67
Pongamos que A = A’ + x. Tomando el polinomio de Taylor para la funcién
coseno con centro en A y despreciando los términos no lineales en = tenemos

be
cosA = cos A’ — xsen A’, lo que significa que = = ﬁsenA’. Ahora, o =
r

1
§bc sen A’ es el drea del tridngulo rectilineo y, por consiguiente,

a
RIZE

Por consiguiente x es independiente de la eleccién del vértice. Si llamamos

@
€= 3 tenemos que A’ = %, B = g, C = % Esta prueba concluye el

teorema anunciado por LEGENDRE?® para

(0%
€= —F.
7‘2

23Hemos seguido con precisién la notacién y la prueba que da LEGENDRE en: A.-M.
LEGENDRE: Eléments de Géométrie: avec des mnotes, Parfs, douzieme édition 1823, pégs.
424-28.
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De esta manera observamos que la diferencia entre los angulos de los triangulos
esférico y rectilineo decrece en razén del cuadrado de la razén entre los lados
del tridngulo (esférico o rectilineo) y el radio de la esfera.

La prueba de LEGENDRE pone de manifiesto dos caracteristicas fundamen-
tales de la ciencia ilustrada. Por una parte la reduccién de un problema fisico
a sus dimensiones cuantificables y por tanto tratables matematicamente?*. Por
otra parte el uso de las técnicas del nuevo célculo infinitesimal, puesto de mani-
fiesto en este caso en el manejo del andlisis integral y de desarrollos de Taylor,
en auge desde que fue introducido paralelamente por NEWTON y LEIBNIZ en el
siglo XVII. Como hemos visto en la prueba de LEGENDRE, se han despreciado
los elementos de orden mayor que 4 en a, b, c, de modo que en general lo que
ocurre es

A/:A_§+(4)7

donde (4) denota los términos en a,b, ¢ de orden mayor que 4. El matematico
alemén KARL BUZENGEIGER (1771-1835) expandié la férmula de Legendre®®
en 1818:

A=A-S— S (22a2+ 12+ )+ (6)

Posteriormente, en 1880, el alemén FRIEDRICH HELMERT (1843-1917) vuel-
ve a expandir la férmula de BUZENGEIGER?® asi:

A’:A—g—%(—2a2+b2+c2)
€

- 90720(—38a4 +190* +19¢* + a®b? — 2b%2° + a®c?) + (8).
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