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Resumen. En este art́ıculo se estudia a fondo la demostración del teo-

rema de Malgrange-Ehrenpreis que publicó P. Wagner en [18] y se

calculan expĺıcitamente las soluciones fundamentales de tres operadores

diferenciales lineales con coeficientes constantes: el operador de Cauchy-

Riemann, el de Laplace y el operador de onda. Además se analiza el

problema para los operadores de convolución con núcleo de soporte fini-

to y se explica cómo se puede generalizar la demostración anterior para

analizar la existencia de soluciones fundamentales para operadores de

convolución concentrados en un conjunto enumerable acotado.
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Abstract. In this article we make a thorough study of the proof of the

Malgrange-Ehrenpreis theorem published by P. Wagner in [18] and we

calculate explicitly the fundamental solutions of three linear differential

operators with constant coefficients: Cauchy-Riemann’s, Laplace’s and

the wave operator. We also study the problem for convolution operators

with finite support kernel and explain how to generalize Wagner’s proof

in order to analyze the existence of fundamental solutions of convolution

operators with bounded countable support.
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1. Introducción

El concepto de solución fundamental de una ecuación diferencial fue formán-
dose y aclarándose gradualmente durante los siglos XIX y XX, apareciendo
especialmente en los casos de la ecuación de onda, de la ecuación de Laplace
y de la ecuación del calor. Pero solamente hacia 1950, dentro del marco de
la teoŕıa de las distribuciones de L. Schwartz [15] (ver también [16]), dicho
concepto pudo definirse de una manera general y aplicarse a la solución de
ecuaciones diferenciales parciales lineales con coeficientes constantes.

La primera demostración de la existencia de una solución fundamental para
cualquier operador diferencial parcial lineal con coeficientes constantes P (∂) 6≡
0 fue dada independientemente en 1954 y 1955 por L. Ehrenpreis y B. Mal-
grange; estas demostraciones están basadas en el teorema de Hahn-Banach.
Ya en 1956, F. Trèves dio una prueba “constructiva” en el sentido de que
la solución fundamental se expresa por medio de una fórmula (se trata de la
llamada “escalera de Hörmander”, ver p. ej. [2], Cap. II, Secc. 3.3); aqúı se usa
partición de la unidad.

En 1994, N. Ortner y P. Wagner [9] dieron una demostración muy corta
de la existencia de una solución fundamental en la forma de una integral de
contorno sobre el toro unidimesional T1(ver también [11] y [17], donde se en-
cuentran recuentos históricos sobre diversas demostraciones del teorema; en [1]
se hace una explicación detallada de la demostración de [9]).

Recientemente, P. Wagner [18] dio una simplificación de esta prueba, me-
diante la construcción de una solución fundamental en la forma de una suma
sobre m + 1 distribuciones, donde m es el orden del operador diferencial. En
este mismo trabajo, Wagner generaliza la prueba para obtener la construcción
de una solución fundamental de cualquier operador diferencial lineal con dife-
rencias y con coeficientes constantes. Estos son los operadores de convolución
cuyo núcleo tiene soporte finito.

Para esta última clase de operadores, la primera demostración de la exis-
tencia de soluciones fundamentales, utilizando el teorema de Hahn-Banach, se
debe a Ehrenpreis (1954) y a Malgrange (1955–56). La demostración me-
diante la construcción de una escalera de Hörmander, se encuentra expuesta en
[8]. La prueba de Wagner es probablemente la primera que se da utilizando
una fórmula expĺıcita.

2. Preliminares

2.1. Definiciones Básicas y Notaciones. Se denota por C∞(Rn) al espa-
cio de funciones de Rn en C que son diferenciables infinitas veces. Al soporte
de toda función ϕ de Rn en C se le denota supp (ϕ) = {x ∈ Rn |ϕ(x) 6= 0}.

Un multíındice es una n-tupla ordenada α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn.
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Sean x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn un vector y α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈
Nn dos multíındices. Entonces definimos

xα := xα1
1 · · ·xαnn .

α! := α1! · · ·αn!.
|α| := α1 + · · ·+ αn; este número se llama el orden de α.
Decimos que β ≤ α si βj ≤ αj para todo j = 1, . . . , n.
Si β ≤ α entonces

(
α
β

)
:=
(
α1

β1

)
· · ·
(
αn
βn

)
.

Ahora, para i = 1, . . . , n, notemos por ∂i al operador diferencial
∂

∂xi
sobre

Rn. Si ∂ = (∂1, . . . , ∂n) y α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn es un multíındice, entonces

∂α := ∂α1
1 · · · ∂αnn .

La derivada parcial de orden m ∈ N más general se escribe ∂α donde
|α| = m.
El operador diferencial parcial lineal con coeficientes constantes de orden
m más general se escribe P (∂) =

∑
|α|≤m

cα∂
α con cα ∈ C.

Llamaremos Pk(∂) :=
∑
|α|=k

cα∂
α a la componente homogénea de P de

orden k.
Si P (∂) es un operador diferencial parcial con coeficientes constantes
de orden m, la parte principal de P es Pm(∂), es decir, la componente
homogénea de orden m.

2.2. Distribuciones en Rn.

Definición del espacio de las distribuciones. Sea

D = {ϕ ∈ C∞(Rn)| existe K ⊂ Rn compacto tal que ϕ ≡ 0 en Rn \K} .

Entonces D es un espacio vectorial sobre C, definiéndose la suma de funciones
y la multiplicación por un escalar de la manera usual. Mas aún, D es un álgebra
con la multiplicación ordinaria de funciones ya que para ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(Rn) se
tiene que

supp (ϕ1ϕ2) ⊂ (suppϕ1) ∩ (suppϕ2).

También, si ψ ∈ C∞(Rn) es cualquier función, entonces para todo ϕ ∈ D,
ψϕ ∈ D puesto que

supp (ψϕ) ⊂ (suppψ) ∩ (suppϕ) .

Diremos que una sucesión {ϕk}k∈N ⊂ D converge a ϕ ∈ D cuando k → ∞
si:

Existe un compacto K ⊂ Rn tal que para todo k ∈ N, supp (ϕk) ⊂ K.
Para todo m ∈ N y para todo α multíındice con |α| = m, la sucesión
{∂αϕk}k∈N converge uniformemente a ∂αϕ.
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Definición 2.1. Una distribución T sobre Rn es un funcional lineal y secuen-
cialmente continuo sobre el espacio vectorial D, es decir, T : D → C es tal
que

∀ϕ1, ϕ2 ∈ D, T (ϕ1 + ϕ2) = T (ϕ1) + T (ϕ2),
∀λ ∈ C y ∀ϕ ∈ D, T (λϕ) = λT (ϕ), y
si {ϕk}k∈N ⊂ D converge a ϕ ∈ D entonces {T (ϕk)}k∈N converge a T (ϕ)
en C.

Las distribuciones forman un espacio vectorial con las operaciones de suma y
multiplicación por escalar definidas puntualmente. Este espacio se denota por
D′.

A veces utilizaremos la notación 〈T, ϕ〉 en lugar de T (ϕ) para T ∈ D′ y
ϕ ∈ D.

Ejemplo 2.2.

Si f es una función localmente integrable, entonces f define una distri-
bución Tf : D → C por medio de 〈Tf , ϕ〉 :=

∫
Rn
fϕdx para todo ϕ ∈ D.

Por comodidad, a veces escribiremos 〈f, ϕ〉 en lugar de 〈Tf , ϕ〉.
La distribución δ de Dirac. Para x0 ∈ Rn, definimos la distribución δx0

por medio de

〈δx0
, ϕ〉 := ϕ(x0)

para todo ϕ ∈ D. δ0 se denota simplemente por δ.

Se dice que una sucesión {Tk}k∈N ⊂ D′ converge a una distribución T ∈ D′
cuando k → ∞ si para toda función ϕ ∈ D, la sucesión de números complejos
{〈Tk, ϕ〉}k∈N converge al complejo 〈T, ϕ〉.

El soporte de una distribución. Decimos que una distribución T ∈ D′ es
igual a cero en un abierto Ω ⊂ Rn si para toda función ϕ ∈ D que tenga soporte
contenido en Ω se tiene que 〈T, ϕ〉 = 0.

Si una distribución T ∈ D′ es igual a cero en cada elemento de una familia
de abiertos (Ωi)i∈I entonces T es igual a cero en Ω :=

⋃
i∈I

Ωi (véase [15], págs.

26–28). Tenemos entonces la siguiente definición.

Definición 2.3. Sea T ∈ D′ una distribución sobre Rn. Se llama soporte de T al
complemento del mayor abierto de Rn donde T es igual a cero y lo denotaremos
por supp (T ).

Tenemos entonces que x ∈ supp (T ) si y sólo si T no es igual a cero en la
vecindad de x.

Proposición 2.4. Sean T ∈ D′ y ϕ ∈ D tales que supp (T ) ∩ supp (ϕ) = φ.
Entonces 〈T, ϕ〉 = 0.

Demostración. Sea K = supp (ϕ) compacto y para todo y ∈ K sea Uy vecindad
abierta de y tal que T es igual a cero en Uy. Sea además hy ∈ D tal que
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supp (hy) ⊂ Uy, hy(y) = 1 y 0 ≤ hy ≤ 1. Pongamos, para todo y ∈ K,

Ay = {x ∈ Rn |hy(x) > 0}.

Entonces K ⊂
⋃
y∈K

Ay y como K es compacto, existen y1, . . . , ym ∈ K tales

que K ⊂
m⋃
i=1

Ayi . Para 1 ≤ j ≤ m sea ψj =


ϕhyj

hy1 + · · ·+ hym
si x ∈

m⋃
i=1

Ayi

0 si lo contrario .

Entonces, para todo j = 1, . . . ,m, supp (ψj) ⊂ supp (hyj ) ⊂ Uyj luego 〈T, ψj〉 =

0. Finalmente ϕ =
m∑
i=1

ψj y aśı 〈T, ϕ〉 = 0. �X

Diferenciación de Distribuciones.

Definición 2.5 Sean T ∈ D′ una distribución en Rn y α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
un multíındice. Entonces para cada ϕ ∈ D definimos

〈∂αT, ϕ〉 := (−1)|α| 〈T, ∂αϕ〉 . (1)

Es sencillo probar que la fórmula 1 define una distribución (véase [15], pág.
35).

Observemos que si P (∂) =
∑
|α|≤m

cα∂
α es un operador diferencial parcial

lineal con coeficientes constantes y T ∈ D′ es una distribución, entonces para
toda ϕ ∈ D se tiene:

〈P (∂)T, ϕ〉 =

〈 ∑
|α|≤m

cα∂
αT, ϕ

〉
=
∑
|α|≤m

cα 〈∂αT, ϕ〉

=
∑
|α|≤m

cα(−1)|α| 〈T, ∂αϕ〉 =
∑
|α|≤m

cα 〈T, (−∂)αϕ〉

= 〈T, P (−∂)ϕ〉 .

Multiplicación de distribuciones.

Definiremos el producto entre dos distribuciones únicamente cuando una de
las dos está dada por una función infinitamente diferenciable, es decir, defini-
remos la distribución fT , donde f ∈ C∞(Rn) y T ∈ D′.

Definición 2.6 Sean T ∈ D′ una distribución y f ∈ C∞(Rn). Entonces defi-
nimos la distribución fT por medio de

〈fT, ϕ〉 := 〈T, fϕ〉 para toda ϕ ∈ D. (2)

Es fácil ver que en efecto la fórmula 2 define una distribución (véase [15],
pág. 117).

También se cumple la regla del producto para las derivadas
∂

∂xj
, con 1 ≤

j ≤ n.
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Teorema 2.7. [Regla del producto] Sean T ∈ D′ una distribución, f ∈ C∞(Rn)
y j ∈ {1, . . . , n}. Entonces

∂(fT )

∂xj
=

∂f

∂xj
T + f

∂T

∂xj
.

Distribuciones con soporte compacto.

Se denota por E al espacio de funciones complejas sobre Rn infinitamente
diferenciables con soporte arbitrario, dotado de la topoloǵıa de la convergencia
uniforme sobre compactos de las funciones y de sus derivadas. Esta topoloǵıa
es metrizable y se tiene que una sucesión {ϕk}k∈N ⊂ E converge a 0 ∈ E si para
todo compacto K y para todo α ∈ Nn multíındice,

ĺım
k→∞

(
máx
x∈K
|∂αϕk(x)|

)
= 0 .

Veremos que los funcionales lineales continuos sobre E se pueden identificar con
las distribuciones con soporte compacto .

Sean T ∈ D′ una distribución con soporte compacto K y ϕ ∈ E . Entonces
si ψ ∈ D es tal que ψ ≡ 1 en una vecindad de K tenemos que ψϕ ∈ D y por
lo tanto podemos aplicarle T a ψϕ. Además si ρ ∈ D es tal que ρ ≡ 1 en una
vecindad de K entonces 〈T, ψϕ〉 = 〈T, ρϕ〉. En efecto, (ψ − ρ)ϕ ≡ 0 en una
vecindad de K por lo tanto supp ((ψ − ρ)ϕ) ∩ supp (T ) = φ. Entonces, por la
proposición 2.4,

〈T, ψϕ〉 − 〈T, ρϕ〉 = 〈T, (ψ − ρ)ϕ〉 = 0.

Pongamos entonces, para todo ϕ ∈ E , 〈T, ϕ〉 := 〈T, ψϕ〉, donde ψ es una función
en D tal que ψ ≡ 1 en una vecindad de K.

Veamos que aśı se define un funcional lineal continuo sobre E . La linealidad
viene del hecho de que T es lineal sobre D. Ahora, sean {ϕk}k∈N ⊂ E una
sucesión que converge a 0 ∈ E y ψ ∈ D tal que ψ ≡ 1 en K. Entonces {ψϕk}k∈N
es una sucesión en D que converge a 0 ∈ D. En efecto, para todo k ∈ N,
supp (ψϕk) ⊂ supp (ψ) y para todo α ∈ Nn se tiene que

máx
x∈supp (ψ)

|∂α(ψϕk)| ≤ máx
x∈supp (ψ)

∑
0≤β≤α

(
α

β

) ∣∣∂βψ∂α−βϕk∣∣
≤

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
máx

x∈supp (ψ)

∣∣∂βψ∂α−βϕk∣∣
≤

∑
0≤β≤α

(
α

β

)
máx

x∈supp (ψ)
|∂βψ| máx

x∈supp (ψ)

∣∣∂α−βϕk∣∣ −→ 0.

Por lo tanto, como T define un funcional secuencialmente continuo en D, tene-
mos que, cuando k −→∞,

〈T, ϕk〉 = 〈T, ψϕk〉 −→ 〈T, 0〉 = 0.
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Rećıprocamente, veamos que si L es un funcional lineal continuo sobre E ,
entonces define una distribución con soporte compacto. Para todo ϕ ∈ D ⊂ E ,
definamos

〈T, ϕ〉 := L(ϕ).

Claramente T es una distribución.

Probaremos que T tiene soporte compacto. Supongamos que no. Entonces
existe una sucesión {ϕk}k∈N ⊂ D tal que para todo k ∈ N, supp (ϕk) ⊂ {x ∈
Rn | |x| > k} y 〈T, ϕk〉 ≥ 1. Si |x| ≤ k, tenemos que ϕk ≡ 0 en una vecindad de
x, luego para todo compacto K y para todo α ∈ Nn, ∂αϕk −→ 0 uniformemente
sobre K, es decir, ϕk −→ 0 en E . Como L es secuencialmente continua en E ,
debemos tener que L(ϕk) −→ L(0) = 0, luego es imposible que 〈T, ϕk〉 ≥ 1
para todo k ∈ N.

Finalmente veamos que L y T coinciden en E . Sea {ψk}k∈N ⊂ D una sucesión
tal que para todo k ∈ N, ψk(x) = 1 si |x| < k y ψk(x) = 0 si |x| ≥ 2k. Entonces,
para todo ϕ ∈ E , ψkϕ ∈ D y ψkϕ −→ ϕ en E cuando k −→∞. Por lo tanto,

L(ψkϕ) −→ L(ϕ).

Para k suficientemente grande, supp (T ) ⊂ {x ∈ Rn : |x| ≤ k}, luego 〈T, ϕ〉 =
〈T, ψkϕ〉. Pero 〈T, ψjϕ〉 = L(ψjϕ) para todo j ∈ N, por lo tanto 〈T, ϕ〉 =
L(ψjϕ), ∀j ≥ k y aśı

〈T, ϕ〉 = L(ψjϕ) −→ L(ϕ).

Hemos probado que el espacio de las distribuciones con soporte compacto y
el espacio de los funcionales lineales continuos sobre E están en correspondencia
biuńıvoca. Se introduce entonces la siguiente notación:

Definición 2.8. Llamaremos E ′ al espacio vectorial de distribuciones sobre Rn
con soporte compacto.

Ejemplo 2.9. La distribución δx0
de Dirac es una distribución con soporte

compacto {x0}. Rećıprocamente, si T ∈ E ′ es tal que supp (T ) = {x0} entonces
T es una combinación lineal finita de derivadas de δx0 (véase [13], p.255).

El producto tensorial

Sean ϕ,ψ ∈ D. Definimos el producto tensorial de ϕ y ψ, ϕ⊗ψ : Rnx×Rny −→
C por la fórmula:

ϕ⊗ ψ(x, y) = ϕ(x)ψ(y).

Entonces ϕ⊗ ψ ∈ D(Rn × Rn).

Ahora, el producto tensorial entre distribuciones se define de la siguiente
forma.

Definición 2.10. Sean T, S ∈ D′(Rn). Se define W ∈ D′(Rn × Rn) por medio
de la siguiente fórmula: ∀ϕ ∈ D(Rn × Rn),

〈W,ϕ(x, y)〉 = 〈Tx, 〈Sy, ϕ(x, y)〉〉 .
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A W se le llama producto tensorial de T y S y se denota T ⊗ S := W .

La distribución W aśı definida existe y es única (véase [15], págs. 108–109).
Además,

supp (S ⊗ T ) = supp (S)× supp (T ).

Convolución. Sean S, T ∈ D′(Rn). En los casos en que la expresión tenga
sentido, definimos la convolución de S y T , S ∗ T ∈ D′(Rn) de la siguiente
forma: para todo ϕ ∈ D(Rn),

〈S ∗ T, ϕ〉 := 〈Sx ⊗ Ty, ϕ(x+ y)〉 .

Observemos que aunque ϕ ∈ D(Rn), ϕ(x+ y) no tiene soporte compacto, a
menos que ϕ ≡ 0. Se tiene que

supp (ϕ(x+ y)) = {(x, y) ∈ Rn × Rn |x+ y ∈ supp (ϕ)}

es un subconjunto de R2n paralelo al hiperplano x + y = 0 y es no acotado.
Entonces, para que la convolución tenga sentido, necesitamos que el conjunto
supp (ϕ(x+ y))∩ supp (Sx⊗ Ty) sea acotado ∀ϕ ∈ D. El siguiente teorema nos
da el caso más importante en el que existe la convolución de dos distribuciones.

Teorema 2.11. Si S ∈ E ′ es una distribución con soporte compacto y T ∈ D′
es una distribución arbitraria, entonces la convolución S ∗ T existe.

Demostración. Sean ϕ ∈ D, A = supp (S) compacto y B = supp (T ). Entonces
existe M > 0 tal que ∀x ∈ A, |x| < M . También existe N > 0 tal que
∀x ∈ supp (ϕ), |x| < N , ya que ϕ tiene soporte compacto. Ahora, si (x, y) ∈ R2n

es tal que x ∈ A, y ∈ B y x+ y ∈ supp (ϕ), entonces |x+ y| < N y

|y| = |(x+ y)− x| ≤M +N .

Por lo tanto el conjunto

{(x, y) ∈ Rn × Rn |x ∈ A, y ∈ B, x+ y ∈ supp (ϕ)}

es acotado. �X

Ejenplo 2.12. Sea T ∈ D′ una distribución y x0 ∈ Rn. Vamos a calcular
δx0 ∗ T . Para toda ϕ ∈ D,

〈δx0 ∗ T, ϕ〉 = 〈Ty, 〈δx0(x), ϕ(x+ y)〉〉
= 〈Ty, ϕ(y + x0)〉 .

En particular δ ∗ T = T .

Las siguientes propiedades de la convolución se demuestran aplicando la
distribución mencionada en cada proposición a una función ϕ ∈ D y haciendo
el cálculo expĺıcito de las operaciones correspondientes.
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Proposición 2.13. Si S ∈ E ′, T ∈ D′ y η ∈ Cn entonces

(eηxS) ∗ (eηxT ) = eηx(S ∗ T ) (Aqúı, ηx =

n∑
j=1

ηjxj , para x ∈ Rn).

Proposición 2.14. Sean T ∈ E ′, E ∈ D′ y a ∈ Rn. Entonces

T ∗ τaE = τaT ∗ E.
Aqúı, 〈τaT, ϕ〉 = 〈Tx, ϕ(x+ a)〉, ∀ϕ ∈ D. Ver, más adelante, la definición

que se encuentra después del ejemplo 2.22 y el teorema 2.27.

Proposición 2.15. Sean E ∈ E ′ y T ∈ D′. Entonces para todo multíındice
α ∈ Nn,

∂α(E ∗ T ) = (∂αE) ∗ T = E ∗ (∂αT ).

Distribuciones temperadas.

Sea

S =

{
ϕ ∈ C∞(Rn) | ∀α, β ∈ Nn, sup

x∈Rn
|xα∂βϕ(x)| <∞

}
,

el espacio de funciones complejas sobre Rn infinitamente diferenciables que,
junto con todas sus derivadas, decrecen más rápidamente que cualquier polino-
mio. Este espacio se conoce como el espacio de Schwartz y se considera dotado
de la topoloǵıa metrizable dada de la siguiente manera:

Decimos que una sucesión {ϕk}k∈N ⊂ S converge a 0 ∈ S cuando k −→ ∞
si para todo par de multíındices α, β ∈ Nn,

ĺım
k→∞

(
sup
x∈Rn

|xα∂βϕk(x)|
)

= 0.

Nótese que D ⊂ S y que si ϕk −→ 0 en D entonces también ϕk −→ 0 en S.

Definición 2.16. Una distribución temperada es una distribución que se puede
extender a un funcional lineal continuo sobre S. El espacio de las distribuciones
temperadas, que es el espacio dual de S, se denotará S ′.
D es denso en S, por lo tanto esta extensión está uńıvocamente determinada

(véase [13], pág. 62).

Proposición 2.17. D es secuencialmente denso en S ′ (véase [13] pág. 76.), es
decir, ∀T ∈ S ′, ∃{ϕk}k∈N ⊂ D tal que ∀ψ ∈ S,

ĺım
k→∞

∫
Rn

ϕkψdx = 〈T, ψ〉 .

Igualmente, se tiene que D es secuencialmente denso en D′ (véase [15], Cap.
III, §3, Teorema XV. Véase también la observación después del Teorema XI del
Caṕıtulo VI §4).
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Proposición 2.18. Sean P (∂) =
∑
|α|≤m cα∂

α un operador diferencial parcial

con coeficientes constantes, ζ ∈ Cn y T ∈ D′(Rn). Entonces

P (∂)(eζxT ) = eζx(P (∂ + ζ)T ).

Demostración.

1. Sea ϕ ∈ D(Rn). Entonces:
• para 1 ≤ j ≤ n y αj ∈ N tenemos que ∂

αj
j (eζxϕ) = eζx(ζj + ∂j)

αjϕ,

• para α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn tenemos que ∂α(eζxϕ) = eζx(ζ + ∂)αϕ.
• Por lo tanto, P (∂)(eζxϕ) = eζxP (ζ + ∂)ϕ.

2. Sea T ∈ D′(Rn). Entonces existe una sucesión {ϕk}k≥0 ⊂ D tal que
T = D′ − ĺım

k→∞
ϕk. Por lo tanto, ∀ψ ∈ D(Rn),

〈P (∂)(eζxT ), ψ〉 = 〈T, eζxP (−∂)ψ〉 = ĺım
k→∞

〈ϕk, eζxP (−∂)ψ〉

= ĺım
k→∞

〈P (∂)(eζxϕk), ψ〉 = ĺım
k→∞

〈eζxP (∂ + ζ)ϕk, ψ〉

= ĺım
k→∞

〈ϕk, P (−∂ + ζ)(eζxψ)〉 = 〈T, P (−∂ + ζ)(eζxψ)〉

= 〈eζxP (∂ + ζ)T, ψ〉. �X

La transformada de Fourier.

Definición 2.19. Si f ∈ L1(Rn) la transformada de Fourier de f se define por
medio de

(F f)(ξ) :=

∫
Rn

e−ixξf(x)dx, ξ ∈ Rn.

Para todo ξ ∈ Rn,∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

e−ixξf(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Rn
|f(x)|dx = ‖f‖L1 .

Entonces, sup
ξ∈Rn

| F f(ξ)| ≤ ‖f‖L1 , luego Ff ∈ L∞(Rn).

De hecho, veremos que si ϕ ∈ S, entonces Fϕ ∈ S, pero antes enunciamos
algunas propiedades.

Proposición 2.20. Para toda función ϕ ∈ S, Fϕ ∈ C∞(Rn) y para todo
operador diferencial parcial con coeficientes constantes P (∂) =

∑
|α|≤m

cα∂
α te-

nemos:

1. P (−∂)(Fϕ) = F(P (ix)ϕ(x)).
2. F(P (−i∂)ϕ) = P (ξ)Fϕ.

Teorema 2.21. Si ϕ ∈ S entonces Fϕ ∈ S. Además, si {ϕk}k∈N ⊂ S converge
a 0 ∈ S cuando k −→ ∞ entonces la sucesión {Fϕk}k∈N ⊂ S converge a 0 en
S cuando k −→∞.
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Demostración.

1. Sean α, β ∈ Nn. Entonces

sup
ξ∈Rn

∣∣ξα∂βFϕ∣∣ = sup
ξ∈Rn

∣∣ξαF((ix)βϕ)
∣∣ = sup

ξ∈Rn

∣∣F(∂αxβϕ)
∣∣ ≤ ‖∂α(xβϕ)‖L1

≤ C‖(1 + |x|)n+1∂α(xβϕ)‖L∞ <∞.

Por lo tanto Fϕ ∈ S.
2. Si {ϕk}k∈N ⊂ S converge a 0 en S, entonces por la parte anterior, para

todo ξ ∈ Rn y para todos α, β ∈ Nn∣∣ξα∂βFϕk∣∣ ≤ C‖(1 + |x|)n+1∂α(xβϕk)‖L∞ −→ 0

cuando k −→∞. Por lo tanto Fϕk −→ 0 en S. �X

Ejemplo 2.22. Calcularemos F(e−|x|
2/2).

1. Supongamos n = 1 y sea ϕ(x) = e−x
2/2 ∈ S. Entonces ϕ′(x) = −xe−x2/2,

es decir, ϕ es solución de la ecuación diferencial

ϕ′ + xϕ = 0.

Ahora, si tomamos transformada de Fourier en esta ecuación diferencial
obtenemos, por la proposición 2.20,

F
(
d

dx
ϕ

)
+ F(xϕ) = 0

iξFϕ+ i

(
d

dξ
Fϕ
)

= 0

(Fϕ)′ + ξ(Fϕ) = 0.

Por lo tanto Fϕ es solución de la misma ecuación diferencial, es decir,

Fϕ = cϕ para alguna constante c y se tiene c = Fϕ(0) =
∞∫
−∞

e−x
2/2dx =

√
2π. Entonces

F(e−x
2/2)(ξ) =

√
2πe−ξ

2/2.

2. Ahora supongamos n ≥ 2 y sea ϕ(x) = e−|x|
2/2. Entonces ∀ξ ∈ Rn,

Fϕ(ξ) =

∫
Rn
e−ixξe−|x|

2/2dx =

∫
Rn

n∏
j=1

e−ixjξje−x
2
j/2dx

=

n∏
j=1

∞∫
−∞

e−ixjξje−x
2
j/2dxj =

n∏
j=1

√
2πe−ξ

2
j/2 = (2π)n/2e−|ξ|

2/2.

Ahora definamos algunas funciones que aparecerán más adelante. Sea ϕ :
Rn −→ C una función.
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1. Para cada λ ∈ R, λ 6= 0, definimos la dilatación de ϕ por λ,

σλϕ : Rn −→ C
por medio de σλϕ(x) := ϕ(λx), ∀x ∈ Rn.

2. Para cada h ∈ Rn, definimos la traslación de ϕ por h,

τhϕ : Rn −→ C
por medio de τhϕ(x) := ϕ(x− h), ∀x ∈ Rn.

Es fácil ver que estas operaciones se comportan de la siguiente forma con
respecto a la transformación de Fourier:

Proposición 2.23. Sean ϕ ∈ S, h ∈ Rn y λ ∈ R \ {0}. Entonces:

1. F(τhϕ) = e−ihξFϕ.
2. F(eihxϕ) = τhFϕ.
3. F(σλϕ) = |λ|−nσ 1

λ
Fϕ.

Nótese que ∀ϕ,ψ ∈ S,

〈Fϕ,ψ〉 =

∫
Rn

∫
Rn

e−ixξϕ(x)dx

ψ(ξ)dξ =

∫
Rn

ϕ(x)

∫
Rn

e−ixξψ(ξ)dξ

 dx

=

∫
Rn

ϕ(x)Fψdx = 〈ϕ,Fψ〉 .

La transformada de Fourier F : S −→ S tiene una transformada inversa:

Sea F−1 : S −→ S el operador definido por la fórmula:

F−1ϕ(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eixξϕ(ξ)dξ.

para todo ϕ ∈ S. Se puede ver que F−1 es la transformación inversa de la
transformación de Fourier (véase [13], Cap. II, §2, Teorema 4).

Teorema 2.24. [Fórmula de inversión de Fourier] Para toda función ϕ ∈ S y
para todo x ∈ Rn se tiene

ϕ(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

eixξFϕ(ξ)dξ = F−1Fϕ(x).

Nótese que ∀ϕ,ψ ∈ S, 〈
F−1ϕ,ψ

〉
=
〈
ϕ,F−1ψ

〉
.

Observación 2.25. Para toda función ϕ ∈ S y para todo ξ ∈ Rn,

F−1ϕ(ξ) =
1

(2π)n

∫
Rn

eixξϕ(x)dx =
1

(2π)n
Fϕ(−ξ) =

1

(2π)n
F̌ϕ(ξ).
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Ahora se define la transformada de Fourier de una distribución T ∈ S ′.

Definición 2.26. Sea T ∈ S ′. Entonces definimos la transformada de Fourier,
FT : S −→ C y la transformada inversa de Fourier de T , F−1T : S −→ C por
medio de

〈FT, ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉〈
F−1T, ϕ

〉
=
〈
T,F−1ϕ

〉
para todo ϕ ∈ S. Tenemos que FT y F−1T también son distribuciones tempe-
radas.

Teorema 2.27. Los siguientes operadores de S en S se extienden de manera
única a operadores lineales secuencialmente continuos de S ′ en S ′:

1. τh, para h ∈ Rn
2. σλ, para λ ∈ R \ {0}.

por medio de las fórmulas:

1. 〈τhT, ϕ〉 = 〈T, τ−hϕ〉
2. 〈σλT, ϕ〉 = λ−n

〈
T, σ1/λϕ

〉
∀T ∈ S ′, ∀ϕ ∈ S.

De hecho, por medio de las fórmulas anteriores (con ϕ ∈ D) se extienden
los operadores τh y σλ a D′. Aśı, en el ejemplo 2.12 mostramos que ∀T ∈ D′ y
∀x0 ∈ Rn, δx0 ∗ T = τx0T (véase también la proposición 2.14).

Miremos algunos ejemplos importantes de transformaciones de Fourier de
distribuciones temperadas.

Ejemplo 2.28. Consideremos a la función 1 como distribución temperada, o
sea, para todo ϕ ∈ S,

〈1, ϕ〉 =

∫
Rn

ϕ(x)dx.

Entonces, ∀ϕ ∈ S,

〈F1, ϕ〉 = 〈1,Fϕ〉 =

∫
Rn

Fϕ(ξ)dξ = (2π)nϕ(0) = 〈(2π)nδ0, ϕ〉

Por lo tanto,

F(1) = (2π)nδ.

Ejemplo 2.29. Ahora vamos a calcular F(δ). Sea ϕ ∈ S. Entonces

〈F(δ), ϕ〉 = 〈δ,Fϕ〉 = Fϕ(0) =

∫
Rn

ϕ(x)dx = 〈1, ϕ〉 ,

es decir,

F(δ) = 1 .
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Observación 2.30. Si T ∈ E ′, su transformada de Fourier es una función

(FT )(ξ) =
〈
Tx, e

−ixξ〉 ,
y su transformada de Fourier inversa también es una función

(F−1T )(x) =
1

(2π)n
〈
Tξ, e

ixξ
〉
.

El teorema de Paley-Wiener-Schwartz (véase [5], pág. 181) asegura que estas
funciones se extienden a todo Cn como funciones anaĺıticas.

2.3. Propiedades de la transformada de Fourier. A continuación se
presentan algunas identidades que se demuestran haciendo el cálculo expĺıcito
de la aplicación de la distribución mencionada sobre una función ϕ ∈ S ó ϕ ∈ D.

Proposición 2.31. Sean T ∈ S ′ una distribución temperada, α ∈ Nn un
multíındice y h ∈ Rn. Entonces

1. F((−i∂)αT ) = ξαFT .
2. F−1FT = FF−1T = T .
3. F(τhT ) = e−ihξFT .
4. F(eihxT ) = τhFT .

Proposición 2.32. Sean P (∂) =
∑
|α|≤m cα∂

α un operador diferencial parcial

con coeficientes constantes y S ∈ S ′(Rn). Entonces

P (∂)F−1(S) = F−1ξ (P (iξ)S) .

Teorema 2.33.Sean S ∈ E ′ y T ∈ S ′. Entonces

F(S ∗ T ) = (FT )(FS) .

2.4. La transformada de Laplace. Se define la transformada de Laplace
de las distribuciones con soporte compacto aśı:

Definición 2.34. Sea T ∈ E ′. La transformada de Laplace de T es la función
LT que se define, para todo y ∈ Rn por medio de

(LT )(y) := 〈Tx, exy〉 .

Nótese que (LT )(y) = (FT )(iy) y por lo tanto LT es una función anaĺıtica,
como se observó en 2.30.

Ejenplo 2.35. Si a ∈ Rn tenemos que, para y ∈ Rn,

(Lδa)(y) = 〈δa(x), exy〉 = eay.

2.5. Medidas de Radon. Sea K un compacto en Rn. Se denota por C0(K)
al espacio de las funciones continuas sobre Rn cuyo soporte está contenido en
K. Si dotamos a este espacio de la norma ‖ · ‖K , donde
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‖ϕ‖K = máx
x∈K
|ϕ(x)| ∀ϕ ∈ C0(K) ,

entonces resulta ser un espacio de Banach.

Ahora sea K =
⋃
{C0(K) |K ⊂ Rn, K es compacto}, dotado de la topoloǵıa

localmente convexa más fina tal que todas las inyecciones canónicas

iK : C0(K) −→ K

son continuas.

Una medida de Radon µ sobre Rn es una forma lineal y continua sobre K, y
está caracterizada por la siguiente propiedad:

Para todo compacto K de Rn, existe una constante c tal que para toda
ϕ ∈ C0(K) se tiene

|µ(ϕ)| ≤ c‖ϕ‖K .
Como µ = µ1 + iµ2 = (µ+

1 −µ
−
1 ) + i(µ+

2 −µ
−
2 ), el teorema de representación de

Riesz asegura que existe una medida de Borel dµ sobre Rn, tal que, ∀ϕ ∈ K,

µ(ϕ) =

∫
Rn

ϕ(x)dµ(x).

Si µ es una medida de Radon sobre Rn entonces define una distribución de
la siguiente forma: para toda ϕ ∈ D, ponemos

〈µ, ϕ〉 := µ(ϕ) =

∫
Rn

ϕ(x)dµ(x).

Es claro que este funcional es lineal. Ahora, si {ϕk}k∈N ⊂ D es una sucesión
que converge a ϕ en D, entonces existen un compacto K y una constante c
tales que

|µ(ϕk)− µ(ϕ)| = |µ(ϕk − ϕ)| ≤ c‖ϕk − ϕ‖K −→ 0

cuando k →∞.

Ejemplo 2.36. La distribución δa es una medida de Radon positiva para todo
a ∈ Rn.

Ya que todas las medidas de Radon son distribuciones, se define el soporte
de una medida de Radon de la misma manera que el soporte de una distribu-
ción. Ahora, si una medida de Radon µ tiene soporte compacto, entonces µ se
puede extender a un funcional lineal y continuo sobre el espacio de funciones
complejas continuas sobre Rn con soporte arbitrario. Esta extensión se consigue
de una manera similar a la extensión de distribuciones con soporte compacto,
presentada en la sección 2.2.

Observación 2.37. Si µ es una medida de Radon con soporte compacto en-
tonces podemos hallar su transformada de Laplace. En el siguiente caṕıtulo nos
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será de gran utilidad hallarla. Por lo tanto tenemos:

(Lµ)(x) = 〈µ(η), eηx〉 .

3. El teorema de Malgrange-Ehrenpreis

El teorema de Malgrange-Ehrenpreis afirma que todo operador diferencial
parcial lineal con coeficientes constantes tiene una solución fundamental. Esto
quiere decir que para todo operador diferencial P (∂) =

∑
|α|≤m

cα∂
α existe una

distribución E ∈ D′ tal que P (∂)E = δ.

En la primera parte de este caṕıtulo presentaremos una demostración cons-
tructiva de este teorema. Es decir, mostraremos la fórmula expĺıcita de una
solución E ∈ D′, que fue hallada por P. Wagner y se encuentra en [18].

Más adelante calcularemos soluciones fundamentales de los operadores de
Cauchy-Riemann, de Laplace y de onda, utilizando la fórmula descrita en la
demostración del teorema de Malgrange-Ehrenpreis.

Finalmente, definiremos el concepto de solución fundamental de un núcleo
de convolución. Los operadores de convolución en D′ están dados exactamente
por las distribuciones con soporte compacto. Las distribuciones T ∈ E ′ para
las cuales existe una solución fundamental del correspondiente operador de
convolución, o sea, una distribución E ∈ D′ con T ∗ E = δ, forman una clase
importante de distribuciones y son llamadas distribuciones invertibles (véase [6]
págs. 330–342). En particular las distribuciones con soporte finito tienen esta
propiedad como se mostrará más adelante. Esta prueba también es constructiva
y está hecha en [18].

3.1. El teorema de Malgrange-Ehrenpreis. Para describir la fórmula
de una solución fundamental, empezaremos por considerar un sistema lineal de
ecuaciones. Por lo tanto, antes de demostrar el teorema, probaremos el siguiente
resultado.

Lema 3.1. Si λ0, . . . , λm ∈ C son diferentes dos a dos, entonces la solución
única del sistema lineal de ecuaciones

m∑
j=0

ajλ
k
j =

{
0 si k = 0, . . . ,m− 1

1 si k = m

está dada por aj =
m∏
k=0
k 6=j

1

λj − λk
.

Demostración. Sea Λ la matriz asociada a este sistema lineal. Entonces Λ =(
λkj
)
k,j

es una matriz de Vandermonde. Esta matriz es invertible pues los λj
son diferentes dos a dos. Por lo tanto el sistema tiene una única solución. Sea

p(z) =
m∏
j=0

(z − λj). Entonces las ráıces de p son precisamente los λj , j =
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0, . . . ,m. Ahora tomemos N suficientemente grande, de tal forma que |λj | < N
2

para todo j = 0, . . . ,m. Entonces, por el teorema del residuo de Cauchy, para
0 ≤ k ≤ m se tiene: ∫

|z|=N

zk

p(z)
dz = 2πi

m∑
j=0

λkj
p′(λj)

.

Haciendo tender N a ∞ en el lado izquierdo de la igualdad, obtenemos

m∑
j=0

1

p′(λj)
λkj =

1

2πi
ĺım
N→∞

∫
|z|=N

zk

p(z)
dz =

1

2πi
ĺım
N→∞

2π∫
0

(
Neit

)k
iNeit

m∏
j=0

(Neit − λj)
dt

=
1

2π
ĺım
N→∞

2π∫
0

Nk+1e(k+1)it

m∏
j=0

(Neit − λj)
dt

=
1

2π
ĺım
N→∞

Nk+1

Nm+1

2π∫
0

e(k+1)it

m∏
j=0

(
eit − λj

N

)dt.
Ahora, para 0 ≤ j ≤ m, tenemos que |eit − λj

N | ≥ 1− |λj |N > 1
2 , luego

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣
e(k+1)it

m∏
j=0

(
eit − λj

N

)dt
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

2π∫
0

2m+1dt = 2m+2π.

Se puede entonces aplicar el teorema de la convergencia dominada y se obtiene:
Si k < m,

1

2π
ĺım
N→∞

Nk+1

Nm+1

2π∫
0

e(k+1)it

m∏
j=0

(
eit − λj

N

)dt = 0.

Si k = m,

1

2π
ĺım
N→∞

Nm+1

Nm+1

2π∫
0

e(m+1)it

m∏
j=0

(
eit − λj

N

)dt =
1

2π

2π∫
0

dt = 1.

Entonces tenemos

m∑
j=0

1

p′(λj)
λkj =

{
0 si k = 0, . . . ,m− 1

1 si k = m
,
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luego la única solución del sistema debe ser aj =
1

p′(λj)
y p′(λj) =

m∏
k=0
k 6=j

(λj−λk).

Teorema 3.2. Sea P (ξ) =
∑
|α|≤m

cαξ
α ∈ C[ξ] \ {0} un polinomio de gra-

do m sobre Rn, no idénticamente nulo. Si η ∈ Rn es tal que Pm(η) 6= 0, si

λ0, . . . , λm ∈ R son distintos dos a dos y si aj =
m∏
k=0
k 6=j

(λj − λk)−1, entonces

E =
1

Pm(2η)

m∑
j=0

aje
λjηxF−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

)

es solución fundamental de P (∂).

Demostración.

1. Veamos que la expresión para E tiene sentido. Para λ ∈ R fijo, sea

N = {ξ ∈ Rn |P (iξ + λη) = 0} .

Veamos que N tiene medida de Lebesgue igual a cero: Podemos suponer,
después de un cambio de coordenadas, que Pm(1, 0, . . . , 0) 6= 0. Ahora,
para ξ′ = (ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn−1 fijo, pongamos

Nξ′ = {ξ1 ∈ R|P (i(ξ1, ξ
′) + λη) = 0}.

Entonces N =
⋃

ξ′∈Rn−1

Nξ′ × {ξ′} y por el teorema de Fubini,

∫
N

dξ =

∫
Rn−1

∫
Nξ′

dξ1dξ
′ = 0

pues los Nξ′ son conjuntos finitos ∀ξ′ ∈ Rn−1 ya que son los conjuntos de
ráıces del polinomio P (i(ξ1, ξ

′)+λη) en la variable ξ1. En efecto, no existe
ningún ξ′ ∈ Rn−1 tal que ∀ξ1 ∈ R se tenga P (i(ξ1, ξ

′)+λη) = 0, pues en
este polinomio el coeficiente de ξm1 es precisamente imPm(1, 0, . . . , 0) 6=
0. Entonces N tiene medida de Lebesgue igual a cero, por lo cual

S(ξ) =
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)
∈ L∞(Rn) ⊂ S ′(R).

Entonces tiene sentido tomar la transformada de Fourier inversa de S.
2. Para S ∈ S ′(R) y ζ ∈ Cn,

P (∂)(eζxF−1ξ (S)) = eζxP (∂ + ζ)F−1ξ (S) (debido a 2.18)

= eζxF−1ξ (P (iξ + ζ)S) (debido a 2.32).
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Tomando S =
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)
con λ ∈ R, lo anterior implica que

P (∂)

(
eληxF−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

))
= eληxF−1ξ (P (iξ + λη)).

Ahora, P (iξ + λη) =
∑
|α|≤m

cα(iξ + λη)α =
∑
|α|≤m

cα(−iξ+λη)α = P (−iξ+

λη). Por lo tanto,

F−1ξ (P (iξ + λη)) = F−1ξ (P (−iξ + λη))

= P (−∂ + λη)F−1ξ (1) (debido a 2.32)

= P (−∂ + λη)δ,

y

P (∂)

(
eληxF−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

))
= eληxP (−∂ + λη)δ

= P (−∂ + 2λη)(eληxδ) (debido a 2.18)

= P (−∂ +2λη)δ

=
∑
|α|=m

cα(−∂+ 2λη)αδ+
∑

|α|≤m−1

cα(−∂+2λη)αδ

=
∑
|α|=m

cα(2λη)αδ +

m−1∑
k=0

λkTk

= λmPm(2η)δ +

m−1∑
k=0

λkTk,

donde las Tk ∈ E ′(R) son combinaciones lineales de derivadas de δ. Para
concluir,

P (∂)E = P (∂)

 1

Pm(2η)

m∑
j=0

aje
λjηxF−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

)
=

1

Pm(2η)

m∑
j=0

ajP (∂)

(
eλjηxF−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

))
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=
1

Pm(2η)

m∑
j=0

aj

(
λmj Pm(2η)δ +

m−1∑
k=0

λkjTk

)

= δ

m∑
j=0

ajλ
m
j +

1

Pm(2η)

m−1∑
k=0

Tk

m∑
j=0

ajλ
k
j

= δ (debido al Lema 3.1) �X

3.2. Ejemplos clásicos. Ahora calcularemos las soluciones de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, de Laplace en R2 y del operador de onda usando la fórmula
descrita en 3.2.

Ejemplo 3.3. [El operador de Cauchy-Riemann] Sea P (∂) = ∂1 + i∂2. Ha-
llaremos la solución fundamental de P (∂) que expresa la fórmula del teorema
3.2.

Sea η ∈ R2 \ {0} y pongamos z = x1 + ix2 y γ = η1 + iη2. Entonces para
todo λ ∈ R,

F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

)
= F−1ξ

(
−iξ1 − ξ2 + λ(η1 − iη2)

iξ1 − ξ2 + λ(η1 + iη2)

)
= (−∂1 + i∂2 + λγ)F−1ξ

(
1

iξ1 − ξ2 + λγ

)
(debido a 2.32)

= (−∂1 + i∂2 + λγ)F−1ξ

(
1

i(ξ1 + λη2)− (ξ2 − λη1)

)
= (−∂1 + i∂2 + λγ)ei(−λη2x1+λη1x2)F−1ξ

(
1

iξ1 − ξ2

)
(debido a 2.31(4)).

Sabemos que
1

2πz
es una solución fundamental de P (∂) (véase [1], Caṕıtulo

III), por lo tanto

(∂1 + i∂2)
1

2πz
= δ

(iξ1 − ξ2)F
(

1

2πz

)
= 1

F
(

1

2πz

)
=

1

iξ1 − ξ2
.
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Entonces,

F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

)
= (−∂1 + i∂2 + λγ)

(
eiλ(−η2x1+η1x2)

1

2πz

)
(3)

= eiλ(−η2x1+η1x2) (−(∂1 − iλη2) + i(∂2 + iλη1) + λγ)
1

2πz
(4)

(debido a 2.18)

= eiλ(−x1η2+x2η1)(−∂1 + i∂2)
1

2πz
. (5)

Ahora escojamos λ0, λ1 ∈ R diferentes y pongamos a0 = 1
λ0−λ1

y a1 = 1
λ1−λ0

.

Entonces, la solución fundamental de P (∂) dada por el teorema 3.2 es:

E =
1

2η1 − 2iη2

(
eλ0ηx

λ0 − λ1
eiλ0(−x1η2+x2η1) +

eλ1ηx

λ1 − λ0
eiλ1(−x1η2+x2η1)

)
(−∂1 + i∂2)

1

2πz

=
1

2πγ

(
eλ0γz − eλ1γz

λ0 − λ1

)
1

2
(−∂1 + i∂2)

1

z
.

Sea ϕ ∈ D. Entonces〈
1

2
(−∂1 + i∂2)

1

z
, ϕ

〉
=

1

2

〈
1

z
, (∂1 − i∂2)ϕ

〉
=

1

2

∫∫
R2

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2.

Sea R > 0 tal que supp (ϕ) ⊂ {x ∈ R2 : |x| < R}. Tenemos que∫∫
R2

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2 =

∫∫
|z|<R

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2

= ĺım
ε↘0

∫∫
ε<|z|<R

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2

Ahora, por el teorema de Green,∫∫
ε<|z|<R

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2 = 2

∫∫
ε<|z|<R

ϕ(x1, x2)

z2
dx1dx2−

∫
|z|=ε

ϕ(x1, x2)

z
(idx1 + dx2),
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y se tiene:∫
|z|=ε

ϕ(x1, x2)

z
(idx1 + dx2) = i

∫
|z|=ε

ϕ(x1, x2)

z
dz

= i

2π∫
0

ϕ(ε cos θ, ε sin θ)

εeiθ
ε(−i)e−iθdθ =

2π∫
0

ϕ(ε cos θ, ε sin θ)e−2iθdθ

−→ ϕ(0)

2π∫
0

e−2iθdθ cuando ε→ 0

= 0.

Se deduce que∫∫
R2

(∂1 − i∂2)ϕ(x1, x2)

z
dx1dx2 = 2 p.v.

∫∫
ϕ(x1, x2)

z2
dx1dx2 =

2

〈
p.v.

1

z2
, ϕ

〉
.

Por lo tanto

∂z

(
1

z

)
:=

1

2
(∂1 − i∂2)

(
1

z

)
= −p.v.

1

z2
(como se nota en [9], pág. 6)

y

E =
1

2πγ

(
eλ0γz − eλ1γz

λ0 − λ1

)
p.v.

(
1

z2

)
.

Nótese que
eλ0γz − eλ1γz

z
es una función continua en z = 0 (de hecho, es

anaĺıtica), por lo tanto E es una función localmente integrable.

Si tomamos λ0 = 1 y λ1 = −1 la solución que obtenemos es

E =
1

2πγ
sinh(γz)p.v.

(
1

z2

)
.

Ejemplo 3.4. [El operador de Laplace en R2] Vamos a hallar una solución
fundamental del operador P (∂) = ∂21 + ∂22 utilizando la fórmula hallada en el
teorema 3.2.

Sea η ∈ R2 \ {0} y pongamos z = x1 + ix2, γ = η1 + iη2 y ρ = ξ1 + iξ2.
Entonces para todo λ ∈ R se tiene

P (iξ + λη) = (iξ1 + λη1)2 + (iξ2 + λη2)2

= (iξ1 + λη1 − ξ2 + iλη2)(iξ1 + λη1 + ξ2 − iλη2)

= (iρ+ λγ)(iρ+ λγ).
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Entonces

F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

)
= F−1ξ

(
(−iρ+ λγ)(−iρ+ λγ)

(iρ+ λγ)(iρ+ λγ)

)
(6)

Por otra parte, para toda distribución T ∈ S ′,

(∂1 − i∂2)
(
eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ T

)
= eλ(x1η1+x2η2)(∂1 + λη1 − i(∂2 + λη2))F−1ξ T

(7)

(debido a 2.18)

= eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ ((iξ1 + ξ2 + λ(η1 − iη2))T ) (debido a 2.32) (8)

= eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ ((iρ+ λγ)T ) . (9)

Poniendo T =
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)
=

(−iρ+ λγ)(−iρ+ λγ)

(iρ+ λγ)(iρ+ λγ)
en la expresión anterior y

teniendo en cuenta la ecuación 6, tenemos que:

(∂1 − i∂2)

(
eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

))
=

eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ

(
(−iρ+ λγ)(−iρ+ λγ)

iρ+ λγ

)
.

Ahora,

(−iρ+ λγ)(−iρ+ λγ)

iρ+ λγ
=
−iρ(−iρ+ λγ) + λγ(−iρ+ λγ)

iρ+ λγ

=
−iρ(−iρ+ λγ)− λγ(−iρ+ λγ)

iρ+ λγ
+

2λγ(−iρ+ λγ)

iρ+ λγ

= iρ− λγ + 2λγ
−iρ+ λγ

iρ+ λγ

= (iρ+ λγ)− 2λγ + 2λγ
−iρ+ λγ

iρ+ λγ
,

por lo tanto,

(∂1 − i∂2)

(
eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

))
=

eλ(x1η1+x2η2)F−1ξ (iρ+ λγ)− 2λγeλ(x1η1+x2η2)δ

+ 2λγeλ(x1η1+x2η2)F−1ξ

(
−iρ+ λγ

iρ+ λγ

)
= (∂1 − i∂2)δ − 2λγδ + 2λγeλ(x1η1+x2η2)eiλ(−x1η2+x2η1)(−∂1 + i∂2)

(
1

2πz

)
.

En esta última igualdad, el primer término viene de aplicar la ecuación 9 a la
distribución T = 1 y el tercer sumando es la ecuación 5 del ejemplo 3.3.
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Escojamos ahora λ0, λ1, λ2 ∈ R diferentes dos a dos y pongamos a0 =
1

(λ0 − λ1)(λ0 − λ2)
, a1 =

1

(λ1 − λ0)(λ1 − λ2)
y a2 =

1

(λ2 − λ0)(λ2 − λ1)
co-

mo en el teorema 3.2. Tenemos entonces que

(∂1 − i∂2)E = (∂1 − i∂2)

 1

4|η|2
2∑
j=0

aje
λjηxF−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

)
=

1

4|η|2
2∑
j=0

aj(∂1 − i∂2)

(
eλjηxF−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

))

=
1

4|γ|2
2∑
j=0

aj

(
(∂1− i∂2)δ−2λjγδ+2λjγe

λjηxeiλj(−x1η2+x2η1)(−∂1+ i∂2)

(
1

2πz

))
=

1

4|γ|2
[(a0 + a1+a2)(∂1−i∂2)δ− 2γ(a0λ0+a1λ1+a2λ2)δ]

+
1

4πγ

2∑
j=0

ajλje
λjγz(−∂1 + i∂2)

1

z
.

Los dos primeros términos de la última expresión son cero pues los aj solucionan
el sistema lineal expuesto en el lema 3.1, por lo tanto

(∂1 − i∂2)E =
1

4πγ

2∑
j=0

ajλje
λjzγ(−∂1 + i∂2)

1

z
,

es decir,

∂zE = − 1

4πγ

2∑
j=0

ajλje
λjzγ∂z

1

z
.

Ahora, por el teorema 2.7, para todo λj con j = 0, 1, 2, se tiene que

∂z

(
eλjγz

z

)
= λjγe

λjγz
1

z
+ eλjγz∂z

1

z
,

por lo tanto

−eλjγz∂z
1

z
= (λjγ − ∂z)

(
eλjγz

z

)
.

Entonces

∂zE =
1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j

eλjγz

z
− 1

4πγ

2∑
j=0

ajλj∂z

(
eλjγz

z

)
. (10)

Sabemos que 1
2π ln |z| es solución fundamental simétrica con respecto al origen

del operador de Laplace en R2 (véase [7]), por lo tanto cualquier otra solución
fundamental debe ser de la forma 1

2π ln |z|+g(z) donde g es una función armóni-
ca. Supongamos que g = u + iv, donde u y v son funciones reales armónicas.
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Como P (∂) tiene coeficientes reales, la solución fundamental debe ser real, por
lo tanto v = 0. Además u es la parte real de una función holomorfa. Es de-
cir, existe h función holomorfa tal que 2Re(h) = u. Podemos escribir entonces

u = h + h̄ y aśı g = h + h. Tenemos que E = 1
2π ln |z| + h(z) + h(z), donde h

es una función anaĺıtica. Derivando esta ecuación obtenemos

∂zE =
1

4πz
+ h′(z).

Si igualamos esta expresión a la expresión en la ecuación 10, tenemos que

1

4πz
+ h′(z) =

1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j

eλjγz

z
− 1

4πγ

2∑
j=0

ajλj∂z

(
eλjγz

z

)
.

Si, para j = 0, 1, 2, expandimos la función eλjγz

z en su serie de Laurent
alrededor de 0 obtenemos

eλjγz

z
=

1

z
+ λjγ

∞∑
n=0

(λjγz)
n

(n+ 1)!

y reemplazando en la ecuación anterior obtenemos

h′(z) =
γ

4π

2∑
j=0

ajλ
3
j

∞∑
n=0

(λjγz)
n

(n+ 1)!
− 1

4πγ

2∑
j=0

ajλj∂z

(
1

z
+ λjγ

∞∑
n=0

(λjγz)
n

(n+ 1)!

)

=
γ

4π

2∑
j=0

ajλ
3
j

∞∑
n=0

(λjγz)
n

(n+ 1)!
− 1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j∂z

( ∞∑
n=0

(λjγz)
n

(n+ 1)!

)
,

pues a0λ
2
0 + a1λ

2
1 + a2λ

2
2 = 1 y a0λ0 + a1λ1 + a2λ2 = 0.

Para hallar h integramos con respecto a z y nos queda que

h(z) =
1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j

∞∑
n=0

(
(λjγz)

n

(n+ 1)!

(
λjγz

n+ 1
− 1

))
+ C,

donde la serie converge para todo z. Por lo tanto,

E =
1

2π
ln |z|+ 1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j

∞∑
n=0

(
(λjγz)

n

(n+ 1)!

(
λjγz

n+ 1
− 1

))

+
1

4π

2∑
j=0

ajλ
2
j

∞∑
n=0

(
(λjγz)

n

(n+ 1)!

(
λjγz

n+ 1
− 1

))
+ C.

Ejemplo 3.5. [El operador de Onda] En este ejemplo calcularemos la solución
fundamental del operador de onda usando la fórmula hallada en el teorema 3.2.

Introducimos la siguiente definición:
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Definición 3.6. (véase [6] pág. 112) Un polinomio P ∈ C[ξ1, . . . , ξn] de grado
m es hiperbólico con respecto a η ∈ Rn si Pm(η) 6= 0 y existe τ0 ∈ R tal que
P (ξ + iτη) 6= 0 para todo ξ ∈ Rn y todo τ < τ0.

Tenemos también el siguiente teorema cuya demostración se encuentra en
[6], pág. 113:

Teorema 3.7. Un polinomio homogéneo P ∈ C[ξ1, . . . , ξn] es hiperbólico con
respecto a un vector η ∈ Rn si y sólo si P (η) 6= 0 y para todo ξ ∈ Rn la ecuación

P (ξ + τη) = 0

tiene únicamente ráıces reales.

Por ejemplo, en el caso del operador de onda P (∂) = ∂2t − ∂2x1
− · · · −

∂2xn , el polinomio P es hiperbólico con respecto al vector η = (1, 0, . . . , 0) ∈
Rn+1. A continuación estudiaremos unas soluciones fundamentales para un
operador hiperbólico homogéneo cualquiera, para luego volver al caso especial
de la ecuación de onda.

Notemos antes que, del Teorema 3.7 se sigue que si un polinomio homogéneo
P ∈ C[ξ1, . . . , ξn] es hiperbólico con respecto a η ∈ Rn, entonces P es múltiplo
de un polinomio con coeficientes reales. En efecto, si fijamos ξ ∈ Rn y si m es

el grado de P , el producto de las ráıces de P (ξ + τη) es (−1)m P (ξ)
P (η) que debe

ser un número real.

Sean P (∂) un operador sobre Rt×Rnx homogéneo de grado m y η ∈ Rn+1\{0}
tal que P (∂) es hiperbólico con respecto a η. Sea λ ∈ R \ {0}. Entonces

P (iξ + λη) = P (i(ξ − iλη))

= (i)mP (ξ − iλη) 6= 0 ∀ξ ∈ Rn+1.

Nótese que F = eλη(t,x)F−1ξ (P (iξ+λη)−1) es solución fundamental de P (∂).
En efecto,

P (∂)F = P (∂)
(
eλη(t,x)F−1ξ (P (iξ + λη)−1)

)
= eλη(t,x)P (∂ + λη)F−1ξ (P (iξ + λη)−1) (debido a 2.18)

= eλη(t,x)F−1ξ (1) (debido a 2.32)

= eλη(t,x)δ = δ.

Ahora bien, sea Λ ⊂ Rn+1 el conjunto (eventualmente vaćıo) de los ceros
reales del polinomio P (ξ). Entonces el conjunto {(ξ, λ) ∈ Rn+2|P (iξ+λη) = 0}
es igual a Λ× {0} y si Λ 6= ∅, se tiene que ∀ξ ∈ Rn+1,∀λ ∈ R, dist((ξ, λ),Λ×
{0}) =

√
(dist(ξ,Λ))2 + λ2 ≥ |λ|. Se sigue entonces de [4], Lema 2 (pág. 557),

que existen constantes reales c > 0, µ′ ≥ 0, µ, tales que si λ 6= 0,

|P (iξ + λη)| ≥ c(1 + |ξ|2 + λ2|η|2)−µ|λ|µ
′

(11)
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Veamos ahora que la distribución F es la misma para todo λ > 0 (véase [10];
Proposición 1, pág. 442). En efecto, sea λ > 0; cualquiera que sea ϕ ∈ D, se
tiene:

〈F, φ〉 =
〈
eλη(t,x)F−1ξ ((P (iξ + λη)−1), ϕ

〉
=
〈
P (i(t, x) + λη)−1,F−1ξ (eληξϕ)

〉
=

〈
1

P (iξ + λη)
,F−1ϕ(ξ − iλη)

〉
(debido a (2.23(1))

=

∫
Rn+1

F−1ϕ(ξ − iλη)

P (iξ + λη)
dξ =

∫
...

∫
F−1ϕ(ξ1 − iλη1, ..., ξn+1 − iληn+1)

P (iξ1 + λη1, ..., iξn+1 + ληn+1)
dξ1...dξn+1 (12)

Por el teorema de Paley-Wiener (véase [4], pág. 181) tenemos que F−1ϕ es
una función anaĺıtica sobre Cn+1, tal que para todo N ∈ N existe una constante
CN > 0 con

|F−1ϕ(ζ)| = 1

(2π)n+1
|F ϕ̌(ς)| ≤ CN (1 + |ς|)−NeH(Imς) ∀ς ∈ Cn+1, (13)

donde H(Imς) := sup{(t, x).Imς|(t, x) pertenece a la envolvente conexa cerrada
de supp (ϕ̌)}.

Se tiene que ∀ξ ∈ Rn+1,∀λ > 0, H(Im(ξ − iλη)) ≤ Kλ|η|, donde K es
una constante que solamente depende de ϕ. Se deduce entonces del teorema
integral de Cauchy que si en (12) tomamos para λ dos valores distintos positivos
cualesquiera, los correspondientes valores de las integrales iteradas son iguales.

Mostremos ahora que si λ > 0, entonces suppF ⊂ {(t, x) ∈ Rn+1 | η(t, x) ≥
0}. En efecto, sea (t, x) ∈ Rn+1 tal que η(t, x) < 0. Sea U un abierto de Rn+1

tal que (t, x) ∈ U y ∀(s, y) ∈ U, η(s, y) < 0. Sea ϕ ∈ D tal que supp (ϕ) ⊂ U ;
entonces supp (ϕ̌) ⊂ {(t, x) ∈ Rn+1|η(t, x) > 0} y en este caso se tiene que
∀ξ ∈ Rn+1, H(Im(ξ− iλη)) = H(−λη) = sup{(t, x).(−λη)|(t, x) pertenece a la
envolvente conexa cerrada de supp (ϕ̌)}
≤ sup{−λη(t, x)|η(t, x) > 0} = λ sup{η(s, y)|η(s, y) < 0} = 0.

Se concluye que para todo N ∈ N existe una constante CN > 0 con

|F−1ϕ(ξ − iλη)| ≤ CN (1 + |ξ − iλη|)−N =

CN (1 +
√
|ξ|2 + λ2|η|2)−N ,∀ξ ∈ Rn+1 .
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De esta última desigualdad, de (11) y de (12) se deduce que para constantes
reales convenientes c > 0, µ′ ≥ 0, µ,

| 〈F,ϕ〉 | =

∣∣∣∣∣∣
∫

Rn+1

F−1ϕ(ξ − iλη)

P (iξ + λη)
dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Rn+1

∣∣∣∣F−1ϕ(ξ − iλη)

P (iξ + λη)

∣∣∣∣ dξ ≤
CN
cλµ′

∫
Rn+1

(1 +
√
|ξ|2 + λ2|η|2)−N

(1 + |ξ|2 + λ2|η|2)−µ
dξ ≤

CN
cλµ′

∫
Rn+1

(1 +
√
|ξ|2 + λ2|η|2)2µ−Ndξ ≤

CN
c
.
(1 + λ|η|)µ−N/2

λµ′

∫
Rn+1

(1 + |ξ|)µ−N/2dξ ,

para N > 2(µ+ n+ 1), pues como µ−N/2 < 0, se tiene:

(1 +
√
|ξ|2 + λ2|η|2)µ−N/2 ≤ (1 + λ|η|)µ−N/2 ,

y,

(1 +
√
|ξ|2 + λ2|η|2)µ−N/2 ≤ (1 + |ξ|)µ−N/2 .

Si hacemos tender λ a +∞ obtenemos | 〈F,ϕ〉 | = 0.

Si una solución u ∈ D′ de la ecuación P (∂)u = 0 tiene su soporte contenido
en un semiespacio con borde no caracteŕıstico, es decir, para todo vector ~n 6= 0
normal al borde del semiespacio se tiene Pm(~n) 6= 0, entonces u ≡ 0 (véase
[5] pág. 312, Corolario 8.6.9). Por lo tanto cualquier solución fundamental con
soporte contenido en un semiespacio con borde no caracteŕıstico es única. En el
caso que estamos considerando, el soporte de F está contenido en el semiespacio
con normal al borde igual a η y Pm(η) = P (η) 6= 0. Por lo tanto tenemos que
F = eλη(t,x)F−1ξ (P (iξ + λη)−1) es la única solución fundamental de P (∂) cuyo

soporte está contenido en el semiespacio {(t, x) ∈ Rn+1 | η(t, x) ≥ 0}, para
λ > 0 arbitrario.

Similarmente, F̌ = eλη(t,x)F−1ξ (P (iξ+λη)−1) es la solución fundamental de

P (∂) cuyo soporte está contenido en el semiespacio {(t, x) ∈ Rn+1|η(t, x) ≤ 0},
para λ < 0 arbitrario.



Lecturas Matemáticas, vol. 33(1) (2012), págs. 19–62 47

Por lo tanto, si los coeficientes de P son reales, para λ ∈ R \ {0} tenemos
que

F−1ξ

(
P (iξ + λη)

P (iξ + λη)

)
= P (−∂ + λη)F−1ξ (P (iξ + λη)−1)

=

{
P (−∂ + λη)(e−λη(t,x)F ) si λ > 0

P (−∂ + λη)(e−λη(t,x)F̌ ) si λ < 0

=

{
e−λη(t,x)P (−∂ + 2λη)F si λ > 0

e−λη(t,x)P (−∂ + 2λη)F̌ si λ < 0.

Ahora, si retomamos la fórmula de la solución fundamental de P (∂) del teorema
3.2, obtenemos

E =
1

P (2η)

2∑
j=0

aje
λjη(t,x)F−1ξ

(
P (iξ + λjη)

P (iξ + λjη)

)

=
1

P (2η)

2∑
j=0

ajP (−∂ + 2λjη)

{
F si λj > 0

F̌ si λj < 0.

Sean P (∂) = ∂2t − ∂2x1
− · · · − ∂2xn el operador de onda y η = (1,~0) ∈

Rn+1. Supongamos que escogemos λ0, λ1, λ2 > 0. Entonces, reemplazando en
la ecuación anterior, obtenemos

E =
1

4

(
a0P (−∂+2λ0(1,~0))+a1P (−∂+2λ1(1,~0)) + a2P (−∂ + 2λ2(1,~0))

)
F=

1

4
(a0((−∂t + 2λ0)2−∆x)+a1((−∂t+2λ1)2 −∆x)+

a2((−∂t + 2λ2)2 −∆x))F =
1

4
((a0 + a1 + a2)P (∂)−

4(a0λ0+a1λ1 + a2λ2)∂t + 4(a0λ
2
0+a1λ

2
1+a2λ

2
2)
)
F = F

Similarmente si escogemos λ0, λ1, λ2 < 0, lo que obtenemos es E = F̌ . Ahora
calculemos F para el caso en que la dimensión espacial es 1, es decir, cuando
n = 1. Para esto, sean

g(t, x) =

{
1 si − t < x < t y t > 0

0 de lo contrario

y λ > 0. Entonces para η ∈ R2 \ {(0, 0)} se tiene que
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F(e−λ(η1t+η2x)g(t, x)) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−λ(η1t+η2x)g(t, x)e−i(ξ1t+ξ2x)dtdx

=

∞∫
0

t∫
−t

e−x(λη2+iξ2)e−t(λη1+iξ1)dxdt

=

∞∫
0

e−t(λη2+iξ2) − et(λη2+iξ2)

−(λη2 + iξ2)
e−t(λη1+iξ1)dt

=
−1

λη2 + iξ2

∞∫
0

e−t(λ(η1+η2)+i(ξ1+ξ2)) − e−t(λ(η1−η2)+i(ξ1−ξ2))dt

=
−1

(λη2 + iξ2)(λ(η1 + η2) + i(ξ1 + ξ2))
+

1

(λη2 + iξ2)(λ(η1 − η2) + i(ξ1 − ξ2))

(para λ > 0, η1 + η2 > 0, η1 − η2 > 0)

=
−(λ(η1 − η2) + i(ξ1 − ξ2)) + (λ(η1 + η2) + i(ξ1 + ξ2))

(λη2 + iξ2)(λη1 + iξ1 + λη2 + iξ2)(λη1 + iξ1 − (λη2 + iξ2))

=
2(λη2 + iξ2)

(λη2 + iξ2)((λη1 + iξ1)2 − (λη2 + iξ2)2)

=
2

P (iξ + λη)
.

Por lo tanto, ∀λ > 0 y ∀η ∈ R2\{(0, 0)} con P (η) 6= 0, η1+η2 > 0 y η1−η2 > 0
se tiene que

F−1ξ (P (iξ + λη)−1) =
1

2
e−λ(η1t+η2x)g(t, x).

Luego para η = (1, 0),

E = F =
1

2
g(t, x).

3.3. Núcleos de convolución con soporte finito. Observemos que si E
es solución fundamental de P (∂) =

∑
|α|≤m

cα∂
α, o sea, P (∂)E = δ entonces

P (∂)δ ∗ E = P (∂)(δ ∗ E) = P (∂)E = δ.

Llamemos T := P (∂)δ. Por lo tanto P (∂)E = δ se puede reescribir mediante
la ecuación

T ∗ E = δ,
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donde la distribución T ∈ E ′ tiene soporte igual a {0}. Ahora supongamos
que T ∈ E ′ es una distribución con soporte compacto arbitrario. Se define la
solución fundamental de la siguiente manera:

Definición 3.8 E ∈ D′ es una solución fundamental del operador de convolu-
ción T ∈ E ′ si

T ∗ E = δ.

Digamos que T es una distribución con soporte finito {x1, . . . , xr}, es decir,
T se puede escribir como una combinación lineal finita de las distribuciones δxk
y sus derivadas, para 1 ≤ k ≤ r (como en el ejemplo 2.9). Pongamos entonces

T =

r∑
k=1

Pk(∂)δxk ,

donde Pk(∂) es un operador diferencial parcial con coeficientes constantes, para
todo 1 ≤ k ≤ r. Entonces ∀E ∈ D′,

T ∗ E =

(
r∑

k=1

Pk(∂)δxk

)
∗ E =

r∑
k=1

Pk(∂)(δxk ∗ E) =

r∑
k=1

Pk(∂)τxkE,

o sea, E es solución fundamental del núcleo de convolución T si y sólo si E es
solución fundamental del operador diferencial parcial con diferencias (ó trasla-
ciones)

r∑
k=1

Pk(∂)τxk .

Ahora nos disponemos a probar que todo operador de este tipo posee una so-
lución fundamental. Primero probemos el siguiente resultado de álgebra lineal.

Lema 3.9 Sean f1(t), . . . , fq(t) : R→ R funciones linealmente independientes.
Entonces existen t1, . . . , tq ∈ R, tales que la matriz F = (fi(tj))i,j es invertible.

Demostración. Llamemos ~f(t) al vector cuya i-ésima componente es la función

fi(t). Escojamos t1 ∈ R de tal forma que ~f(t1) 6= ~0, es decir, de tal forma que
el subespacio

V1 =
{
~x ∈ Rq | ~x · ~f(t1) = 0

}
sea de dimensión q − 1. Inductivamente, para 1 ≤ r ≤ q − 1 supongamos que
hemos escogido t1, . . . , tr de tal forma que el subespacio

Vr =
{
~x ∈ Rq | ~x · ~f(tj) = 0 ∀j = 1, . . . , r

}
es de dimensión q−r, y sea ~xr ∈ Vr con ~xr 6= ~0. Entonces existe tr+1 ∈ R tal que

~xr · ~f(tr+1) 6= 0 (de lo contrario, las funciones seŕıan linealmente dependientes).
Ahora sea

Vr+1 =
{
~x ∈ Rq | ~x · ~f(tj) = 0 ∀j = 1, . . . , r + 1

}
.
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Como xr /∈ Vr+1 tenemos que Vr+1 $ Vr, luego dim(Vr+1) = q − r − 1. Hemos
demostrado entonces que existen t1, . . . , tq ∈ R tales que

Vq =
{
~x ∈ Rq | ~x · ~f(tj) = 0 ∀j = 1, . . . , q

}
=
{
~0
}
,

lo que quiere decir que las filas de la matriz F son linealmente independientes.
�X

El siguiente lema nos dice que, si encontramos una medida de Radon con
cierta propiedad, podemos hallar una solución fundamental de una distribución
T ∈ E ′, a partir de ésta. Este no es todav́ıa el resultado que queremos. Des-
pués probaremos que, cuando T tiene soporte finito, podemos construir una
medida de Radon con la propiedad que se necesita para que exista la solución
fundamental de T .

Lema 3.10. Sean T ∈ E ′(R) y µ una medida de Radon sobre Rn con soporte
compacto tal que

Lµ(2x) · Ť = δ .

Entonces la distribución

E =

〈
µ(η), eηxF−1ξ

(
FT (ξ − iη)

FT (ξ − iη)

)〉
es una solución fundamental de T .

Antes de empezar la demostración, veamos qué es 〈E,ϕ〉 para ϕ ∈ D da-
da. Como veremos más adelante, para η ∈ Rn, la expresión que está en el
lado derecho de 〈, 〉 es una distribución, llamémosla Fη. Es decir, para ϕ ∈ D,

〈Fη, ϕ〉 :=

〈
eηxF−1ξ

(
(FT )(ξ − iη)

(FT )(ξ − iη)

)
(x), ϕ(x)

〉
. También veremos que la fun-

ción

f : Rn −→ D′

η 7→ Fη

es continua, por lo tanto 〈Fη, ϕ〉 es una función que depende continuamente de
η. Podemos aplicar entonces la medida µ(η) a la función 〈Fη, ϕ〉 (pues µ tiene
soporte compacto) y aśı tenemos que

〈E,ϕ〉 = 〈〈µ(η), Fη〉 , ϕ〉 = 〈µ(η), 〈Fη, ϕ〉〉 .

Demostración. 1. Veamos que la expresión para E tiene sentido, es decir, que,
para todo η ∈ Rn, existe la transformada inversa de Fourier del cociente, y que
la función f es continua y tiene sentido aplicar la medida µ. En primer lugar, el
teorema de Paley-Wiener-Schwartz nos asegura que la transformada de Fourier
de una distribución con soporte compacto es una función anaĺıtica sobre Cn
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(véase [5], pág. 181). Entonces, para η ∈ Rn fijo, (FT )(ξ − iη) es anaĺıtica en
Rn. Si g(z) es una función anaĺıtica sobre Cn, con g 6≡ 0, entonces

g(z) =
∑
ν

aνz
ν =

∞∑
λ=0

pλ(z), (14)

donde pλ(z) =
∑
|ν|=λ

aνz
ν . Sea λ0 = mı́n{λ ∈ N | pλ 6≡ 0}. Ahora, para cada ~c =

(c2, . . . , cn) ∈ Cn−1, la aplicación σ~c : Cn −→ Cn definida por σ~c(w1, . . . , wn) =
(w1, w2 + c2w1, . . . , wn + cnw1) se llama un corte. Denotemos por Σ al conjun-
to de todos los cortes. Tenemos que Σ es un grupo abeliano de biyecciones
biholomorfas de Cn sobre Cn (véase [3], Cap. III, § 3). Entonces ∀σ ∈ Σ,

g ◦ σ =
∞∑

λ=λ0

(pλ ◦ σ), y para ~c = (c2, . . . , cn) ∈ Cn−1 y λ ∈ N tenemos que

(pλ ◦ σ~c)(w1, 0, . . . , 0) = pλ(w1, c2w1, . . . , cnw1)

=
∑
|ν|=λ

aνw
ν1
1 (c2w1)ν2 · · · (cnw1)νn

=
∑
|ν|=λ

aνc
ν2
2 · · · cνnn wλ1

= p̃λ(c2, . . . , cn)wλ1 ,

donde p̃λ es un polinomio en n−1 variables. Más precisamente, p̃λ(c2, . . . , cn) =∑
|ν|=λ

aνc
ν2
2 · · · cνnn y los aν son los mismos coeficientes de pλ. Ahora, no todos

los coeficientes de p̃λ0
son nulos (de lo contrario pλ0

≡ 0). Por lo tanto existen

c
(0)
2 , . . . , c

(0)
n ∈ C tales que p̃λ0

(
c
(0)
2 , . . . , c

(0)
n

)
6= 0.

Sea σ0 = σ(
c
(0)
2 ,...,c

(0)
n

). Entonces

(g ◦ σ0)(w1, 0, . . . , 0) =

∞∑
λ=λ0

(pλ ◦ σ0)(w1, 0, . . . , 0)

=

∞∑
λ=λ0

p̃λ

(
c
(0)
2 , . . . , c(0)n

)
wλ1 6≡ 0,

pues p̃λ0

(
c
(0)
2 , . . . , c

(0)
n

)
6= 0. Por lo tanto, para cualquier función anaĺıtica

g 6≡ 0 sobre Cn podemos encontrar un corte σ0 tal que (g◦σ0)(w1, 0, . . . , 0) 6≡ 0.

Nótese que pueden tomarse c
(0)
2 , . . . , c

(0)
n números reales. Analicemos el conjunto

Zz′ = {z1 ∈ C | (FT )(z1, z
′) = 0}

definido para cada z′ = (z2, . . . , zn) ∈ Cn−1. Fijemos z′ ∈ Cn−1. Sabemos
que Zz′ = C ó es a lo sumo enumerable ya que, para todo z′ ∈ Cn−1, la fun-
ción (FT )(z1, z

′) es anaĺıtica en C (véase [14], págs. 208–209, Teorema 10.18).
Como se notó anteriormente (con g = FT ), efectuando eventualmente un
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corte σ(
c
(0)
2 ,...,c

(0)
n

), con c
(0)
2 , . . . , c

(0)
n ∈ R, podemos obtener que ∀z′ ∈ Cn−1,

FT (z1, z
′) 6≡ 0 pues (en la ecuación 14), si pλ0(z1, z

′) 6≡ 0, el coeficiente de zλ0
1

en FT (z1, z
′) se hace igual a

a(λ0,0,...,0) = p̃λ0

(
c
(0)
2 , . . . , c(0)n

)
6= 0.

Consideremos ahora el conjunto N = {ξ ∈ Rn | (FT )(ξ − iη) = 0}. Entonces

N =
⋃

ξ′∈Rn−1

Nξ′ × {ξ′}

donde Nξ′ = {ξ1 ∈ R | (FT )((ξ1, ξ
′) − iη) = 0}, para cada ξ′ = (ξ2, . . . , ξn) ∈

Rn−1. Tenemos ya que puede suponerse que ∀z′ ∈ Cn−1, el conjunto Zz′ es a lo
sumo enumerable; por lo tanto cada Nξ′ es a lo sumo enumerable. Esto implica
que ∫

N

dx =

∫
Rn−1

∫
Nξ′

dξ1dξ
′ = 0 .

Entonces S(ξ) =
FT (ξ − iη)

FT (ξ − iη)
∈ L∞(Rn) ⊂ S ′ y tiene sentido tomar la trans-

formada inversa de Fourier. Finalmente, veamos que la función

f : Rn −→ D′

η 7→ eηxF−1ξ

(
F(T (ξ − iη)

F(T (ξ − iη)

)
es continua. Para esto, sea {ηk}k∈N una sucesión en Rn tal que ηk −→ η cuando
k −→∞. Entonces para toda función ϕ ∈ D y ∀k ∈ N tenemos que

〈f(ηk), ϕ〉 =

〈
eηkxF−1ξ

(
(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)

)
, ϕ(x)

〉

=

〈(
(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)

)
,F−1x (eηkxϕ(x))

〉

=

〈(
(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)

)
, (F−1ϕ)(ξ − iηk)

〉
(debido a 2.23(1))

=

∫
Rn

(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)
(F−1ϕ)(ξ − iηk)dξ.

Sea

gk(ξ) =
(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)
(F−1ϕ)(ξ − iηk) .

Entonces, para todo k ∈ N,

|gk(ξ)| = |(F−1ϕ)(ξ − iηk)|,



Lecturas Matemáticas, vol. 33(1) (2012), págs. 19–62 53

y, por el teorema de Paley-Wiener, para todo N ∈ N existe una constante
CN > 0 tal que

|(F−1ϕ)(ξ − iηk)| ≤ CN (1 +
√
|ξ|2 + |ηk|2)−NeH(−ηk) (véase la ecuación 13).

Sean a > 0 y b > 0 tales que la envolvente convexa cerrada de supp (ϕ) está con-
tenida en la bola cerrada de radio a y centro en el origen, y para todo k ∈ N,
|ηk| ≤ b. Entonces

H(−ηk) ≤ sup{−x · ηk|x ∈ B(0, a)}

≤ sup{|x||ηk| |x ∈ B(0, a)}
≤ ab.

Por lo tanto

CN (1 +
√
|ξ|2 + |ηk|2)−NeH(−ηk) ≤ CN (1 + |ξ|)−Neab

y aśı, para todo k ∈ N, y para todo ξ ∈ Rn,

|gk(ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−Neab,

y CN (1 + |ξ|)−Neab ∈ L1(Rn) para N > n+ 1. Entonces, por el teorema de la
convergencia dominada,

ĺım
k→∞

〈f(ηk), ϕ〉 = ĺım
k→∞

∫
Rn

(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)
(F−1ϕ)(ξ − iηk)dξ

=

∫
Rn

ĺım
k→∞

(FT )(ξ − iηk)

(FT )(ξ − iηk)
(F−1ϕ)(ξ − iηk)dξ

=

∫
Rn

(FT )(ξ − iη)

(FT )(ξ − iη)
(F−1ϕ)(ξ − iη)dξ

= 〈f(η), ϕ〉 ,

y aśı f es continua.

2. Ahora probaremos que T ∗ E = δ. Si S ∈ S ′(R) y η ∈ Rn entonces

T ∗ (eηxF−1S) = (eηxe−ηxT ) ∗ (eηxF−1S)

= eηx((e−ηxT ) ∗ (F−1S)) (debido a 2.13)

= eηx(F−1F((e−ηxT ) ∗ (F−1S)))

= eηx(F−1(F(e−ηxT )S)) (debido a 2.33)

= eηx(F−1ξ (FT (ξ − iη)S)) (debido a 2.31(4)).
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Poniendo S =
F(T (ξ − iη)

F(T (ξ − iη)
, tenemos que para toda ϕ ∈ D,

〈T ∗ E,ϕ〉 = 〈Ex, 〈Ty, ϕ(x+ y)〉〉
= 〈µ(η), 〈Fηx , 〈Ty, ϕ(x+ y)〉〉〉
= 〈µ(η), 〈T ∗ Fη, ϕ〉〉

=

〈
µ(η),

〈
T ∗ eηxF−1ξ

(
F(T (ξ − iη)

F(T (ξ − iη)

)
, ϕ

〉〉
=
〈
µ(η),

〈
eηxF−1ξ (F(T (ξ − iη)), ϕ

〉〉
,

por lo tanto T ∗ E =
〈
µ(η), eηxF−1ξ (FT (ξ − iη))

〉
.

Ahora,

(FT )(ξ − iη) =
〈
Tx, e−ix(ξ−iη)

〉
=
〈
Tx, e

−xη+ixξ〉
=
〈
Ťx, e

xη−ixξ
〉

=
〈
exηŤx, e

−ixξ
〉

= F(exηŤ ),

lo que quiere decir que

F−1ξ
(
FT (ξ − iη)

)
= F−1ξ

(
F
(
eηxŤ

))
= eηxŤ .

Podemos concluir entonces que

T ∗ E =
〈
µ(η), e2ηxŤ

〉
= (Lµ)(2x)Ť = δ

y aśı, E es una solución fundamental de T .

A continuación probaremos el resultado principal.

Proposición 3.11. Para toda distribución T ∈ E ′(Rn)\{0} con soporte finito
existe una solución fundamental E ∈ D′(Rn). Más espećıficamente: Sea T =
r∑

k=1

Pk(∂)δxk con xk ∈ Rn diferentes dos a dos y con Pk(ξ) ∈ C[ξ]\{0} de grado

≤ m. Supongamos que x1 = 0 y que el grado de P1 es m. Sean q = r(m+ 1) y
η ∈ Rn tal que los ηxk son diferentes dos a dos y P1,m(2η) 6= 0 (aqúı P1,m es la
parte principal del polinomio P1). Entonces existen λj , aj ∈ R para j = 1, . . . , q,
tales que

E =

q∑
j=1

aj e
λjηxF−1ξ

(
FT (ξ − iλjη)

FT (ξ − iλjη)

)
es una solución fundamental de T .
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Antes de hacer la demostración, veamos que existe dicho η. Para toda pa-
reja i, j ∈ {1, . . . , r} con i 6= j, sea Hi,j = {η ∈ Rn | η(xi − xj) = 0}.
Entonces dim(Hi,j) = n − 1 por lo tanto Hi,j tiene medida 0. Ahora sea
HP1,m

= {η ∈ Rn |P1,m(2η) = 0}. Este conjunto también tiene medida 0 y por

lo tanto la unión

 r⋃
i,j=1
i 6=j

Hi,j

 ∪ HP1,m
también tiene medida 0. Luego existe

η ∈ Rn tal que η 6∈

 r⋃
i,j=1
i6=j

Hi,j

 ∪HP1,m , es decir, existe η ∈ Rn tal que para

i, j ∈ {1, . . . , r} con i 6= j, η(xi − xj) 6= 0 y P1,m(2η) 6= 0.

Demostración. Pk,m denotará la parte homogénea de grado m del polinomio
Pk (que eventualmente puede ser 0), es decir, si Pk(ξ) =

∑
|α|≤m

bk,α ξ
α entonces

Pk,m(ξ) =
∑
|α|=m

bk,α ξ
α.

1. Consideremos el siguiente sistema de q ecuaciones con 2q incógnitas (aj ,
λj para j = 1, . . . , q):

q∑
j=1

aj e
−2λjηxkλij =

0 si k ≥ 2 ó 0 ≤ i < m
1

P1,m(2η)
si k = 1 e i = m

Probaremos que existen λ1, . . . , λq ∈ R tales que el sistema lineal en
aj tiene solución. Para k = 1, . . . , r pongamos ck = −2ηxk. Entonces
los ck son diferentes dos a dos. Sea fi,k(t) = eckt ti para k = 1, . . . , r e
i = 0, . . . ,m. Entonces estas funciones son linealmente independientes.
En efecto, si

f(t) =
∑
k,i

di,ke
ckt ti = 0 ∀t ∈ R

y si suponemos que cr > cr−1 > · · · > c1 entonces

dm,r = ĺım
t→∞

f(t)e−crt t−m = 0 .

Si seguimos este proceso inductivamente, tenemos que

di,k = ĺım
t→∞

f(t)e−ckt t−i = 0

para todo i, k. Demos un orden cualquiera a las funciones fi,k, digamos
que las subindexamos por fr con r = 1, . . . , q. Entonces, por el lema
3.3, existen q valores de t (llamémoslos λ1, . . . , λq) tales que la matriz
(fr(λj))r,j es invertible. Entonces el sistema tiene solución.
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2. Pongamos µ =
q∑
j=1

ajδλjη, con (aj , λj)j=1,...,q solución del sistema de

ecuaciones en 1. Entonces µ es una medida de Radon con soporte finito.
Para todo ϕ ∈ S,〈

Ť , ϕ
〉

=

〈
r∑

k=1

Pk(∂)δxk , ϕ(−x)

〉
=

r∑
k=1

〈
δxk , Pk(−∂)ϕ(−x)

〉
=

r∑
k=1

Pk(−∂x)ϕ(−x) |x=xk=

r∑
k=1

(Pk(∂)ϕ)(−xk)

=

r∑
k=1

〈
δ−xk , Pk(∂)ϕ

〉
=

〈
r∑

k=1

Pk(−∂)δ−xk , ϕ

〉

Por lo tanto Ť =
r∑

k=1

Pk(−∂)δ−xk , y

(Lµ)(2x) · Ť =

 q∑
j=1

ajL(δλjη)(2x)

( r∑
k=1

Pk(−∂)δ−xk

)

=

 q∑
j=1

aj e
λjη2x

( r∑
k=1

Pk(−∂)δ−xk

)

=

q∑
j=1

r∑
k=1

aje
2λjηxPk(−∂)δ−xk .

Ahora,

e2λjηxPk(−∂)δ−xk = Pk(−∂ + 2λjη)(e2λjηxδ−xk) (debido a 2.18)

= Pk(−∂ + 2λjη)(e−2λjηxke2λjη(x+xk)δ−xk)

= Pk(−∂ + 2λjη)(e−2λjηxkδ−xk)

= e−2λjηxkPk(−∂ + 2λjη)δ−xk .

Por lo tanto,

(Lµ)(2x) · Ť =

q∑
j=1

r∑
k=1

aj e
−2λjηxkPk(−∂ + 2λjη)δ−xk .

Por otra parte,

Pk(−∂ + 2λjη) = Pk,m(−∂ + 2λjη) +
∑

|α|≤m−1

bk,α(−∂ + 2λjη)α

= Pk,m(2λjη) +

m−1∑
i=0

Dk,i(∂, η)λij ,
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luego, si reemplazamos esto último en la igualdad anterior, obtenemos

(Lµ)(2x) · Ť =

q∑
j=1

r∑
k=1

aj e
−2λjηxk

m−1∑
i=0

λijDk,i(∂, η)δ−xk+

q∑
j=1

r∑
k=1

aje
−2λjηxkPk,m(2λjη)δ−xk =

r∑
k=1

m−1∑
i=0

Dk,i(∂, η)δ−xk

q∑
j=1

aje
−2λjηxkλij+

r∑
k=1

q∑
j=1

aj e
−2λjηxkλmj Pk,m(2η)δ−xk = P1,m(2η)δ−x1

(
1

P1,m(2η)

)
= δ.

Por el lema anterior, tenemos entonces que

δ = T ∗

〈
µ(ζ), eζxF−1ξ

(
FT (ξ − iζ)

FT (ξ − iζ)

)〉

= T ∗

〈
q∑
j=1

ajδλjη(ζ), eζxF−1ξ

(
FT (ξ − iζ)

FT (ξ − iζ)

)〉

= T ∗
q∑
j=1

aje
λjηxF−1ξ

(
FT (ξ − iλjη)

FT (ξ − iλjη)

)
= T ∗ E

Observación 3.12. Si el soporte de T es {x1, x2, . . . , xr} con x1 6= 0 entonces
el soporte de T (x − x1) := τx1

T es {0, x2 − x1, . . . , xr − x1}. Por lo tanto
podemos hallar la solución fundamental de T (x−x1) mediante el procedimiento
anterior. Si llamamos E a la solución fundamental de T (x − x1) entonces la
solución fundamental de T será E(x − x1). En efecto, debido a la proposición
2.14 tenemos que

T ∗ τx1
E = τx1

T ∗ E = δ.

4. Una clase de operadores de convolución invertibles con soporte
infinito

En la última proposición de la sección anterior (proposición 3.11) se probó
que todo operador de convolución con soporte finito tiene una solución fun-
damental. Nos propusimos entonces estudiar a cuáles operadores invertibles
(véase [6], Definición 16.3.12, pág. 330) se podŕıa extender el método de Wag-
ner. El ejemplo 16.3.19 de [6] (pág. 333) nos motivó a considerar distribuciones
de la forma

T =

∞∑
k=1

αkPk(∂)δxk , (15)

donde:
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{xk}k≥1 es una sucesión acotada en Rn,
(αk) ∈ `1, αk 6= 0 ∀k ≥ 1 y
∀k ≥ 1, Pk(∂) =

∑
|α|≤m

ak,α∂
α es un polinomio diferencial de grado

≤ m siendo m ≥ 0 fijo y además existe una constante K > 0 tal que
|ak,α| ≤ K para todo k ≥ 1 y todo α con |α| ≤ m.

De esta forma tenemos que T ∈ E ′ está bien definida. En efecto, sea R > 0 tal
que para todo k ≥ 1, |xk| ≤ R. Sea ϕ ∈ E . Entonces para todo k ≥ 1,

| 〈Pk(∂)δxk , ϕ〉 | =

∣∣∣∣∣∣
〈 ∑
|α|≤m

ak,α∂
αδxk , ϕ

〉∣∣∣∣∣∣
≤ K

∑
|α|≤m

| 〈δxk , ∂αϕ〉 |

= K
∑
|α|≤m

|(∂αϕ)(xk)|

≤ K
∑
|α|≤m

máx
|x|≤R

|(∂αϕ)(x)|

= KC(m,ϕ),

donde C(m,ϕ) es constante para todo k ≥ 1. Por lo tanto (〈Pk(∂)δxk , ϕ〉) ∈ `∞
para todo ϕ ∈ E . Como (αk) ∈ `1 tenemos que 〈T, ϕ〉 converge para todo ϕ ∈ E .

Este problema no se pudo resolver en toda su generalidad, sino únicamente
para un caso especial. Sin embargo, creemos que vale la pena hacer el plantea-
miento general y luego considerar el caso en que se encontró solución.

4.1. Planteamiento General del Problema. Sea T como en la ecuación
15. Podemos suponer que x1 = 0 ya que si E es solución fundamental de T (x−
x1) entonces E(x − x1) será solución fundamental de T (véase la observación
3.12).

La idea es hallar una medida de Radon µ sobre Rn con soporte compacto,
tal que

(Lµ)(2x)Ť = δ ,

para luego aplicar el lema 3.10.

Para cada k ≥ 1, sea mk el grado del polinomio Pk y para cada polinomio
Pk denotemos por Pk,l a la parte homogénea de grado l (0 ≤ l ≤ m), donde
Pk,l ≡ 0 si l > mk. Escojamos η ∈ Rn tal que P1,m1

(η) 6= 0 y η ·xk 6= 0 ∀ k ≥ 2.
Pongamos

µ =

∞∑
j=1

aj δλjη,

donde (aj) ∈ `1 y (λj) ∈ `∞ son sucesiones que hay que determinar posterior-
mente. Tenemos entonces:
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(Lµ)(2x) =

〈
∞∑
j=1

aj δλjη(y), e2xy

〉
=
∞∑
j=1

aj e
2λjηx,

Ť =
∞∑
k=1

αkPk(−∂)δ−xk ,

(Lµ)(2x)Ť =

(
∞∑
j=1

aj e
2λjηx

)( ∞∑
k=1

αkPk(−∂)δ−xk

)
=
∞∑
k=1

∞∑
j=1

αkaje
2λjηxPk(−∂)(δ−xk)

=
∞∑
k=1

∞∑
j=1

αkaje
−2λjηxkPk(−∂ + 2λjη)δ−xk ,

∀k ≥ 1, Pk(−∂ + 2λjη)δ−xk = Pk,mk(2η)λmkj δ−xk +
mk−1∑
l=0

λljTk,l, donde

las distribuciones Tk,l son combinaciones lineales de derivadas de δ−xk .

Todas estas igualdades se obtienen de la misma forma que en la demostración
de la proposición 3.11. Por lo tanto,

(Lµ)(2x)Ť =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

αkaje
−2λjηxk

(
Pk,mk(2η)λmkj δ−xk +

mk−1∑
l=0

λljTk,l

)
.

El problema consistiŕıa ahora en hallar las sucesiones (aj) ∈ `1 y (λj) ∈ `∞,
de tal forma que

(∗)



1.
∞∑
j=1

ajλ
m1
j =

1

α1P1,m1(2η)

2.
∞∑
j=1

ajλ
l
j = 0 para 0 ≤ l ≤ m1 − 1

3.
∞∑
j=1

aj e
−2λjηxkλlj = 0, para k ≥ 2, 0 ≤ l ≤ mk

.

Aśı, tendŕıamos que

(Lµ)(2x)Ť =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

αkaje
−2λjηxkPk,mk(2η)λmkj δ−xk+ ∞∑

k=1

∞∑
j=1

αkaje
−2λjηxk

mk−1∑
l=0

λljTk,l

 =

∞∑
j=1

α1aje
−2λjηx1P1,m1

(2η)λm1
j δ−x1

=

 ∞∑
j=1

ajλ
m1
j

α1P1,m1
(2η)δ = δ,

y el problema quedaŕıa resuelto.

Pero el sistema (∗), en esta generalidad, aparece muy complicado (tal vez no
tenga solución). Por ejemplo, en el caso en el cual la convolución por T es un
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operador con diferencias (sin derivadas), o sea, cuando m = 0, las ecuaciones
1, 2 y 3 se reducen a

(∗)′


1′.

∞∑
j=1

aj =
1

α1

3′.
∞∑
j=1

aj e
−2λjηxk = 0, para k ≥ 2 ,

problema que se enmarca en la dualidad de `1 y `∞, pero para el cual no
encontramos prueba de la existencia de una solución. Sin embargo encontramos
un caso en el que śı se puede resolver este problema.

4.2. Un Caso Especial. Si ocurre que los puntos xk del soporte de T se
hallan todos contenidos en un número finito de hiperplanos afines paralelos de
Rn, con dos condiciones adicionales que enunciaremos en seguida, śı se puede
resolver el problema general. Más precisamente tenemos:

Proposición 4.1 Sea

T =

∞∑
k=1

αkPk(∂)δxk

la distribución dada en la ecuación 15, con las condiciones alĺı enunciadas.
Supongamos adicionalmente que existen números reales c1 = 0, c2, . . . , cr dis-
tintos dos a dos y un vector η ∈ Rn con P1,m1(η) 6= 0 tales que si ponemos,
para 1 ≤ p ≤ r,

Bp = {xk | k ≥ 1, ηxk = cp} ,

se tenga:

B1 = {x1} y

r⋃
p=1

Bp = {xk | k ≥ 1} .

Entonces existe una medida de Radon µ en Rn con soporte compacto, tal que

(Lµ)(2x)Ť = δ.

Demostración. Sea q = r(m + 1) y pongamos µ =
q∑
j=1

ajδλjη, donde los

a1, . . . , aq, λ1, . . . , λq satisfacen las siguientes ecuaciones:

q∑
j=1

ajλ
m1
j =

1

α1P1,m1(2η)
q∑
j=1

aje
−2cpλjλlj = 0 si (p ≥ 2 y 0 ≤ l ≤ m) ó

si (p = 1 y 0 ≤ l ≤ m y l 6= m1) .
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Entonces µ es una medida de Radon con soporte compacto y, de acuerdo con
lo expuesto anteriormente,

(Lµ)(2x)Ť =

∞∑
k=1

q∑
j=1

αkaje
−2λjηxkPk,mk(2η)λmkj δ−xk+ ∞∑

k=1

q∑
j=1

αkaje
−2λjηxk

mk−1∑
l=0

λljTk,l

 =

∞∑
k=1

αkPk,mk(2η)

 q∑
j=1

aje
−2λjηxkλmkj

 δ−xk+

∞∑
k=1

αk

mk−1∑
l=0

Tk,l

 q∑
j=1

aje
−2λjηxkλlj

 =

α1P1,m1(2η)

 q∑
j=1

ajλ
m1
j

 δ (pues ηxk = 0 únicamente para k = 1) = δ.

La existencia de los a1, . . . , aq, λ1, . . . , λq se sigue de la independencia lineal de
las funciones t 7→ e−2cpttl (1 ≤ p ≤ r, 0 ≤ l ≤ m), como en la prueba de la

proposición 3.11. �X

La solución fundamental de T será entonces

E =

q∑
j=1

aje
λjηxF−1ξ

(
(FT )(ξ − iλjη)

(FT )(ξ − iλjη)

)
.

Como FT es una función anaĺıtica en Cn, se prueba de la misma manera

que en el lema 3.3 que el cociente
(FT )(ξ − iλjη)

(FT )(ξ − iλjη)
representa una distribución

temperada.
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