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Resumé. Dans ce papier nous présentons une étude concernant les pro-
priétés spectrales pour les semi-groupes fortement continus d’opérateurs
linéaires bornés dans un espace de Banach.

1. Préliminaires

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en
autre, l’isomorphisme fondamental algèbrique et topologique entre le groupe
topologique aditif des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des
nombres réels strictement positifs, on peut constater que la fonction t 7−→ eta,
a ∈ R, est une solution réele continue de l’équation fonctionnelle de Cauchy
f(t+s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1. Cette équation a été etudiée par
beaucoup de mathématiciens commençant avec Cauchy même. D’autre part, il
est très bien connu que la fonction exponentielle t 7−→ eta est la solution unique
sur R de l’équation différentielle x′ = ax avec la condition initiale x(0) =
1. L’importance des fonctions exponentielles a connu une grande croissance
apres l’année 1888, quand le grand mathématicien Giuseppe Peano a eu
l’inspiration d’écrire la solution du problème de Cauchy vectoriel{

x′ = Ax
x(0) = I,
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où A est une matrice quadratique, sous la forme

t 7−→ etA :=
∞∑
n=0

tnAn

n!
.

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X ′ = AX,
où A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X , qui a pour
solution fondamentale la fonction exponentielle t 7−→ etA, A ∈ B(X ).

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modèle général
dans le cadre des algèbres de Banach abstraites. Plus précisément, si B est une
algèbre de Banach avec l’unité I et a ∈ B, alors la fonction

R 3 t 7−→ eta ∈ B

eta =
∞∑
n=0

tnan

n!

est dérivable et elle est l’unique solution du problème de Cauchy{
x′ = ax
x(0) = I.

Compte tenu de l’unicité des solutions du problème de Cauchy, il en résulte
que la fonction f(t) = eta satisfait sur R à l’équation fonctionnelle de Cauchy.
Le problème reciproque de savoir si les solutions de l’équation fonctionnelle de
Cauchy sont des solutions pour les équations différentielles linéaires de premier
ordre x′ = ax, s’est avéré être plus difficile, mais il a été résolu par Nathan
[Na’35] et Yosida [Yo’36]. Donc la double caractérisation de la fonction expo-
nentielle par l’équation fonctionnelle de Cauchy et par l’équation différentielle
linéaire de premier ordre a été établie pour le cas général des algèbres de Banach
abstraites.

Ces caractérisations importantes ont sugéré l’idée d’étudier les équations
différentielles linéaires du premier ordre par des extensions adéquates de la
fonction exponentielle. De cette manière est apparu la nécessité de considérer les
équations différentielles vectorielles de premier ordre x′ = Ax où A n’est pas un
opérateur de l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés B(X ), mais un
opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach X . La définition d’une
fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été realisée par
l’introduction des semi-groupes de classe C0. Mais, dans ce cas-là, l’équation
fonctionnelle de Cauchy se réfère aux fonctions

[0,∞) 3 t 7−→ T (t) ∈ B(X )

avec T (0) = I, satisfaisant la relation T (t+s) = T (t)T (s) et qui sont fortement
continues, c’est-à-dire ayant la propriété

lim
t→0

T (t)x = x

pour tout x ∈ X . Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de classe C0

dans les espaces de Banach ont été obtenus par Hille [Hi’36], [Hi’48], [Hi’52],
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Yosida [Yo’48], [Yo’57], Feller [Fe’52], [Fe’53], Miyadera [Mi’52], [Mi’56]
et Phillips [Ph’52], [HP’57] qui ont crée la théorie des C0−semi-groupes
et de leurs générateurs. Le célébre théorème de Hille-Yosida-Feller-Miyadera-
Phillips rétablit le lien entre l’équation fonctionnelle de Cauchy T (t + s) =
T (t)T (s) et l’équation différentielle x′ = Ax, où A est un opérateur non-
borné fermé et densément défini dans un espace de Banach X . Dans ce cas-
là, T (t) représente dans un certaine sens la fonction exponentielle. Beaucoup
de résultats intéressants concernant l’engendrement, la représentation, les pro-
priétés spectrales et de convergence peuvent être trouveś dans les excellentes
monographies de Ahmed [Ah’91], Barbu [Ba’76], Butzer et Berens [BB’67],
Clément, Heijmans, Angenent, van Duijn et de Patger [CHADP’87],
van Casteren [vCa’85], Davies [Da’80], Goldstein [Go’85], Pazy [Pa’83],
Vrabie [Vr’01], Yosida [Yo’67], etc.

Dans la suite nous noterons par E un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C et par B(E) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans E . Nous désignerons par I l’unité de B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ E −→ E nous noterons par

Im A = {Ax |x ∈ D(A)}
l’image de A et par

Ker A = {x ∈ D(A) |Ax = 0}
le noyau de A.

L’opérateur A : D(A) ⊂ E −→ Im A est surjectif. Si Ker A = {0}, alors A
est injectif. Pour un opérateur bijectif, on peut définir l’opérateur inverse :

A−1 : D
(
A−1

)
⊂ E −→ E

par A−1y = x si Ax = y. Evidemment D
(
A−1

)
= Im A. Dans la suite nous

noterons par GL(E) l’ensemble des éléments inversibles de B(E). L’ensemble
GL(E) est un ensemble ouvert dans B(E) ([Is’81, Theorem 4.1.13, pag. 145]).
Soit A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire. Pour tout n ∈ N, nous
définissons :

An : D(An) −→ E
par

A0 = I , A1 = A , ..., An = A
(
An−1

)
,

où
D(An) =

{
x ∈ D(An−1)

∣∣An−1x ∈ D(A)
}

quel que soit n ∈ N.

Lemme 1.1. Soit f : [a, b]→ E une fonction continue. Alors

lim
t→0

1
t

a+t∫
a

f(s) ds = f(a) .
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Preuve. Nous avons :∥∥∥∥∥∥1
t

a+t∫
a

f(s) ds− f(a)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥1
t

a+t∫
a

[f(s)− f(a)] ds

∥∥∥∥∥∥ ≤ sup
s∈[a,a+t]

‖f(s)− f(a)‖ .

L’égalité de l’énoncé résulte de la continuité de l’application f . �X

Lemme 1.2. Si A ∈ B(E) et ‖A‖ < 1, alors I −A ∈ GL(E) et

(I −A)−1 =
∞∑
n=0

An .

Preuve. Soit Yn = I +A+A2 + . . .+An. Alors :

‖Yn+p − Yn‖ ≤
‖A‖n+1

1− ‖A‖
−→ 0 pour n→∞.

Par conséquent, (Yn)n∈N est une suite de Cauchy. Mais B(E) est une algèbre
de Banach. La suite (Yn)n∈N est donc convergente. Notons Y ∈ B(E) sa limite.
De l’égalité (I − A)Yn = I − An+1, il résulte que limn→∞(I − A)Yn = I, d’où
(I −A)Y = I. Nous obtenons Y (I −A) = I de façon analogue. Finalement, on

voit que I −A ∈ GL(E) et que (I −A)−1 =
∞∑
n=0

An. �X

Remarque 1.3. Si ‖I −A‖ < 1, alors A ∈ GL(E) et A−1 =
∞∑
n=0

(I −A)n.

Définition 1.4. L’ensemble

ρ(A) =
{
λ ∈ C

∣∣∣(λI −A)−1 est inversible dans B(E)
}

s’appelle l’ensemble résolvant de A ∈ B(E).

Proposition 1.5. Soit A ∈ B(E). Alors ρ(A) est un ensemble ouvert.

Preuve. Définissons l’application

φ : C −→ B(E)

par
φ(λ) = λI −A .

Evidemment, φ est continue. Si λ ∈ ρ(A), alors λI − A ∈ GL(E) et par suite
ρ(A) = φ−1 (GL(E)). Comme GL(E) est un ensemble ouvert, on voit que ρ(A)
est ouvert. �X

Définition 1.6. L’application

R( . ;A) : ρ(A) −→ B(E)

R(λ;A) = (λI −A)−1
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s’appelle la résolvante de A.
Proposition 1.7. La résolvante d’un opérateur linéaire A ∈ B(E), a les pro-
priétés suivantes :
i) si λ, µ ∈ ρ(A), alors

R(λ;A)−R(µ;A) = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A) ;

ii) R( . ;A) est une application analytique sur ρ(A) ;
iii) si λ ∈ C et |λ| > ‖A‖, alors λ ∈ ρ(A) et nous avons

R(λ;A) =
∞∑
n=0

An

λn+1
;

iv) nous avons
dn

dλn
R(λ;A) = (−1)nn!R(λ;A)n+1

quels que soient n ∈ N∗ et λ ∈ ρ(A).

Preuve. i) Nous avons successivement :

R(λ;A)−R(µ;A) = (λI −A)−1 − (µI −A)−1

= (λI −A)−1 (µI −A− λI +A) (µI −A)−1

= (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A)

quels que soient λ, µ ∈ ρ(A).

ii) Soit λ0 ∈ ρ(A). Notons D
(
λ0; 1

‖R(λ0;A)‖

)
le disque ouvert de centre λ0

et de rayon 1
‖R(λ0;A)‖ . Alors, pour λ ∈ D

(
λ0; 1

‖R(λ0;A)‖

)
, nous avons :

λI −A = [I − (λ0 − λ)R(λ0;A)] (λ0I −A) .

Mais :
‖(λ0 − λ)R(λ0;A)‖ = |λ0 − λ|‖R(λ0;A)‖ < 1 .

Compte tenu du lemme 1.2, il résulte que :

I − (λ0 − λ)R(λ0;A) ∈ GL(E) ,

d’où λI −A ∈ GL(E) et :

(λI −A)−1 = (λ0I −A)−1[I − (λ0 − λ)R(λ0;A)]−1

= R(λ0;A)
∞∑
n=0

(λ0 − λ)nR(λ0;A)n

=
∞∑
n=0

(−1)n(λ− λ0)nR(λ0;A)n+1
.

Donc R( . ;A) est analytique sur ρ(A).
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iii) Soit λ ∈ C tel que |λ| > ‖A‖. Alors ‖λ−1A‖ < 1, d’où I − λ−1A ∈ GL(E).
De plus : (

I − λ−1A
)−1

=
∞∑
n=0

(
λ−1A

)n
=
∞∑
n=0

An

λn
.

Par conséquent :

R(λ;A) = (λI −A)−1 = λ−1
(
I − λ−1A

)−1
=
∞∑
n=0

An

λn+1
.

L’assertion (iv) s’obtient par récurrence. Pour n = 1, nous avons :
d

dλ
R(λ;A) =

d

dλ
(λI −A)−1 = −(λI −A)−2 = −R(λ;A)2 .

Supposons que pour k ∈ N, on ait :

dk

dλk
R(λ;A) = (−1)kk!R(λ;A)k+1 .

Montrons que :

dk+1

dλk+1
R(λ;A) = (−1)k+1(k + 1)!R(λ;A)k+2 .

Nous avons :
dk+1

dλk+1
R(λ;A) =

d

dλ

(
dk

dλk
R(λ;A)

)
=

d

dλ

[
(−1)kk!(λI −A)−k−1

]
= (−1)kk!(−k − 1)(λI −A)−k−2 = (−1)k+1(k + 1)!R(λ;A)k+2

et par conséquent :
dn

dλn
R(λ;A) = (−1)nn!R(λ;A)n+1 , (∀)n ∈ N∗. �X

Remarque 1.8. Compte tenu de la proposition 1.7 (iii), il résulte que :

{λ ∈ C ||λ| > ‖A‖} ⊂ ρ(A).

Définition 1.9. L’ensemble σ(A) = C−ρ(A) s’appelle le spectre de A ∈ B(E).

Proposition 1.10. Soit A ∈ B(E). Alors :
i) σ(A) 6= ∅;
ii) σ(A) est un ensemble compact.

Preuve. i) Supposons que σ(A) = ∅. Alors ρ(A) = C. Par conséquent, l’ap-
plication λ 7−→ (λI − A)−1 est définie sur C. De plus, pour |λ| > ‖A‖, nous
avons :

R(λ;A) =
∞∑
n=0

An

λn+1
, (∀)λ ∈ ρ(A).

Il s’ensuit que :
lim
|λ|→∞

R(λ;A) = 0.
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Donc il existe M > 0 tel que ‖R(λ;A)‖ < M , (∀)λ ∈ C. Le théorème de
Liouville ([DS’67, pag. 231]) implique que R( . ;A) est constante sur C et que
cette constante ne peut être que 0. Donc (λI −A)−1 = 0 pour tout λ ∈ C, ce
qui est absurde. Par conséquent σ(A) 6= ∅.

ii) Compte tenu de la proposition 1.7 (iii), nous obtenons que :

σ(A) ⊂ {λ ∈ C ||λ| ≤ ‖A‖} .

L’ensemble σ(A) est donc borné. Comme nous avons vu que σ(A) est un en-
semble fermé, il est donc compact. �X

Définition 1.11. Pour un opérateur linéaire A ∈ B(E), le nombre

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|

s’appelle le rayon spectral de A.

Remarque 1.12. Evidemment, pour un opérateur A ∈ B(E), σ(A) est contenu
dans l’intérieur du cercle de centre O et de rayon r(A). De plus, on peut montrer
que

r(A) = lim
n→∞

‖An‖
1
n

et on voit que r(A) ≤ ‖A‖.

Par la suite, nous présenterons quelques problèmes concernant la théorie
spectrale pour un opérateur linéaire fermé A : D(A) ⊂ E −→ E .

Définition 1.13. L’ensemble

ρ(A) = {λ ∈ C |λI −A : D(A) −→ E est opérateur bijectif}

s’appele l’ensemble résolvant de A.

Remarque 1.14. Il résulte du théorème du graphe fermé ([DS’67, Theorem
II.2.4, pag. 57]) que l’opérateur :

(λI −A)−1 : E −→ E

est continu dans E .

Définition 1.15. L’application

R( . ;A) : ρ(A) −→ B(E)

R(λ;A) = (λI −A)−1
, (∀)λ ∈ ρ(A)

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.16. Soit A : D(A) ⊂ E −→ E , un opérateur linéaire fermé.
Alors :
i) ρ(A) est un ensemble ouvert et R( . ;A) est une application analytique sur
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ρ(A);
ii) si λ, µ ∈ ρ(A), alors

R(λ;A)−R(µ;A) = (µ− λ)R(λ;A)R(µ;A) ;

iii) nous avons
dn

dλn
R(λ;A) = (−1)nn!R(λ;A)n+1

quels que soient n ∈ N et λ ∈ ρ(A).

Preuve. Elle est analogue à celle de la proposition 1.7. �X

Définition 1.17. L’ensemble σ(A) = C− ρ(A) s’appelle le spectre de A.

Remarque 1.18. σ(A) est un ensemble fermé.

Remarque 1.19. Il existe des opérateurs fermés qui ont un spectre non borné.

Example 1.20. Prenons E = C[0,1] et considérons l’opérateur

D : C1
[0,1] −→ E

défini par
Df = f

′

Dans ce cas, nous avons σ(D) = C.

Définition 1.21. Soit D ⊂ C un ensemble ouvert. Une application analytique

D 3 λ 7−→ Rλ ∈ B(E)

qui vérifie la propriété

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ , (∀)λ, µ ∈ D,

s’appelle une pseudo-résolvante.

Théorème 1.22. Soit D 3 λ 7−→ Rλ ∈ B(E) une pseudo-résolvante. Alors :
i) RλRµ = RµRλ, (∀)λ, µ ∈ D ;
ii) KerRλ et ImRλ ne dépendent pas de λ ∈ D ;
iii) Rλ est la résolvante d’un opérateur linéaire A fermé et défini sur un sous
espace dense si et seulement si KerRλ = {0} et ImRλ = E .

Preuve. i) Soient λ, µ ∈ D. Alors, nous avons :

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ

et :
Rµ −Rλ = (λ− µ)RµRλ ,

d’où :
0 = (µ− λ)RλRµ + (λ− µ)RµRλ .

Par suite, on a RλRµ = RµRλ.
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ii) Soient µ ∈ D et x ∈ Ker Rµ. Alors Rµx = 0. Si λ ∈ D, on a :

Rλx−Rµx = (µ− λ)RλRµx .

Donc Rλx = 0. Par conséquent x ∈ Ker Rλ. Il s’ensuit que Ker Rλ ne dépend
pas de λ ∈ D. Soient µ ∈ D et y ∈ Im Rµ. Alors il existe x ∈ E tel que
Rµx = y. Si λ ∈ D, nous avons :

Rλx−Rµx = (µ− λ)RλRµx .

Donc :

Rλx− y = (µ− λ)Rλy ,

ou bien :

y = Rλ (x+ (λ− µ)y) .

Donc il existe u = x+(λ−µ)y ∈ E tel que y = Rλu. Par conséquent y ∈ Im Rλ.
Il s’ensuit que Im Rλ ne dépend pas de λ ∈ D.

iii) =⇒ Si Rλ est une résolvante pour un opérateur linéaire A fermé et défini
sur un sous espace dense, alors Rλ est une application bijective, d’où Ker Rλ =
{0} et Rλ = (λI −A)−1. Par suite, Rλ−1 = λI −A et D

(
Rλ
−1
)

= D(A) = E .

Par conséquent Im Rλ = D
(
Rλ
−1
)

= E .
⇐= Soient D 3 λ 7−→ Rλ ∈ B(E) une pseudo-résolvante et λ ∈ D tel

que Ker Rλ = {0}. Alors pour y ∈ Im Rλ, il existe un seul xλ ∈ E tel que
y = Rλxλ. Mais pour λ, µ ∈ D, on a :

Rλy −Rµy = (µ− λ)RλRµy .

D’autre part :

Rλy −Rµy = RλRµxµ −RµRλxλ = RλRµxµ −RλRµxλ = RλRµ (xµ − xλ) .

Donc xµ−xλ = (µ−λ)y, d’où λy−xλ = µy−xµ. Par conséquent, l’opérateur :

A : Im Rλ −→ E

Ay = λy − xλ = λy −Rλ−1y

est correctement défini (valeur indépendante de λ). De même D(A) = Im Rλ =
E . Puis que Rλ ∈ B(E), il résulte du théorème du graphe fermé ([DS’67, Theo-
rem II.2.4, pag. 57]) que R−1

λ est un opérateur fermé. Donc A = λI −Rλ−1 est
un opérateur fermé. De plus, on a :

Rλ
−1y = xλ = λy −Ay = (λI −A)y .

Par conséquent Rλ = (λI −A)−1 est la résolvante de A. �X
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2. Semi-groupes uniformément continus

Dans la suite nous présenterons quelques problèmes concernant les semi-
groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de
Banach E .

Définition 2.1. On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés sur E une famille {T (t)}t≥0 ⊂ B(E) vérifiant les propriétés
suivantes :
i) T (0) = I;
ii) T (t+ s) = T (t)T (s) , (∀)t, s ≥ 0;
iii) limt↘0 ‖T (t)− I‖ = 0.

Le plus important objet associé a un semi-groupe est son générateur.

Définition 2.2. On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe unifor-
mément continu {T (t)}t≥0 l’opérateur linéaire

A : E −→ E ,

A = lim
t↘0

T (t)− I
t

.

Lemme 2.3. Soit A ∈ B(E). Alors
{
etA
}
t≥0

est un semi-groupe uniformément

continu d’opérateurs linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est
A.

Preuve. Soit A ∈ B(E) et [0,∞) 3 t 7−→ T (t) ∈ B(E) une application définie
par :

T (t) = etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
.

La série du membre de droite de l’égalité est convergente pour la topologie de
la norme de B(E). De plus, il est évident que T (0) = I et T (t+ s) = T (t)T (s)
quels que soient t, s ≥ 0. Compte tenu de l’inégalité :

‖T (t)− I‖ ≤ et‖A‖ − 1 , (∀)t ≥ 0,

il résulte :

lim
t↘0
‖T (t)− I‖ = 0 .

Donc la famille {T (t)}t≥0 ⊂ B(E) est un semi-groupe uniformément continu.
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D’autre part, puisque :∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1
t

(
etA − I − tA

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥1
t

( ∞∑
k=0

tkAk

k!
− I − tA

)∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥1
t

(
I + tA+

∞∑
k=2

tkAk

k!
− I − tA

)∥∥∥∥∥ ≤ 1
t

∞∑
k=2

tk‖A‖k

k!
=

=
1
t

(
1 + t‖A‖+

∞∑
k=2

tk‖A‖k

k!
− 1− t‖A‖

)
=

1
t

(
et‖A‖ − 1− t‖A‖

)
=

=
et‖A‖ − 1
t‖A‖

‖A‖ − ‖A‖ −→ 0 si t↘ 0,

nous obtenons :

lim
t↘0

T (t)− I
t

= A .

Le semi-groupe {T (t)}t≥0 admet donc pour générateur infinitésimal l’opérateur
A. �X

Lemme 2.4. Étant donné un opérateur A ∈ B(E), il existe un unique semi-
groupe uniformément continu {T (t)}t≥0

T (t) = etA , (∀)t ≥ 0,

ayant pour générateur l’opérateur A.

Preuve. Soit A ∈ B(E). Alors il existe un semi-groupe uniformément continu
{T (t)}t≥0 engendré par A. Si {S(t)}t≥0 est un autre semi-groupe uniformément
continu engendré par A, alors nous avons :

lim
t↘0

T (t)− I
t

= A

et :

lim
t↘0

S(t)− I
t

= A .

Par conséquent :

lim
t↘0

∥∥∥∥T (t)− S(t)
t

∥∥∥∥ = 0 .

Pour a ∈]0,∞), nous considérons l’intervalle Ia = [0, a[. Comme {T (t)}t≥0 et
{S(t)}t≥0 sont des semi-groupes uniformément continus, nous voyons que les
applications

t 7−→ ‖T (t)‖
et

t 7−→ ‖S(t)‖
sont continues. Il existe ca ∈ [1,∞) tel que :

sup
t∈Ia
{‖T (t)‖, ‖S(t)‖} ≤ ca .
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Si ε > 0, il existe t0 ∈ Ia, t0 > 0, tel que :∥∥∥∥T (t)− S(t)
t

∥∥∥∥ ≤ ε

ac2a
, (∀)t ∈]0, t0[.

Soit t ∈ Ia arbitrairement fixé et n ∈ N∗ tel que t
n ∈ [0, t0[. Alors :

T (t)− S(t) =
[
T

(
n
t

n

)]
−
[
S

(
n
t

n

)]
=

= T

(
n
t

n

)
S

(
0
t

n

)
− T

(
(n− 1)

t

n

)
S

(
1
t

n

)
+

+ T

(
(n− 1)

t

n

)
S

(
1
t

n

)
− T

(
(n− 2)

t

n

)
S

(
2
t

n

)
+

+ T

(
(n− 2)

t

n

)
S

(
2
t

n

)
− · · · − T

(
0
t

n

)
S

(
n
t

n

)
=

=
n−1∑
k=0

[
T

(
(n− k)

t

n

)
S

(
k
t

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)

t

n

)]
=

=
n−1∑
k=0

T

(
(n− k − 1)

t

n

)[
T

(
t

n

)
− S

(
t

n

)]
S

(
k
t

n

)
quel que soit t ∈ Ia.

De l’inégalité : ∥∥∥∥∥T
(
t
n

)
− S

(
t
n

)
t
n

∥∥∥∥∥ ≤ ε

ac2a
,

nous obtenons : ∥∥∥∥T ( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥ ≤ ε

ac2a

t

n

et par suite :

‖T (t)− S(t)‖ ≤
n−1∑
k=0

ca
ε

ac2a

t

n
ca < ε , (∀)t ∈ Ia.

Puisque ε > 0 est arbitraire, il en résulte que T (t) = S(t), pour tout t ∈ Ia.
Mais, comme a ∈]0,∞) est aussi arbitraire, il s’ensuit que T (t) = S(t), (∀)t ∈
[0,∞). �X

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu’un opé-
rateur soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théorème 2.5. Un opérateur A : E −→ E est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire
borné.
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Preuve. =⇒ Soit A : E −→ E le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu {T (t)}t≥0 ⊂ B(E). Alors :

lim
t↘0
‖T (t)− I‖ = 0 .

L’application [0,∞) 3 t 7→ T (t) ∈ B(E) est continue et par suite
t∫

0

T (s) ds ∈

B(E). Avec le lemme 1.1, on voit que :

lim
t↘0

1
t

t∫
0

T (s) ds = T (0) = I .

Il existe donc τ > 0 tel que :∥∥∥∥∥∥1
τ

τ∫
0

T (t) dt− I

∥∥∥∥∥∥ < 1 .

Compte tenu de la remarque 1.3, l’élément 1
τ

τ∫
0

T (t) dt est inversible, d’où il

s’ensuit que
τ∫
0

T (t) dt est inversible. Nous avons :

T (h)− I
h

τ∫
0

T (t) dt =
1
h

 τ∫
0

T (t+ h) dt−
τ∫

0

T (t) dt


=

1
h

τ+h∫
τ

T (u) du− 1
h

h∫
0

T (u) du .

Avec le lemme 1.1, nous obtenons :

lim
h↘0

T (h)− I
h

τ∫
0

T (t) dt = lim
h↘0

 1
h

τ+h∫
τ

T (u) du− 1
h

0+h∫
0

T (u) du


= T (τ)− T (0) = T (τ)− I ,

d’où :

lim
h↘0

T (h)− I
h

= [T (τ)− I]

 τ∫
0

T (t) dt

−1

.

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément conti-
nue {T (t)}t≥0 est l’opérateur :

A = [T (τ)− I]

 τ∫
0

T (t) dt

−1

∈ B(E) .
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⇐= Cette implication est évidente compte tenu du lemme 2.3 et du lemme 2.4.
�X

Corollaire 2.6. Soient {T (t)}t≥0 un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal. Alors :

i) il existe ω ≥ 0 tel que ‖T (t)‖ ≤ eωt , (∀)t ≥ 0;
ii) l’application [0,∞) 3 t 7−→ T (t) ∈ B(E) est différentiable pour la topolo-

gie de la norme et

dT (t)
dt

= AT (t) = T (t)A , (∀)t ≥ 0.

Preuve. i) Nous avons :

‖T (t)‖ =
∥∥etA∥∥ ≤ et‖A‖ , (∀)t ≥ 0.

Pour ω = ‖A‖, nous obtenons l’inégalité :

‖T (t)‖ ≤ eωt , (∀)t ≥ 0.

L’assertion (ii) provient des égalités suivantes :

A = lim
t↘0

T (t)− I
t

= lim
t↘0

T (t)− T (0)
t− 0

,

nous en déduisons que l’application considérée est dérivable au point t = 0.
Soient t > 0 et h > 0. Alors :∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
−AT (t)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥T (h)− I
h

−A
∥∥∥∥ ‖T (t)‖

≤
∥∥∥∥T (h)− I

h
−A

∥∥∥∥ et‖A‖ ,
d’où :

lim
h↘0

∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)
h

−AT (t)
∥∥∥∥ = 0 .

Par conséquent, l’application considérée dans l’énoncé est dérivable à droite et
on a :

d+T (t)
dt

= AT (t) , (∀)t > 0.

Soient t > 0 et h < 0 tel que t+ h > 0. Alors :∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)
h

−AT (t)
∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥I − T (−h)

h
−AT (−h)

∥∥∥∥ ‖T (t+ h)‖

≤
∥∥∥∥T (−h)− I

−h
−AT (−h)

∥∥∥∥ e(t+h)‖A‖ ,

d’où il vient :

lim
h↗0

T (t+ h)− T (t)
h

= AT (t) .
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Par conséquent l’application considérée dans l’énoncé est dérivable à gauche et
nous avons :

d−T (t)
dt

= AT (t) , (∀)t > 0.

Finalement on voit que l’application considérée dans l’énoncé est dérivable sur
[0,∞) et nous avons :

dT (t)
dt

= AT (t) , (∀)t ≥ 0.

On vérifie que AT (t) = T (t)A , (∀)t ≥ 0. �X

3. Semi-groupes de classe C0

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale
que la classe des semi-groupes uniformément continus et nous étudions ses
propriétés élémentaires.

Définition 3.1. On appelle C0−semi-groupe (ou semi-groupe fortement conti-
nu) d’opérateurs linéaires bornés sur E une famille {T (t)}t≥0 ⊂ B(E) vérifiant
les propriétés suivantes :
i) T (0) = I;
ii) T (t+ s) = T (t)T (s) , (∀)t, s ≥ 0;
iii) limt↘0 T (t)x = x , (∀)x ∈ E .

Définition 3.2. On appelle générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe
{T (t)}t≥0, un opérateur A défini sur l’ensemble

D(A) =
{
x ∈ E

∣∣∣∣limt↘0

T (t)x− x
t

existe
}

par

Ax = lim
t↘0

T (t)x− x
t

, (∀)x ∈ D(A).

Remarque 3.3. Puisque :

‖T (t)x− x‖ ≤ ‖T (t)− I‖ ‖x‖

pour tout x ∈ E et tout t ≥ 0, il en résulte que les semi-groupes uniformément
continus sont C0−semi-groupes. Mais il existe des C0−semi-groupes qui ne
sont pas uniformément continus, comme nous pouvons le voir dans l’exemple
suivant.
Example 3.4. Soient p ∈ [1,∞) et

lp =

{
(xn)n∈N∗

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

|xn|p <∞

}
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avec la norme

‖(xn)n∈N∗‖p =

( ∞∑
n=1

|xn|p
) 1
p

.

Considérons une suite de nombres réels positifs (an)n∈N∗ et définissons une
famille {T (t)}t≥0 d’opérateur linéaires sur l’espace lp par

T (t)(xn)n∈N∗ =
(
e−antxn

)
n∈N∗ , ∀t ≥ 0

pour tout (xn)n∈N∗ ∈ lp. On voit que

T (0)(xn)n∈N∗ =
(
e−an0xn

)
n∈N∗ = (xn)n∈N∗

donc T (0) = I. De même, pour tous t, s ≥ 0 nous avons

T (t)T (s)(xn)n∈N∗ = T (t)
(
e−ansxn

)
n∈N∗ =

(
e−ante−ansxn

)
n∈N∗

=
(
e−an(t+s)xn

)
n∈N∗

= T (t+ s)(xn)n∈N∗

quelque soit (xn)n∈N∗ ∈ lp. Donc T (t + s) = T (t)T (s), pour tous t, s ≥ 0. De
plus, pour tout t ≥ 0 et tout (xn)n∈N∗ ∈ lp nous avons

‖T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗‖pp =
∥∥∥(e−antxn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

∥∥∥p
p

=
∞∑
n=1

∣∣e−ant − 1
∣∣p |xn|p .

Comme ∣∣e−ant − 1
∣∣p |xn|p ≤ |xn|p

et la série
∞∑
n=1
|xn|p est convergente, avec le théorème de Weierstrass il en résulte

que la série
∞∑
n=1

∣∣e−ant − 1
∣∣p |xn|p

est uniformément convergente. Donc

lim
t↘0
‖T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗‖pp =

∞∑
n=1

lim
t↘0

∣∣e−ant − 1
∣∣p |xn|p = 0 .

Par conséquent
lim
t↘0

T (t)(xn)n∈N∗ = (xn)n∈N∗

pour tout (xn)n∈N∗ ∈ lp. Il s’ensuit donc que {T (t)}t≥0 est un C0−semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur lp.

Dans la suite, nous prouvons que le générateur infinitésimal du C0−semi-
groupe {T (t)}t≥0 est l’opérateur linéaire A définit sur l’ensemble

D(A) = { (xn)n∈N∗ ∈ lp| (anxn)n∈N∗ ∈ lp}
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par
A(xn)n∈N∗ = (−anxn)n∈N∗ .

Soit (xn)n∈N∗ ∈ lp tel que la limite

lim
t↘0

T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t

existe et soit (yn)n∈N∗ ∈ lp sa valeure. Donc

lim
t↘0

∥∥∥∥T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t
− (yn)n∈N∗

∥∥∥∥p
p

= 0

d’où il résulte que

lim
t↘0

∥∥∥∥ (e−antxn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t
− (yn)n∈N∗

∥∥∥∥p
p

= 0 .

Il vient

lim
t↘0

∞∑
n=1

∣∣∣∣e−antxn − xnt
− yn

∣∣∣∣p = 0

d’où

yn = lim
t↘0

e−antxn − xn
t

= −anxn

pour tout n ∈ N∗. Par conséquent

D(A) ⊆ { (xn)n∈N∗ ∈ lp| (anxn)n∈N∗ ∈ lp}
et pour tout (xn)n∈N∗ ∈ D(A) on a

A(xn)n∈N∗ = (−anxn)n∈N∗ .

Pour l’inclusion inverse, soit (xn)n∈N∗ ∈ lp tel que (anxn)n∈N∗ ∈ lp. On voit

que
∞∑
n=1
|anxn|p <∞, donc la série

∞∑
n=1
|anxn|p est convergente. Alors pour tout

t > 0 on a :∥∥∥∥T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t
+ (anxn)n∈N∗

∥∥∥∥p
p

=
∥∥∥∥ (e−antxn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t
+ (anxn)n∈N∗

∥∥∥∥p
p

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣e−antxn − xnt
+ anxn

∣∣∣∣p
=
∞∑
n=1

∣∣∣∣e−ant − 1
ant

+ 1
∣∣∣∣p |anxn|p .

Considérons l’application

g(x) =
e−x − 1

x
+ 1 , (∀)x > 0.
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Alors

g′(x) =
−xe−x − e−x + 1

x2
, (∀)x > 0.

Pour l’application

h(x) = −xe−x − e−x + 1 , x ≥ 0

on voit que h′(x) ≥ 0, pour tout x ≥ 0. Compte tenu de la monotonie de la
fonction h sur l’intervalle [0,∞), on déduit que g′(x) > 0, pour tout x > 0.
Comme

lim
x→∞

g(x) = 1 ,

il vient
g(x) < 1 , (∀)x > 0.

Par suite ∣∣∣∣e−ant − 1
ant

+ 1
∣∣∣∣p |anxn|p < |anxn|p

et comme la série
∑
|anxn|p est convergente, avec le théorème de Weierstrass

on déduit que la série
∞∑
n=1

∣∣∣∣e−ant − 1
ant

+ 1
∣∣∣∣p |anxn|p

est uniformément convergente. Par conséquent

lim
t↘0

∥∥∥∥T (t)(xn)n∈N∗ − (xn)n∈N∗

t
+ (anxn)n∈N∗

∥∥∥∥p
p

= lim
t↘0

∞∑
n=1

∣∣∣∣e−ant − 1
ant

+ 1
∣∣∣∣p |anxn|p = 0 .

Par suite (xn)n∈N∗ ∈ D(A) et

A(xn)n∈N∗ = (−anxn)n∈N∗ .

Donc
{ (xn)n∈N∗ ∈ lp| (anxn)n∈N∗ ∈ lp} ⊆ D(A)

Finalement on voit que

D(A) = { (xn)n∈N∗ ∈ lp| (anxn)n∈N∗ ∈ lp}

et
A(xn)n∈N∗ = (−anxn)n∈N∗ , (∀)(xn)n∈N∗ ∈ D(A).

De plus, si (an)n∈N∗ est bornée, alors D(A) = lp et A est un opérateur linéaire
borné. Donc il engendre un semi-groupe uniformément continu. Par contre, si
(an)n∈N∗ est non-bornée, alors il existe (nk)k∈N∗ avec les propriétés nk > k
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et ank > kα pour tout k ∈ N∗, où α = 1 pour p > 1 et α > 1 pour p = 1.
Définissons la suite (xn)n∈N∗ par

xn =
{

1
kα , n = nk
0 , n 6= nk

Il est évident que (xn)n∈N∗ ∈ lp, mais (anxn)n∈N∗ 6∈ lp. Par suite, dans ce cas,
on a D(A) 6= lp et, par conséquent, A ne peut pas engendrer un semi-groupe
uniformément continu sur lp.

Dans la suite, nous étudions les propriétés des C0−semi-groupes.

Théorème 3.5. Soit {T (t)}t≥0 un C0−semi-groupe d’opérateurs linéaires bor-
nés. Alors :
i) il existe τ > 0 et M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤M , (∀)t ∈ [0, τ ];

ii) il existe ω ∈ R et M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀)t ≥ 0.

Preuve. i) Supposons que pour tout τ > 0 et tout M ≥ 1, il existe t ∈ [0, τ ]
tel que ‖T (t)‖ > M . Pour τ = 1

n et M = n ∈ N∗, il existe tn ∈
[
0, 1

n

]
tel que ‖T (tn)‖ > n. Donc la suite (‖T (tn)‖)n∈N∗ est non bornée. Si la suite
(‖T (tn)x‖)n∈N∗ était bornée pour tout x ∈ E , alors compte tenu du théorème
de Banach-Steinhaus ([DS’67, Theorem II.1.11, pag. 52]), il en résulterait que
(‖T (tn)‖)n∈N∗ serait bornée, mais cela contredit l’affirmation précédente. Donc
il existe x0 ∈ E tel que (‖T (tn)x0‖)n∈N∗ soit non bornée. D’autre part, compte
tenu de la définition 3.1 (iii), il résulte que limn→∞ ‖T (tn)x0‖ = ‖x0‖ et cela
est contradictoire.

ii) Pour τ > 0 et t > τ , nous noterons m =
[
t
τ

]
∈ N∗. Compte tenu du

théorème de division avec reste, il existe r ∈ [0, τ) tel que t = mτ + r. Alors :

‖T (t)‖ = ‖T (mτ)T (r)‖ ≤ ‖T (τ)‖m ‖T (r)‖ ≤
≤ MmM ≤Me

t
τ lnM .

L’inégalité de l’énoncé en résulte en prenant ω = 1
τ lnM . �X

Corollaire 3.6. Si {T (t)}t≥0 est un C0−semi-groupe, alors l’application

[0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E

est continue sur [0,∞), quel que soit x ∈ E .

Preuve. Soient t0 ∈ [0,∞), h > 0 et x ∈ E . Si t0 < h, nous avons :

‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0)‖ ‖T (h)x− x‖
≤Meωt0 ‖T (h)x− x‖ .
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Si t0 > h, nous obtenons :

‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0 − h)‖ ‖T (h)x− x‖

≤Meω(t0−h) ‖T (h)x− x‖ .

La continuité forte en t0 de l’application considérée dans l’énoncé est évidente.
�X

Remarque 3.7. Si {T (t)}t≥0 est un C0−semi-groupe, alors avec le théorème
3.5 (ii) on voit qu’il existe ω ∈ R et M ≥ 1 tel que :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀)t ≥ 0.

Si ω < 0, alors nous obtenons :

‖T (t)‖ ≤Meωt ≤M , (∀)t ≥ 0.

Par conséquent on peut considérer que ω ≥ 0.

Nous noterons par SG(M,ω) l’ensemble des C0−semi-groupes {T (t)}t≥0 ⊂
B(E) pour lesquels il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀)t ≥ 0 .

Proposition 3.8. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-

mal. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et on a l’égalité

T (t)Ax = AT (t)x , (∀)t ≥ 0.

Preuve. Soit x ∈ D(A). Alors pour tout t ≥ 0, nous avons :

T (t)Ax = T (t) lim
h↘0

T (h)x− x
h

= lim
h↘0

T (h)T (t)x− T (t)x
h

.

Donc T (t)x ∈ D(A) et on a T (t)Ax = AT (t)x , (∀)t ≥ 0. �X

Remarque 3.9. On voit que

T (t)D(A) ⊆ D(A) , (∀)t ≥ 0.

Théorème 3.10. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors l’application

[0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E

est dérivable sur [0,∞), pour tout x ∈ D(A) et nous avons :

i)
d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x , (∀)t ≥ 0;

ii) T (t)x− x =
t∫

0

T (s)Ax ds , (∀)t ≥ 0.
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Preuve. i) Soient x ∈ D(A) , t ≥ 0 et h > 0. Alors :∥∥∥∥T (t+ h)x− T (t)x
h

− T (t)Ax
∥∥∥∥ ≤ ‖T (t)‖

∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax
∥∥∥∥

≤Meωt
∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥ .
Par conséquent :

lim
h↘0

T (t+ h)x− T (t)x
h

= T (t)Ax ,

d’où :
d+

dt
T (t)x = T (t)Ax , (∀)t ≥ 0.

Si t− h > 0, alors nous avons :∥∥∥∥T (t−h)x−T (t)x
−h

−T (t)Ax
∥∥∥∥ ≤ ‖T (t−h)‖

∥∥∥∥T (h)x−x
h

−Ax+Ax−T (h)Ax
∥∥∥∥

≤Meω(t−h)

(∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax
∥∥∥∥+ ‖T (h)Ax−Ax‖

)
.

Par suite :

lim
h↘0

T (t− h)x− T (t)x
−h

= T (t)Ax

et :
d−

dt
T (t)x = T (t)Ax , (∀)t ≥ 0.

Il s’ensuit que l’application considérée dans l’énoncé est dérivable sur [0,∞),
quel que soit x ∈ D(A). De plus, on a l’égalité :

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x , (∀)t ≥ 0.

ii) Si x ∈ D(A), alors nous avons :

d

ds
T (s)x = T (s)Ax , (∀)s ∈ [0, t] , t ≥ 0,

d’où :
t∫

0

T (s)Ax ds =

t∫
0

d

ds
T (s) ds = T (t)x− x , (∀)t ≥ 0. �X

Lemme 3.11. Soit {T (t)}t≥0 un C0−semi-groupe. Alors :

lim
h↘0

1
h

t+h∫
t

T (s)x ds = T (t)x

quels que soient x ∈ E et t ≥ 0.
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Preuve. L’égalité de l’énoncé résulte de l’évaluation :∥∥∥∥∥∥ 1
h

t+h∫
t

T (s)x ds− T (t)x

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥ 1
h

t+h∫
t

(T (s)− T (t))x ds

∥∥∥∥∥∥
≤ sup
s∈[t,t+h]

‖T (s)x− T (t)x‖

et de la continuité de l’application [0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E . �X

Proposition 3.12. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-

nitésimal. Si x ∈ E , alors
t∫

0

T (s)x ds ∈ D(A) et on a l’égalité

A

t∫
0

T (s)x ds = T (t)x− x , (∀)t ≥ 0.

Preuve. Soient x ∈ E et h > 0. Alors :

T (h)− I
h

t∫
0

T (s)x ds =
1
h

t∫
0

T (s+ h)x ds− 1
h

t∫
0

T (s)x ds

=
1
h

t+h∫
h

T (u)x du− 1
h

t∫
0

T (s)x ds

=
1
h

t+h∫
0

T (u)x du− 1
h

h∫
0

T (u)x du− 1
h

t∫
0

T (u)x du

=
1
h

t+h∫
t

T (u)x du− 1
h

h∫
0

T (u)x du .

Par pasage à limite pour h↘ 0 et compte tenu du lemme 3.11, nous obtenons :

A

t∫
0

T (s)x ds = T (t)x− x , (∀)t ≥ 0

et :
t∫

0

T (s)x ds ∈ D(A). �X

Théorème 3.13. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

i) D(A) = E ;
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ii) A est un opérateur fermé.

Preuve. i) Soient x ∈ E et tn > 0 , n ∈ N, tel que limn→∞ tn = 0. Alors :

xn =
1
tn

tn∫
0

T (s)x ds ∈ D(A) , (∀)n ∈ N,

d’où :

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1
tn

tn∫
0

T (s)x ds = T (0)x = x .

Par conséquent D(A) = E .
ii) Soit (xn)n∈N ⊂ D(A) tel que limn→∞ xn = x et limn→∞Axn = y. Alors :

‖T (s)Axn − T (s)y‖ ≤ ‖T (s)‖ ‖Axn − y‖ ≤Meωt ‖Axn − y‖
quel que soit s ∈ [0, t]. Par suite T (s)Axn −→ T (s)y, pour n → ∞, uni-
formément par rapport à s ∈ [0, t]. D’autre part, puisque xn ∈ D(A), nous
avons :

T (t)xn − xn =

t∫
0

T (s)Axn ds ,

d’où :

lim
n→∞

[T (t)xn − xn] = lim
n→∞

t∫
0

T (s)Axn ds ,

ou bien :

T (t)x− x =

t∫
0

T (s)y ds .

Finalement, on voit que :

lim
t↘0

T (t)x− x
t

= lim
t↘0

1
t

t∫
0

T (s)y ds = y .

Par suite x ∈ D(A) et Ax = y, d’où il résulte que A est un opérateur fermé.
�X

Théorème 3.14. Soient {T (t)}t≥0 un C0−semi-groupe, A son générateur in-

finitésimal et F ∈ B(E). Alors T (t)F = FT (t) pour tout t ≥ 0 si et seulement
si

FD(A) ⊆ D(A)
et

FAx = AFx , (∀)x ∈ D(A).
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Preuve. =⇒ Soit F ∈ B(E) tel que :

T (t)F = FT (t) , (∀)t ≥ 0

et x ∈ D(A). Alors, nous avons :

lim
t↘0

T (t)Fx− Fx
t

= lim
t↘0

FT (t)x− Fx
t

== lim
t↘0

F
T (t)x− x

t
.

Par conséquent Fx ∈ D(A) et on a AFx = FAx, pour tout x ∈ D(A).
⇐= Soit F ∈ B(E) tel que :

FD(A) ⊆ D(A)

et
AFx = FAx , (∀)x ∈ D(A).

Pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ D(A), définissons l’application :

[0, t] 3 s 7−→ U(s)x = T (t− s)FT (s)x ∈ D(A) .

Alors nous avons :
d

ds
U(s)x =

d

ds
[T (t− s)]FT (s)x+ T (t− s) d

ds
FT (s)x

= −[T (t− s)]AFT (s)x+ T (t− s)FAT (s)x = 0 ,

compte tenu de la commutativité. Par conséquent :

U(0)x = U(t)x , (∀)x ∈ D(A),

d’où on obtient :
T (t)Fx = FT (t)x ,

pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ D(A). Comme D(A) = E et T (t)F, FT (t) ∈ B(E)
pour tout t ≥ 0, nous obtenons :

T (t)Fx = FT (t)x ,

pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ E . �X

4. C0−semi-groupes différentiables

Par la suite, nous étudierons les propriétés des C0−semi-groupes pour les-
quels l’application ]0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E est différentiable, quel que soit
x ∈ E .

Définition 4.1. On dit que {T (t)}t≥0 est un C0−semi-groupe différentiable
(et notons {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω)) si l’application

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E
est différentiable, quel que soit x ∈ E .

Remarque 4.2. Avec le Théorème 3.10 nous avons vu que si {T (t)}t≥0 ∈
SG(M,ω)
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est un C0−semi-groupe avec le générateur A et x ∈ D(A), alors l’applica-
tion t 7−→ T (t)x est différentiable pour tout t ≥ 0. De plus, si t 7−→ T (t)x
est différentiable pour tous x ∈ E et t ≥ 0, alors D(A) = E et donc A est un
opérateur borné.

Théorème 4.3. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω) ;

ii) Im T (t) ⊂ D(A) , (∀)t > 0.

Preuve. i) =⇒ ii) Soient x ∈ E et t, h > 0. Puisque l’application :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)x ∈ E

est différentiable, la limite du rapport

T (t+ h)x− T (t)x
h

,

lorsque h ↘ 0, existe et est égale par définition avec AT (t)x. Par conséquent,
T (t)x ∈ D(A).
ii) =⇒ i) Considérons x ∈ E et t, h > 0. Comme T (t)x ∈ D(A), nous avons :

d+T (t)x
dt

= lim
h↘0

T (t+ h)x− T (t)x
h

= AT (t)x .

D’autre part, pour h ∈]0, t[ et δ ∈]0, t− h[ on a :∥∥∥∥T (t− h)x− T (t)x
−h

−AT (t)x
∥∥∥∥

=
∥∥∥∥T (t− δ)T (δ)x− T (t− h− δ)T (δ)x

h
−AT (δ)T (t− δ)x

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥ 1
h

 t−δ∫
t−h−δ

d

dτ
T (τ)T (δ)x dτ −

t−δ∫
t−h−δ

AT (δ)T (t− δ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥ 1
h

t−δ∫
t−h−δ

[AT (δ)T (τ)−AT (δ)T (t− δ)]x dτ

∥∥∥∥∥∥
≤ 1
h
‖AT (δ)‖

t−δ∫
t−h−δ

‖T (τ)x− T (t− δ)x‖ dτ

=
1
h
‖AT (δ)‖h ‖T (c)x− T (t− δ)x‖

= ‖AT (δ)‖ ‖T (c)x− T (t− δ)x‖ ,
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où c ∈ [t− h− δ, t− δ]. Par conséquent :

d−T (t)x
dt

= lim
h↘0

T (t− h)x− T (t)x
−h

= AT (t)x .

Donc {T (t)}t≥0 est un C0−semi-groupe différentiable. �X

Proposition 4.4. Soit {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω). Alors l’application

]0,∞) 3 t 7−→ T (t) ∈ B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. Soient x ∈ E et t1, t2 ∈]0,∞) tel que t1 < t2. Compte tenu du théorème
4.3, nous obtenons :

‖T (t1)x− T (t2)x‖ =

∥∥∥∥∥∥
t2∫
t1

d

ds
T (s)x ds

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
t2∫
t1

AT (t1)T (s− t1)x ds

∥∥∥∥∥∥
≤ ‖AT (t1)‖

t2∫
t1

Me(s−t1)ω‖x‖ ds .

Par suite, nous avons :

‖T (t1)− T (t2)‖ ≤ ‖AT (t1)‖M
t2∫
t1

e(s−t1)ω ds ,

d’où résulte la continuité uniforme de l’application considérée dans l’énoncé.
�X

Théorème 4.5. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω)et A son générateur infinitési-
mal. Alors :

i) pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ E , on a T (t)x ∈ D(An) et

AnT (t)x =
[
AT

(
t

n

)]n
x , (∀)t > 0;

ii) pour tout n ∈ N∗ l’application

]0,∞) 3 t 7−→ T (t) : E → D(An)

est n fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et

T (t)(n) =
dn

dtn
T (t) = AnT (t) ∈ B(E) , (∀)t > 0;

iii) pour tout n ∈ N∗ l’application

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)(n) ∈ B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme.
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Preuve. Prouvons les affirmations de l’énoncé par récurrence.
i) Avec le théorème 4.3, on voit que pour tout x ∈ E on a T (t)x ∈ D(A) et :

AT (t)x =
[
AT

(
t

1

)]1

x , (∀)t > 0.

Supposons que pour tout x ∈ E on ait T (t)x ∈ D(Ak) et :

AkT (t)x =
[
AT

(
t

k

)]k
x , (∀)t > 0.

Soient x ∈ E et δ ∈]0, t[. On voit que T (t− δ)T (δ)x ∈ D(A) et :

AT (t)x = AT (t− δ)T (δ)x = T (t− δ)AT (δ)x ∈ D(Ak) .

Par conséquent T (t)x ∈ D(Ak+1), (∀)t > 0. De plus :

Ak+1T (t)x = A
[
AkT (t− δ)T (δ)

]
x = A

[
T (t− δ)AkT (δ)

]
x

= AT (t− δ)
[
AT

(
δ

k

)]k
x .

Si δ =
kt

k + 1
, il vient :

Ak+1T (t)x =
[
AT

(
t

k + 1

)]k+1

x .

Finalement, nous obtenons (i).
ii) Pour n = 1, compte tenu du théorème 4.3 et de la proposition 4.4, il

résulte que l’application :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t) : E → D(A)

est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

T (t)′ = AT (t) , (∀)t > 0.

Comme A est un opérateur fermé et T (t) ∈ B(E), il résulte que AT (t) est
un opérateur fermé défini sur E . Avec le théorème du graphe fermé ([DS’67,
Theorem II.2.4, pag. 57]), on voit que AT (t) ∈ B(E), (∀)t > 0. Supposons que
l’application :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t) : E → D(Ak)

est k fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

T (t)(k) = AkT (t) ∈ B(E) , (∀)t > 0.



126 Ludovic Dan Lemle

De plus, avec la preuve précédente, on voit que T (t)x ∈ D
(
Ak+1

)
, pour tout

t > 0. Soient x ∈ E , ‖x‖ ≤ 1 et t > 0. Si h > 0 et δ ∈]0, t[, on a :∥∥∥∥∥T (t+ h)(k)
x− T (t)(k)

x

h
−Ak+1T (t)x

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥∥AkT (δ)T (t+ h− δ)x−AkT (δ)T (t− δ)x

h
−Ak+1T (δ)T (t− δ)x

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥AkT (δ)

1
h

[T (t+ h− δ)− T (t− δ)]x−Ak+1T (δ)T (t− δ)x
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥AkT (δ)
1
h

t+h−δ∫
t−δ

d

dτ
T (τ)x dτ −Ak+1T (δ)

1
h

t+h−δ∫
t−δ

T (t− δ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥AkT (δ)
1
h

t+h−δ∫
t−δ

AT (τ)x dτ −Ak+1T (δ)
1
h

t+h−δ∫
t−δ

T (t− δ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥ 1
h
Ak+1T (δ)

t+h−δ∫
t−δ

[T (τ)− T (t− δ)]x dτ

∥∥∥∥∥∥
≤
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥
h

t+h−δ∫
t−δ

‖T (τ)− T (t− δ)‖ ‖x‖ dτ

=
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥ ‖T (c)− T (t− δ)‖ ‖x‖ ,
où c ∈ [t− δ, t+ h− δ]. Il s’ensuit que :∥∥∥∥∥T (t+ h)(k) − T (t)(k)

h
−Ak+1T (t)

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥Ak+1T (δ)
∥∥ ‖T (c)− T (t− δ)‖ ,

où c ∈ [t− δ, t+ h− δ]. Par conséquent :

lim
h↘0

T (t+ h)(k) − T (t)(k)

h
= Ak+1T (t) , (∀)t > 0.

Si h > 0 tel que t− h > 0 et δ ∈]0, t− h[, alors nous avons :
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∥∥∥∥∥T (t− h)(k)
x− T (t)(k)

x

−h
−Ak+1T (t)x

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥∥AkT (δ)T (t− δ)x−AkT (δ)T (t− h− δ)x

h
−Ak+1T (δ)T (t− δ)x

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥AkT (δ)

1
h

[T (t− δ)− T (t− h− δ)]x−Ak+1T (δ)T (t− δ)x
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥AkT (δ)
1
h

t−δ∫
t−h−δ

d

dτ
T (τ)x dτ −Ak+1T (δ)

1
h

t−δ∫
t−h−δ

T (t− δ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥AkT (δ)
1
h

t−δ∫
t−h−δ

AT (τ)x dτ −Ak+1T (δ)
1
h

t−δ∫
t−h−δ

T (t− δ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥ 1
h
Ak+1T (δ)

t−δ∫
t−h−δ

[T (τ)− T (t− δ)]x dτ

∥∥∥∥∥∥
≤
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥
h

t−δ∫
t−h−δ

‖T (τ)− T (t− δ)‖ ‖x‖ dτ

=
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥ ‖T (c)− T (t− δ)‖ ‖x‖ ,

où c ∈ [t− h− δ, t− δ]. Il vient :∥∥∥∥∥T (t− h)(k) − T (t)(k)

−h
−Ak+1T (t)

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥Ak+1T (δ)
∥∥ ‖T (c)− T (t− δ)‖ ,

où c ∈ [t− h− δ, t− δ]. Par conséquent :

lim
h↘0

T (t− h)(k) − T (t)(k)

−h
= Ak+1T (t) , (∀)t > 0.

Il s’ensuit que T (t)(k) est différentiable pour la topologie de la convergence
uniforme et : (

T (t)(k)
)′

= T (t)(k+1) = Ak+1T (t) , (∀)t > 0.

Comme A est un opérateur fermé et AkT (t) ∈ B(E), il résulte que A
(
AkT (t)

)
est un opérateur fermé défini sur E . Avec le théorème du graphe fermé ([DS’67,
Theorem II.2.4, pag. 57]), on voit que T (t)(k+1) = Ak+1T (t) ∈ B(E), (∀)t > 0.
Finalement, on a obtenu (ii).
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iii) Soient x ∈ E avec ‖x‖ ≤ 1 et t > 0. Pour h > 0 et δ ∈]0, t[ nous obtenons :∥∥T (t+ h)′x− T (t)′x
∥∥ = ‖AT (t+ h)x−AT (t)x‖
≤ ‖AT (δ)‖ ‖T (t+ h− δ)− T (t− δ)‖ ‖x‖ ,

d’où il résulte :∥∥T (t+ h)′ − T (t)′
∥∥ ≤ ‖AT (δ)‖ ‖T (t+ h− δ)− T (t− δ)‖ .

De façon analogue, pour h > 0 et δ ∈]0, t− h[ nous obtenons :∥∥T (t− h)′x− T (t)′x
∥∥ = ‖AT (t− h)x−AT (t)x‖
≤ ‖AT (δ)‖ ‖T (t− h− δ)− T (t− δ)‖ ‖x‖ ,

d’où : ∥∥T (t− h)′ − T (t)′
∥∥ ≤ ‖AT (δ)‖ ‖T (t− h− δ)− T (t− δ)‖ .

Il est clair que l’application :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)′ ∈ B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Supposons que l’ap-
plication :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)(k) ∈ B(E)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Si h > 0 et δ ∈]0, t[,
alors nous avons :∥∥∥T (t+ h)(k+1)

x− T (t)(k+1)
x
∥∥∥ =

∥∥Ak+1T (t+ h)x−Ak+1T (t)x
∥∥

≤
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥ ‖T (t+ h− δ)− T (t− δ)‖ ‖x‖ ,
d’où il s’ensuit que :∥∥∥T (t+ h)(k+1) − T (t)(k+1)

∥∥∥ ≤ ∥∥Ak+1T (δ)
∥∥ ‖T (t+ h− δ)− T (t− δ)‖ .

D’autre part, pour h > 0 et δ ∈]0, t− h[ nous obtenons :∥∥∥T (t− h)(k+1)
x− T (t)(k+1)

x
∥∥∥ =

∥∥Ak+1T (t− h)x−Ak+1T (t)x
∥∥

≤
∥∥Ak+1T (δ)

∥∥ ‖T (t− h− δ)− T (t− δ)‖ ‖x‖
et on voit que :∥∥∥T (t− h)(k+1) − T (t)(k+1)

∥∥∥ ≤ ∥∥Ak+1T (δ)
∥∥ ‖T (t− h− δ)− T (t− δ)‖ .

Donc l’application :

]0,∞) 3 t 7−→ T (t)(k+1) ∈ B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. La propriété (iii) en
découle immédiatement. �X

Remarque 4.6. Si {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω), alors l’application

]0,∞) 3 t 7−→ T (t) ∈ B(E)
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est de classe C∞]0,∞).

Remarque 4.7. Si {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω), alors pour tout n ∈ N∗ on a

T (t)(n) = AnT (t) =
[
AT

(
t

n

)]n
, (∀)t > 0.

5. Propriétés spectrales des semi-groupes

5.1. Le cas des semi-groupes uniformément continus. Nous commençons
par quelques problèmes de théorie spectrale pour un semi-groupe uniformément
continu {T (t)}t≥0 ayant pour le générateur infinitésimal l’opérateur A ∈ B(E).

Théorème 5.1. Soient {T (t)}t≥0 un semi-groupe uniformément continu et A

son générateur infinitésimal. Soit λ ∈ C tel que Reλ > ‖A‖. Alors l’application

Rλ : E −→ E ,

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

définit un opérateur linéaire borné, λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x , pour tout
x ∈ E .

Preuve. Soit λ ∈ C avec Reλ > ‖A‖. Avec le corollaire 2.6 (i), on voit que :

‖T (t)‖ ≤ e‖A‖t , (∀)t ≥ 0.

De même, nous avons :∥∥e−λtT (t)x
∥∥ ≤ e−(Reλ−‖A‖)t‖x‖ , (∀)x ∈ E ,

et :
∞∫

0

e−(Reλ−‖A‖)t dt =
1

Reλ− ‖A‖
.

L’application Rλ est donc bornée et il est clair que Rλ est linéaire. Pour x ∈ E ,
nous avons :

RλAx =

∞∫
0

e−λtT (t)Ax dt =

∞∫
0

e−λt
d

dt
T (t)x dt

= −x+ λ

∞∫
0

e−λtT (t)x dt = −x+ λRλx ,
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d’où x = Rλ(λI −A)x, pour tout x ∈ E . Par conséquent Rλ(λI −A) = I.
De même, nous avons :

ARλx = A

∞∫
0

e−λtT (t)x dt =

∞∫
0

e−λtAT (t)x dt

=

∞∫
0

e−λtT (t)Ax dt = RλAx , (∀)x ∈ E .

Par suite, on a ARλx = RλAx = −x + λRλx, pour tout x ∈ E . Il en résulte
que (λI −A)Rλ = I. Par conséquent λ ∈ ρ(A) et Rλ = R(λ;A). �X

Définition 5.2. L’opérateur Rλ : E −→ E défini par

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt , λ ∈ C avec Reλ > ‖A‖,

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe uniformément continu
{T (t)}t≥0 ayant pour générateur infinitésimal l’opérateur A.

Remarque 5.3. On a :

{λ ∈ C |Reλ > ‖A‖} ⊂ ρ(A)

et :
σ(A) ⊂ {λ ∈ C |Reλ ≤ ‖A‖} .

De même, nous obtenons :

‖R(λ;A)‖ ≤ 1
Reλ− ‖A‖

pour tout λ ∈ C avec Reλ > ‖A‖.

Pour obtenir des représentations de type Riesz-Dunford, on a besoin d’une
classe spéciale de contours de Jordan.

Définition 5.4. Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure σ(A), s’appelle
un contour de Jordan A-spectral s’il est homotope avec un cercle Cr de centre
O et de rayon r > ‖A‖.

Théorème 5.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-
ment continu {T (t)}t≥0. Si ΓA est un contour de Jordan A-spectral, alors nous
avons :

T (t) =
1

2πi

∫
ΓA

eλtR(λ;A) dλ , (∀)t ≥ 0.
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Preuve. Soit ΓA un contour de Jordan A-spectral. Alors ΓA est homotope avec
un cercle Cr de centre O et de rayon r > ‖A‖. Par conséquent, on a :

1
2πi

∫
ΓA

eλtR(λ;A) dλ =
1

2πi

∫
Cr

eλtR(λ;A) dλ , (∀)t ≥ 0.

Compt tenu de la proposition 1.7 (iii), on voit que :

R(λ;A) =
∞∑
n=0

An

λn+1
,

uniformément par rapport à λ sur les sous-ensembles compacts de {λ ∈ C| |λ| >
‖A‖}, particulièrement sur le cercle Cr. On a :

1
2πi

∫
Cr

eλtR(λ;A) dλ =
1

2πi

∫
Cr

eλt
∞∑
n=0

An

λn+1
dλ =

∞∑
n=0

1
2πi

∫
Cr

eλt

λn+1
dλAn .

Appliquons la formule de Cauchy ([DS’67, pag. 228]) avec la fonction f(λ) =
eλt, nous obtenons :

1
2πi

∫
Cr

eλt

λn+1
dλ =

tn

n!
, (∀)n ∈ N .

Par conséquent :

1
2πi

∫
ΓA

eλtR(λ;A) dλ =
∞∑
n=0

tnAn

n!
= etA = T (t) , (∀)t ≥ 0. �X

Prouvons le théorème spectral pour les semi-groupes uniformément continus.

Théorème 5.6. Soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformé-
ment continu {T (t)}t≥0. Alors :

etσ(A) = σ (T (t)) , (∀)t ≥ 0.

Preuve. Montrons que etσ(A) ⊂ σ (T (t)) , (∀)t ≥ 0. Soit ξ ∈ σ(A). Pour λ ∈
ρ(A), l’application :

gξ(λ) =
eξt − eλt

ξ − λ
est analytique dans un voisinage de σ(A). Compte tenu du théorème 5.5, on
voit que :

eξtI − eAt = (ξI −A)gξ(A) .

Si eξt ∈ ρ (T (t)), alors il existe Q =
[
eξtI − T (t)

]−1 ∈ B(E). Par conséquent :

I = (ξI −A)gξ(A)Q ,
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d’où il résulte que ξ ∈ ρ(A), ce qui est absurde. Donc eξt ∈ σ (T (t)) et par suite
etσ(A) ⊂ σ (T (t)).

Montrons que σ (T (t)) ⊂ etσ(A). Soit µ ∈ σ (T (t)). Supposons par absurde
que µ 6∈ etσ(A). Alors pour λ ∈ ρ(A), l’application :

h(λ) =
(
µ− eλt

)−1

est définie sur un voisinage du σ(A). Donc :

h(A)
(
µI − etA

)
= I

et il en résulte que µ ∈ ρ (T (t)) et cela est absurde. Par suite µ ∈ etσ(A), d’où
σ (T (t)) ⊂ etσ(A). Finalement on voit que :

etσ(A) = σ (T (t)) , (∀)t ≥ 0 . �X

5.2. Le cas des C0−semi-groupes. Nous presentons maintenant quelques
propriétés spectrales des C0−semi-groupes. Dans la suite, pour ω ≥ 0 nous
désignerons par Λω l’ensemble {λ ∈ C |Reλ > ω }.

Théorème 5.7. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitési-
mal. Si λ ∈ Λω, alors l’application

Rλ : E −→ E ,

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

définit un opérateur linéaire borné sur E , λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x , pour
tout x ∈ E .

Preuve. Soit λ ∈ Λω. Puisque {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω), nous avons :

‖T (t)‖ ≤Meωt , (∀)t ≥ 0

et on voit que :∥∥e−λtT (t)x
∥∥ ≤ e−Reλt ‖T (t)‖ ‖x‖ ≤Me−(Reλ−ω)t‖x‖ , (∀)x ∈ E .

Définissons l’application :
Rλ : E −→ E ,

par :

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt .

Il est clair que Rλ est un opérateur linéaire. De plus, on a :

‖Rλx‖ ≤
∞∫

0

∥∥e−λtT (t)x
∥∥ dt ≤ M

Reλ− ω
‖x‖ , (∀)x ∈ E ,
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d’où il résulte que Rλ est un opérateur linéaire borné. Si x ∈ E , alors nous
avons :

T (h)Rλx−Rλx
h

=
1
h

∞∫
0

e−λtT (t+ h)x dt− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
1
h

∞∫
h

e−λ(s−h)T (s)x ds− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
eλh

h

 ∞∫
0

e−λsT (s)x ds−
h∫

0

e−λsT (s)x ds

− 1
h

∞∫
0

e−λtT (t)x dt

=
eλh − 1
h

∞∫
0

e−λsT (s)x ds− eλh

h

h∫
0

e−λsT (s)x ds .

Par passage à limite, on obtient :

lim
h↘0

T (h)Rλx−Rλx
h

= λRλx− x .

Il en résulte que Rλx ∈ D(A) et

ARλx = λRλx− x , (∀)x ∈ E ,

ou bien
(λI −A)Rλx = x , (∀)x ∈ E .

Si x ∈ D(A), alors nous obtenons :

RλAx =

∞∫
0

e−λtT (t)Ax dt =

∞∫
0

e−λt
d

dt
T (t)x dt

=
[
e−λtT (t)x

]∣∣∞
0

+ λ

∞∫
0

e−λtT (t)x dt = −x+ λRλx ,

d’où :
Rλ(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A).

Finalement, on voit que λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x , pour tout x ∈ E . �X

Remarque 5.8. On voit que pour tout λ ∈ Λω on a

Im R(λ;A) = Im Rλ ⊆ D(A).

Définition 5.9. L’opérateur

Rλ : E −→ E
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Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt , λ ∈ Λω,

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω).

Remarque 5.10. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors nous avons

{λ ∈ C |Reλ > ω } ⊂ ρ(A).

et

σ(A) ⊂ {λ ∈ C |Reλ ≤ ω } .

Lemme 5.11. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal.
Alors pour tout λ ∈ Λω et t > 0, l’application

Bλ(t) : E −→ E

Bλ(t)x =

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

définit un opérateur linéaire borné sur E vérifiant les propriétés suivantes :

(λI −A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ E

et :

Bλ(t)(λI −A)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ D(A).

De plus Bλ(t)T (t) = T (t)Bλ(t).

Preuve. Pour tout x ∈ E nous avons successivement :

‖Bλ(t)x‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

eλ(t−s)T (s)x ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
t∫

0

eReλ(t−s)‖T (s)‖‖x‖ ds

≤MeReλt‖x‖
t∫

0

e−(Reλ−ω)s ds <∞ .
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Comme la linéarité est évidente, il en résulte que Bλ(t) ∈ B(E), quels que soient
λ ∈ Λω et t > 0. Si x ∈ E et h > 0, alors nous obtenons :

T (h)− I
h

Bλ(t)x =
T (h)− I

h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

=
1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (h+ s)x ds− 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

=
1
h

t+h∫
h

eλ(t−τ+h)T (τ)x dτ − 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

=
eλh

h

t+h∫
h

eλ(t−τ)T (τ)x dτ − 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

=
eλh

h

 t+h∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ −
h∫

0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ

− 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

=
eλh

h

t+h∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ − eλh

h

t∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ

+
eλh

h

t∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ − 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds− eλh

h

h∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ

=
eλh

h

t+h∫
t

eλ(t−τ)T (τ)xdτ+
eλh − 1
h

t∫
0

eλ(t−s)T (s)xds− e
λh

h

h∫
0

eλ(t−τ)T (τ)xdτ

=
eλh

h

t+h∫
t

eλ(t−τ)T (τ)x dτ +
eλh − 1
h

Bλ(t)x− eλh

h

h∫
0

eλ(t−τ)T (τ)x dτ .

En passant à limite, on a :

lim
h↘0

T (h)Bλ(t)x−Bλ(t)x
h

= T (t)x+ λBλ(t)x− eλtx ,

d’où Bλ(t)x ∈ D(A) et :

(λI −A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ E .
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Si x ∈ D(A), alors nous avons :

Bλ(t)Ax =

t∫
0

eλ(t−s)T (s)Ax ds

=

t∫
0

eλ(t−s) d

ds
T (s)x ds = T (t)x− eλtx+ λBλ(t)x ,

d’où l’on tire :

Bλ(t)(λI −A)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ D(A).

De plus, nous obtenons que :

Bλ(t)D(A) ⊆ D(A)

et :
(λI −A)Bλ(t)x = Bλ(t)(λI −A)x , (∀)x ∈ D(A) ,

d’où :
ABλ(t)x = Bλ(t)Ax , (∀)x ∈ D(A).

Compte tenu du théorème 3.14, on voit que :

Bλ(t)T (t) = T (t)Bλ(t) , (∀)t ≥ 0. �X

On peut formuler maintenant le théorème spectral pour C0−semi-groupes.

Théorème 5.12. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

etσ(A) =
{
eλt
∣∣λ ∈ σ(A)

}
⊆ σ(T (t)) , (∀)t ≥ 0.

Preuve. Soit λ ∈ C tel que eλt ∈ ρ(T (t)). Alors on peut considérer l’opérateur
Q =

(
eλtI − T (t)

)−1 ∈ B(E). Compte tenu du lemme 5.11, on a :

(λI −A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ E

et :
Bλ(t)(λI −A)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ D(A).

Par multiplication avec Q à droite dans la première égalité et à gauche dans la
seconde, nous obtenons :

(λI −A)Bλ(t)Qx = x , (∀)x ∈ E

et :
QBλ(t)(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A).

Mais, avec le lemme 5.11, il en résulte que :(
eλtI − T (t)

)
Bλ(t) = Bλ(t)

(
eλtI − T (t)

)
,
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et nous voyons que QBλ(t) = Bλ(t)Q. Par conséquent :

(λI −A)Bλ(t)Qx = x , (∀)x ∈ E

et :
Bλ(t)Q(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A).

Il s’ensuit que λ ∈ ρ(A) et finalement on voit que :

ρ(T (t)) ⊂ etρ(A) , (∀)t ≥ 0,

ou bien :
etσ(A) ⊆ σ(T (t)) , (∀)t ≥ 0. �X

Remarque 5.13. Nous avons vu que pour les semi-groupes uniformément
continus on a l’égalité :

etσ(A) = σ(T (t)) , (∀)t ≥ 0.

Mais il existe des C0−semi-groupes pour lesquels l’inclusion du théorème 5.12
est stricte.

Définition 5.14. On dit que le C0−semi-groupe {T (t)}t≥0 est nilpotent s’il
existe t0 > 0 tel que T (t) = 0, pour tout t > t0.

Proposition 5.15. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) un semi-groupe nilpotent et
A son générateur infinitésimal. Alors σ(A) = ∅.

Preuve. Comme le C0−semi-groupe {T (t)}t≥0 est nilpotent, il existe t0 > 0 tel
que T (t) = 0, (∀)t > t0. Pour tout λ ∈ C et tout x ∈ E , on a :∥∥e−λtT (t)x

∥∥ ≤ e−ReλtMeωt‖x‖ , (∀)t ∈ [0, t0]

et comme :
∞∫
t0

e−λtT (t)x dt = 0 ,

on peut définir la transformée de Laplace :

Rλ : E −→ E

Rλx =

∞∫
0

e−λtT (t)x dt =

t0∫
0

e−λtT (t)x dt

pour tout λ ∈ C. Avec le théorème 5.7, il vient λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ;A)x,
pour tout x ∈ E . Donc ρ(A) = C, c’est-à-dire σ(A) = ∅. �X

Remarque 5.16. Pour un semi-groupe nilpotent {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) ayant
pour générateur infinitésimal l’opérateur A /∈ B(E), l’inclusion du théorème 5.12
est stricte.
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Théorème 5.17. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors :

σ(R(λ;A)) =
{

1
λ− ζ

∣∣∣∣ ζ ∈ σ(A)
}
∪ {0}

quel que soit λ ∈ Λω.

Preuve. Soient λ ∈ Λω et µ ∈ ρ(A), µ 6= λ. Définissons :

S : E −→ E
par :

S = (λ− µ)(λI −A)R(µ;A).
Comme S est un opérateur fermé, avec le théorème du graphe fermé, on voit
que S ∈ B(E). De plus, pour tout x ∈ E nous avons :

SR(λ;A)x = (λ− µ)(λI −A)R(µ;A)R(λ;A)x

= (λ− µ)(λI −A)R(λ;A)R(µ;A)x

= (λ− µ)R(µ;A)x

et :

R(λ;A)Sx = R(λ;A)(λ− µ)(λI −A)R(µ;A)x

= (λ− µ)R(λ;A)(λI −A)R(µ;A)x

= (λ− µ)R(µ;A)x .

Par conséquent SR(λ;A) = R(λ;A)S. De même, pour x ∈ E on a :

S

[
1

λ− µ
I −R(λ;A)

]
x = (λ− µ)(λI −A)R(µ;A)

[
1

λ− µ
I −R(λ;A)

]
x

= [(λI −A)R(µ;A)− (λ− µ)R(µ;A)]x

= (λI −A− λI + µI)R(µ;A)x

= (µI −A)R(µ;A)x = x .

De façon analogue, pour tout x ∈ E on peut montrer que :[
1

λ− µ
I −R(λ;A)

]
Sx = x .

Par conséquent :
1

λ− µ
∈ ρ(R(λ;A)) ,

d’où : {
1

λ− µ

∣∣∣∣µ ∈ ρ(A)− {λ}
}
⊂ ρ(R(λ;A)) .

Il s’ensuit que :

σ(R(λ;A)) ⊂
{

1
λ− ζ

∣∣∣∣ ζ ∈ σ(A)
}
∪ {0} .
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Réciproquement, soit λ ∈ Λω et µ ∈ C, µ 6= λ, tel que
1

λ− µ
∈ ρ(R(λ;A)).

Alors il existe R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
∈ B(E) et pour tout x ∈ D(A) nous avons :

R(λ;A)R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
x = R(λ;A)

[
1

λ− µ
I −R(λ;A)

]−1

x

=
[
R(λ;A)−1

]−1
[

1
λ− µ

I −R(λ;A)
]−1

x

=
{[

1
λ− µ

I −R(λ;A)
]
R(λ;A)−1

}−1

x

=
[

1
λ− µ

R(λ;A)−1 − I
]−1

x =
{
R(λ;A)−1

[
1

λ− µ
I −R(λ;A)

]}−1

x

=
[

1
λ− µ

I −R(λ;A)
]−1

R(λ;A)x = R

(
1

λ− µ
;R(λ;A)

)
R(λ;A)x .

Posons :

Q = R(λ;A)R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
.

Pour tout x ∈ D(A), nous avons :

(µI −A)Qx = (µI − λI + λI −A)R(λ;A)R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
x

= [(λI −A)R(λ;A)− (λ− µ)R(λ;A)]R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
x

= [I − (λ− µ)R(λ;A)]R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)
x

= (λ− µ)
[

1
λ− µ

I −R(λ;A)
]
R

(
1

λ− µ
;R(λ;A)

)
x = (λ− µ)x ,

d’où il résulte que :

1
λ− µ

(µI −A)Qx = x , (∀)x ∈ D(A).

De même, nous obtenons :

Q(µI −A)x = R(λ;A)R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)

(µI −A)x

= R

(
1

λ− µ
;R(λ;A)

)
R(λ;A)(µI − λI + λI −A)x

= R

(
1

λ− µ
;R(λ;A)

)
[R(λ;A)(λI −A)−R(λ;A)(λ− µ)]x
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= R

(
1

λ− µ
;R(λ;A)

)
[I − (λ− µ)R(λ;A)]x

= (λ− µ)R
(

1
λ− µ

;R(λ;A)
)[

1
λ− µ

I −R(λ;A)
]
x = (λ− µ)x ,

d’où :
1

λ− µ
Q(µI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A).

Par conséquent µ ∈ ρ(A)− {λ}. Il s’ensuit que :

ρ(R(λ;A)) ⊂
{

1
λ− µ

∣∣∣∣µ ∈ ρ(A)− {λ}
}
,

ou bien :{
1

λ− ζ

∣∣∣∣ ζ ∈ σ(A)
}
⊂ σ(R(λ;A)) , (∀)λ ∈ C avec Reλ > ω.

De plus, si 0 ∈ ρ(R(λ;A)), alors il existe (0I −R(λ;A))−1 ∈ B(E), d’où A ∈
B(E) ce qui est absurde. Par conséquent 0 ∈ σ(R(λ;A)) et donc{

1
λ− ζ

∣∣∣∣ ζ ∈ σ(A)
}
∪ {0} ⊂ σ(R(λ;A))

quel que soit λ ∈ Λω. Finalement, nous voyons que :

σ(R(λ;A)) =
{

1
λ− ζ

∣∣∣∣ ζ ∈ σ(A)
}
∪ {0} , (∀)λ ∈ Λω. �X

5.3. Le cas des C0−semi-groupes différentiables. Nous finissons cette
section avec le théorème spectral pour les C0−semi-groupes différentiables (voir
[LBPS’09]). Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) . Pour tout λ ∈ C et tout t > 0, nous
avons défini l’opérateur linéaire borné :

Bλ(t) : E −→ E

Bλ(t)x =

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds

et nous avons étudié ses propriétés avec le lemme 5.11. Si le C0−semi-groupe
{T (t)}t≥0 est différentiable, on peut montrer le résultat suivant.

Lemme 5.18. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω)et A son générateur infinitésimal.
Alors :
i) pour tout λ ∈ C et tout t > 0, l’opérateur Bλ(t) ∈ B(E) est indéfiniment
dérivable et

Bλ(t)(n) = λn

(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
, (∀)n ∈ N∗;
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ii) pour tout λ ∈ C et tout t > 0 on a

Bλ(t)(n)
T (t)(n) = T (t)(n)

Bλ(t)(n)
, (∀)n ∈ N∗.

Preuve. Montrons les affirmations de l’énoncé par récurrence.
i) Soient x ∈ E , λ ∈ C et t > 0. Alors :

Bλ(t)′x = λ

(
Bλ(t)x+

T (t)x
λ

)
.

Supposons que :

Bλ(t)(k)
x = λk

(
Bλ(t)x+

k−1∑
i=0

T (t)(i)
x

λi+1

)
.

Alors :

Bλ(t)(k+1)
x =

(
Bλ(t)(k)

x
)′

= λk

(
λBλ(t)x+ T (t)x+

k−1∑
i=0

T (t)(i+1)
x

λi+1

)

= λk+1

(
Bλ(t)x+

k∑
i=0

T (t)(i)
x

λi+1

)

et nous obtenons (i).
ii) Soient λ ∈ C et t > 0. Compte tenu du théorème 4.5, pour x ∈ E , on voit

que T (t)x ∈ D(An) et :

AnT (t)x = AnT

(
nt

n

)
x = AnT

 t

n
+
t

n
+ · · ·+ t

n︸ ︷︷ ︸
n fois

x

= An T

(
t

n

)
T

(
t

n

)
· · ·T

(
t

n

)
︸ ︷︷ ︸

n fois

x =
[
AT

(
t

n

)]n
x

=
[
T

(
t

n

)
A

]n
x = T

(
nt

n

)
An = T (t)Anx , (∀)n ∈ N∗,

parce que le semi-groupe commute avec son générateur infinitésimal. De même,
avec le lemme 5.11 il résulte que :

Bλ(t)T (t) = T (t)Bλ(t) .
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Alors pour x ∈ E , nous avons :

Bλ(t)(n)
T (t)x = λn

(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
T (t)x

= λn

(
Bλ(t)T (t) +

n−1∑
i=0

AiT (t)T (t)
λi+1

)
x

= λn

(
T (t)Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)AiT (t)
λi+1

)
x

= T (t)λn
(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
x

= T (t)Bλ(t)(n)
x , (∀)n ∈ N∗.

D’autre part, pour x ∈ D(A), nous avons :

Bλ(t)(λI −A)x = (λI −A)Bλ(t)x ,

d’où il résulte :

Bλ(t)Ax = ABλ(t)x .

Supposons que pour x ∈ D(Ak) nous avons :

Bλ(t)Akx = AkBλ(t)x .

Si x ∈ D(Ak+1), il vient :

Bλ(t)Ak+1x = Bλ(t)Ak(Ax) = AkBλ(t)Ax = AkABλ(t)x = Ak+1Bλ(t)x.

Il s’ensuit donc que :

Bλ(t)Anx = AnBλ(t)x ,

pour tout x ∈ D(An) et tout n ∈ N∗. De même, si x ∈ D(An), on a :

Bλ(t)(n)
Anx = λn

(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
Anx

= λn

(
Bλ(t)An +

n−1∑
i=0

AiT (t)An

λi+1

)
x

= λn

(
AnBλ(t) +

n−1∑
i=0

AnAiT (t)
λi+1

)
x

= Anλn

(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
x = AnBλ(t)x , (∀)n ∈ N∗.
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Finalement, pour x ∈ E nous obtenons :

Bλ(t)(n)
T (t)(n)

x =(n) AnT (t)x = AnBλ(t)(n)
T (t)x

= AnT (t)Bλ(t)(n)
x = T (t)(n)

Bλ(t)(n)
x , (∀)n ∈ N∗. �X

Maintenant nous présentons un théorème spectral pour C0−semi-groupes
différentiables.
Théorème 5.19[spectral mapping]. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SGD(M,ω)et A son
générateur infinitésimal. Alors pour tout n ∈ N∗ on a :(

etσ(A)
)(n)

:=
{
λneλt

∣∣λ ∈ σ(A)
}
⊆ σ

(
T (t)(n)

)
, (∀)t > 0.

Preuve. Pour λ ∈ C et t > 0, nous considérons l’opérateur

Bλ(t) : E −→ E

Bλ(t)x =

t∫
0

eλ(t−s)T (s)x ds .

Avec le lemme 5.18, on déduit que l’opérateur Bλ(t) ∈ B(E) est indéfiniment
dérivable et :

Bλ(t)(n) = λn

(
Bλ(t) +

n−1∑
i=0

T (t)(i)

λi+1

)
, (∀)n ∈ N∗.

Compte tenu du lemme 5.11, il résulte que :

(λI −A)Bλ(t)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ E

et que :
Bλ(t)(λI −A)x = eλtx− T (t)x , (∀)x ∈ D(A).

Pour tout n ∈ N∗ il s’ensuit que :

(λI −A)Bλ(t)(n)
x = λneλtx− T (t)(n)

x , (∀)x ∈ E

et :
Bλ(t)(n)(λI −A)x = λneλtx− T (t)(n)

x , (∀)x ∈ D(A).

Si λ ∈ C est tel que λneλt ∈ ρ
(
T (t)(n)

)
, alors on peut considérer :

Q =
(
λneλtI − T (t)(n)

)−1

∈ B(E) ,

pour tout n ∈ N∗. Par conséquent

(λI −A)Bλ(t)(n)
Qx = x , (∀)x ∈ E

et
QBλ(t)(n)(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A),
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pour tout n ∈ N∗. Mais, avec le lemme 5.18, il résulte :

Bλ(t)(n)
T (t)(n) = T (t)(n)

Bλ(t)(n)
, (∀)n ∈ N∗.

Donc :

λneλtBλ(t)(n) −Bλ(t)(n)
T (t)(n) = λneλtBλ(t)(n) − T (t)(n)

Bλ(t)(n)

et :
Bλ(t)(n)

(
λneλtI − T (t)(n)

)
=
(
λneλtI − T (t)(n)

)
Bλ(t)(n)

,

pour tout n ∈ N∗. Par suite :

Bλ(t)(n)
Q = QBλ(t)(n)

, (∀)n ∈ N∗

et nous voyons que :

(λI −A)Bλ(t)(n)
Qx = x , (∀)x ∈ E

et :
Bλ(t)(n)

Q(λI −A)x = x , (∀)x ∈ D(A) ,
d’où on obtient que λ ∈ ρ(A). Nous en déduisons que λ ∈ σ(A) implique
λneλt ∈ σ

(
T (t)(n)

)
pour tout n ∈ N∗. Par conséquent :{
λneλt

∣∣λ ∈ σ(A)
}
⊂ σ

(
T (t)(n)

)
,

ou bien : {(
eλt
)(n)

∣∣∣λ ∈ σ(A)
}
⊂ σ

(
T (t)(n)

)
et finalement : (

etσ(A)
)(n)

⊂ σ
(
T (t)(n)

)
,

pour tout n ∈ N∗ et tout t > 0. �X
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