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ABSTRACT. Let M be an orientable surface. Motivated by [12], we
construct a group, called the tunnel group of M, in a similar manner to
the braid group of M. We exhibit some short exact sequences related
to these groups, and also give an application to calculate the commen-
surator subgroups of the braid group B,D of the disc on n strings in
the surface braid group B,,M on m strings, where M is different from
the sphere and n < m.
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RESuMO. Neste artigo construimos um grupo similar ao grupo de
trangas de superficie que chamaremos de grupo de tiunel, seguindo a
idéia dada em [12]. Mostraremos algumas sequéncias exatas curtas
associadas com estes grupos assim como uma aplicagao ao calculo do
subgrupo comensurador do grupo de trancas do disco com n cordas
By, D no grupo de trangas de superficie B, M com m cordas, quando
M é orientavel distinta da esfera e n < m.

Introducgao

Os grupos de trancas do plano E? foram definidos por ARTIN [1], e muito es-
tudados em [2, 3]. Posteriormente, eles foram generalizados usando a definigéo
dada por FOX (com a nogao de espaco de configuragéo) a espagos topolégicos
arbitrarios [8]. Os grupos de trangas de superficies compactas, conexas sem
bordo tem sido amplamente estudados; tais grupos sao finitamente apresenta-
dos, e apresentagoes destes foram inicialmente obtidas em [6, 13]. Para uma
leitura inicial da teoria de trangas recomendamos [9, 10], livros que envolvem
aspectos geométricos e algébricos, usando pontos de vista diferentes.
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A teoria de trancas tem sido muito importante dentro e fora da matemaética,
aplicagoes desta teoria sao encontradas em diversas areas do conhecimento, ver
[5]. Como exemplo disto destacamos uma aplicacdo na teoria de homotopia,
onde os grupos de homotopia da esfera S? sao isomorfos com certos quocientes
de subgrupos de grupos de trancas chamados de grupos Brunnianos, ver [4].
Existem diversas variacoes ou generalizacoes destes grupos de trangas, como
exemplo podemos citar os grupos de Garside [5], e os grupos de trangas virtuais
[14]. Queremos expor neste texto o chamado grupo de tinel com £ cordas as-
sociado a uma superficie orientavel, Ty M, cuja construcao € similar aos grupos
de trancas de superficie.

Este artigo estd baseado em [12], trabalho que foi a fonte principal para a
dissertagdo de mestrado do autor [11], e motivagdo para o estudo dos grupos
de tuneis com a intenc¢ao de estender alguns teoremas ali descritos. Esperamos
também encontrar no futuro outras aplicagoes destes grupos.

Aprofundamos aqui o estudo do grupo de tinel e encontramos que tais gru-
pos de tunel admitem, de forma natural, subgrupos chamados de grupos de
tuneis puros. Conseguimos também um par de sequéncias exatas curtas simi-
lares com a sequéncia exata curta de trangas e com a sequéncia exata curta
de trangas puras induzida pela fibragao de Fadell-Neuwirth, as quais sao muito
importantes na teoria de trancgas.

Este texto estd dividido da seguinte maneira: na Secao 1 definiremos tiineis
geométricos e formamos o grupo de tunel de uma superficie orientavel, os ele-
mentos sao classes de homotopia de tineis geométricos. Na Se¢ao 2 mostraremos
que existe um epimorfismo o : TyM — X,;, chamaremos o ntcleo desta
aplicacao de grupo de tunel puro com £ cordas, PT;M. Também nesta secao
provaremos que existem sequéncias exatas curtas associadas com o grupo de
tinel e dois homomorfismos que conectam o grupo de tunel com o grupo de
trangas de uma superficie orientavel M. Finalmente, na Secao 3, daremos
uma aplicacao do que foi visto nas secoes anteriores no calculo do subgrupo
comensurador de B, D em B,, M, denotado por Cg_B,D.

m

1. Construindo o grupo de tinel

Durante todo este texto M representara uma superficie conexa orientavel,
podendo ser com bordo e D C M representard um disco mergulhado em M.
Para evitar patologias assumiremos que M é compacta, ou pelo menos que
é uma variedade compacta “perfurada”, ou seja, M é homeomorfa a uma 2-
variedade compacta, eventualmente com um conjunto finito de pontos removi-
dos do interior de M. Lembremos a definigao de tunel dada em [12].

Sejam Py,..., P, € M\ D. Um tinel (geométrico) com ¢ cordas sobre a
superficie orientdvel M baseado em (D; Py, ..., Pp) é uma aplicagdo

H:DU{P,,...,P} x[0,1] — M
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tal que

(1) H(x,0) = H(x,1) = z, para todo x € D,

(2) H(P;,0) =P, e H(P;,1) € {Py,..., P}, paratodo P, € {P,..., P},

(3) H(z,t) # H(y,t), para todo z,y € DU{Py,..., P}, x # y, e para
todote[, 1].

Quando o conjunto {P,..., P} for vazio, definimos um tinel (sem cordas)
sobre M baseado em D como antes, mas desconsiderando a condicao 2.

Notemos que se Q1,...,Q, s&o m pontos distintos no interior do disco
D, entdo a restri¢ao da aplicacao H acima a {Q1,...,Qm, P1,..., Pe} x [0,1]
fornece uma tranca geométrica com m + £ cordas sobre M.

Dado um tinel com ¢ cordas H podemos associar claramente uma per-

mutagdo o no grupo simétrico dos elementos {P,..., P}, denotado por ¥,
da seguinte forma: o(P;) = H(F;, 1).
Exemplo 1. Consideremos M como sendo o disco e £ = 3. Para efeitos de
visualizacdo podemos desenhar os tdneis no espago M x [0,1]. Na Figura 1
temos um desenho de um tinel geométrico com 3 cordas sobre o disco baseado
m (D; Py, Py, P;). Observemos que a permutacio associada a este tinel é
(132).

Também podemos notar que se ) é o centro do disco, entao a restricao do
tunel ao conjunto {Q, P1, P2, P3} x [0,1] é a tranca sobre o disco com 4 cordas,

uma delas dada pela linha pontilhada na figura, com a mesma permutacao
associada (1 3 2).

FicUurA 1. Tunel geométrico com 3 cordas sobre o disco.

Existe uma nocao natural de homotopia de tiineis como descrita na sequéncia.
Sejam Hy,Hs : DU{Py,..., P} x[0,1] — M dois tineis com mesma per-
mutacao o. Dizemos que Hi, Hy sao homotdpicos se existem ¢ + 1 aplicagoes
continuas Fy, F1, ..., Fy, onde paratodoi=1,...,¢,

Foy: DX[O 1] [0,1]—>M6FZ{Pl}X[O,].]X[O,].]—>M

verificam as condigoes:
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Fy(x,s,0) = Hi(z,s), Fo(z,s,1) = Ha(x,s), para todo = € D e para
todo s € [0,1],

Fo(z,0,t) = Fy(z,1,t) = x, para todo z € D e para todo ¢t € [0, 1],
F;(P;,s,0) = Hi(P;,s), Fi(P;,s,1)= Hy(P;,s), para todo s € [0,1],
Fi(P;,0,t) = P, Fi(P;,1,t) = Hi(P;,1) = Ha(P;, 1), para todo t €
[0,1],

e tais que se definimos
HY:DuU{P,...,P} x[0,1] — M, por

H(x,s) = Fy(z, s,t), para todo x € D e para todo s € [0,1], e
H{(P;, s) = F;(P;, s, t), para todo s € [0,1], e para todo i = 1,..., ¥,

[ ]

[ ]
entdao H} é um tinel geométrico com ¢ cordas (com permutagao o) para cada
0<t<1.

Dizemos que dois tineis geométricos estao relacionados se existe uma homo-
topia entre eles, esta relacao é uma relagao de equivaléncia. Podemos formar
assim o conjunto de classes de equivaléncia de tineis homotépicos, vamos mu-
nir este conjunto com uma operacao dada por concatenagdo, como em trangas.
Verifica-se facilmente que os axiomas de grupo sao satisfeitos, o elemento neu-
tro é o representante do tunel geométrico dado pela aplicagao identidade e
o elemento inverso de um tunel A, com representante H, é a classe do tunel
geométrico H tal que H(z,s) = H(x,1— s).

O grupo de tunel com £ cordas sobre a superficie orientdvel M baseado em
(D; Py,...,Pp) é o grupo

T,M = T,M(D; P;,...,P,)

cujos elementos sdo as classes de homotopia de tuneis com ¢ cordas sobre M
baseados em (D; Py, ..., Pp).

Observemos que, embora o conjunto { Py, ..., Py} seja vazio, podemos definir
tineis geométricos sobre uma superficie orientdvel M. Como acima, podemos
formar um grupo com as classes homotdpicas destes elementos e denotamos tal
grupo por ToM = ToM (D).

2. Sequéncias associadas ao grupo de tinel e tineis puros

Queremos obter sequéncias exatas curtas em grupos de tunel, similares com
aquelas que encontramos na teoria de grupos de trancas e que sdo ferramentas
fortemente usadas nesta teoria.

A aplicagao o : TyM — ¥y, que associa a cada tunel i a permutagao
associada com um tunel geométrico representante H, é um epimorfismo. De-
notamos o ntcleo de o por PT;M e o chamamos de grupo de tuneis puros com
¢ cordas. Obtemos assim uma sequéncia exata curta para ttuneis

g

1—— PT@M TZM

DY, 1.
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No caso em que o conjunto { P, ..., Py} é vazio convencionaremos que PToM =
ToM.

Denotemos por B,,M o grupo de trancas com m cordas sobre a superficie
M e por PB,, M o subgrupo de B,,M chamado de grupo de trancas puras (ou
coloridas) com m cordas sobre a superficie M, ver [9, 10].

Observagao 2. Se Q1,...,Q.,, sao pontos pertencentes ao interior do disco
D, e se tem-se uma homotopia de tuneis com ¢ cordas entdao essa homotopia
se restringe a uma homotopia de trangas (cujos pontos bases sdo Q1,. .., Qm,
Py, ..., P), e portanto as trancas geométricas associadas representam o mesmo
elemento em B, M.

Exemplo 3. Consideremos neste exemplo um tunel geométrico com ¢ cordas
H baseado em (D; Py,..., P;) sobre uma superficie M orientdvel arbitraria.
Construimos H da seguinte forma, sobre o conjunto {P,..., Py} x [0,1] defi-
nimos caminhos constantes, e sobre D x [0, 1] definimos a aplicagdo que faz no
tempo [0, 1] uma rotagao de 27 no disco D, como ilustra a Figura 2.

F1GURA 2. Tunel geométrico sobre a superficie M.

A classe h do tunel geométrico H pertence ao subgrupo de tineis puros,
ou seja a permutagao associada a este tunel é trivial. Mas o tinel H nao
é homotopico com o tunel identidade, verifiquemos no caso extremo £ = 0
que H restrita a D x [0,1] ndo é homotépica com a aplicagdo identidade I :
D x[0,1] — M.

De fato, se existisse uma homotopia F' entre estas duas aplicagoes, entao
a restricao de F' a trés pontos dentro do disco daria uma homotopia entre as
trangas da Figura 3 o que é absurdo. O caso de M = S? é garantido por [7],
veja também [9, Teorema 6.1, Capitulo .

Notemos que [Ty M : PT;M] = ¢! como acontece de forma similar nos grupos
de trangas. Seja 0 < r < { e consideremos as seguintes aplicacoes naturais,
induzidas por aplicagoes geométricas,

a:PBy_(M\ (DU{Py,...,P})) — PT,M,
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F1curaA 3. Trangas ndo homotdpicas sobre a superficie M.

6: PTyM — PT.M,

onde « ¢é induzida por uma aplicagao geométrica que “coloca” caminhos cons-
tantes em D, Py, ..., P., e 8 é induzida por uma aplicacdo geométrica que “es-
quece” os ¢ — r ultimos caminhos. No caso em que r = 0 tomamos o conjunto
de pontos { Py, ..., P} vazio.

Proposigao 4. SeM;zféS2 e0<r<flouseM=25%2e2<r<{ entdoa
seguinte sequéncia é exata

| — = PBy_(M\(DU{P,,...,P})) —>PT,M —~ PT,M — > 1.

Demonstragcao. Dado h € PTyM sabemos que dado H um tinel geométrico
representante de h, a restrigdo de H ao subconjunto {Q, P1,..., P}, onde Q é
o centro do disco D, define uma tranga geométrica

b= (H(Q,t), H(P1,t),...,H(Py,1)).
Consideramos assim o homomorfismo & : PTyM — PBy11 M tal que k(h) = f
onde f é a classe de equivaléncia de b.
E claro que M\ (DU{P,..., P.}) é homeomorfo com M\ ({Q, Py,..., P.}),
entao podemos dizer que
PBi—w(M\(DU{Py,...,P}))=PBe_r(M\ ({Q, Py,...,P-})).

Portanto, que o é um monomorfismo segue do seguinte diagrama comutativo

PBy (M \ (DU{Py,...,P})) —— PT,M

| |

PBe_(M\({Q. P1, .., P,})) —= PBes1 M.

De fato, a aplicacdo que se encontra na linha de baixo desse diagrama comu-
tativo, ao nivel de grupos de trancas, ¢ um monomorfismo devido & sequéncia
exata curta de trancas puras induzida pela fibracdo de Fadell-Neuwirth, ver
[9, 11].
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Provemos que 3 é um epimorfismo. Sejam h € PT, M um tinel puro e H um
representante de h. Entdo, H é uma aplicagao definida em (DU{ Py, ..., P.}))x
[0,1]. Estendemos H a uma aplicacio H : DU {Py,...,P,,Pry1,... P} X
[0,1] — M pondo caminhos constantes em P.y1,..., Py, e se for necessario,
por meio de uma “ligeira homotopia” evitamos que H(P;,t) = P;, para todo
i€{l,...,r}, paratodo t € [0,1] e para todo j € {r+1,...,¢}. Logo, H éum
tunel geométrico com £ cordas e sua classe de equivaléncia h pertence a PTyM

e satisfaz B(h) = h.

Vamos demonstrar agora que o ntcleo de 3 é igual a imagem de «. Suponha-
mos que h pertence ao nucleo de 3, entdo G(h) = 1. Ou seja, podemos escolher
um representante H de h o qual tem caminhos constantes em Py,..., P. e um
caminho constante “gordo” em D. Se considerarmos a tranga b = (b,41,...,bs)
dada por b;(t) = H(FP;,t), com j =r+1,...,¢, teremos que, para a classe de
b que chamaremos de f, a(f) = h. Por outro lado, tomemos h na imagem de
a, entdo h = «a(f) para algum f € PB;_.(M \ (D U{Py,...,P.})). Portanto,
h tem um representante geométrico H tal que H(D,t) e H(P;,t) é constante
para todo ¢ € [0,1] e para todo P; € {Py,..., P.}. Logo, G(h) = 1. ]

Observacao 5. Notemos que o tunel geométrico do Exemplo 3 nao é ho-
motoépico com o tunel identidade, mas as classes de ambos tineis sao levados
pela aplicacao & no elemento identidade de PByy1 M. Portanto, & nao é um
monomorfismo.

A sequéncia exata curta obtida na proposicdo anterior é andloga com a
famosa sequéncia exata curta de trancas puras induzida pela fibragao de Fadell-
Neuwirth.

Na sequéncia, queremos definir um par de aplicagbes que fazem conexao
entre grupos de tunel e grupos de trancas. A primeira aplicagao é igual aquela
que encontramos em [12]. Definimos um homomorfismo

7 BuD x TyM — Byy oM

como segue: sejam f € B, D e h € TyM, suponhamos que os pontos base para
as trancas em B,D sdo {Q1,...,Q@Q,}. Sejam H um tinel sobre M baseado
em (D; Py,..., P;) que representa h e b = (by,...,by,) uma tranga sobre D que

representa f. Seja b= (b1,...,bn,¢1,...,C¢) uma tranga sobre M definida por
e bj(t) = H(bj(t),t), para todo j € {1,...,n} e para todo t € [0, 1],
e ¢;(t) = H(P;,t), para todo i € {1,...,¢} e para todo t € [0,1].

Entao, 7(f, h) é o elemento de B,,1¢M representado por b.

Propriedades 6. Destacamos algumas propriedades da aplicacao T definida
anteriormente.
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(1) Sejam 1 o elemento neutro em T,M e f € B, D, entao 7(f,1) = f,
onde f é a tranca de B, ¢M que pode ser representada geometrica-
mente por uma tranga com as primeiras n cordas correspondentes a um
representante de f e as ultimas { cordas constantes. Por simplicidade
na notacao, niao vamos distinguir f e f.

(2) Sejam 1 o elemento neutro em B,D e h € T;M, entao 7(1,h) é a
classe de tranca em B, ¢M correspondente ao representante de tiinel,
restrito aos pontos @;, para todo i = 1,...,n, e aos pontos P;, para
todoi=1,...,¢.

(3) Sejam f € B,D e h € T,M. Entao, 7(f,h)~! = 7(f~1,h~!). Esta é
uma propriedade direta do homomorfismo entre grupos.

A segunda aplicagao é uma ligeira generalizagao do homomorfismo k cons-
truido em [12]. Como no caso do grupo de tinel podemos definir um homo-
morfismo o : B, M — X,,. Denotamos por

B’IT+ZM:B:+;€M(Q1)'"7Q7‘7P1)"'7P€)

o subgrupo de B, ¢M = B4 M (Q1,...,Qr, P1,..., P;) formado pelas trangas
g € B,1oM tais que o(g9)(Q;) = Qi, para todo i = 1,...,r. Notemos que
By, ,M ¢ formado pelas trangas de B,,,M tais que a colecdo das primeiras r
cordas é uma tranga pura sobre M.

Suponhamos que os pontos Q1,...,Q, pertencam ao disco mencionado na
definicao de tunel. Definimos um homomorfismo

kp : TeM — By M
como segue: sejam h € TyM e H um tunel sobre M baseado em (D; Py, ..., P)
que representa h. Seja b= (b1,...b.,c1...,¢¢) a tranca definida por
e b;(t) = H(Q,,t), para j € {1,...,r} e para todo t € [0, 1],
e ¢;(t) = H(P;,t), parai € {1,...,0} e para todo ¢ € [0, 1].
Entdo, x,(h) é o elemento de B ,M representado por b.

Observemos que quando 7 = 1 a aplicagao k; é exatamente a aplicacao k
definida em [12], portanto de agora em diante assumimos que k1 = k.

3. Uma aplicagao do grupo de tunel

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto formado pelos
elementos g € G tais que gHg~' N H tem indice finito em gHg™ ' e em H, é um
subgrupo de G chamado o subgrupo comensurador de H em G, que denotamos
por Cq(H).

Denotemos por Zg(H), e Ng(H) o centralizador de H em G, e o norma-
lizador de H em G, respectivamente. O seguinte resultado relacionando tais
subgrupos de G pode ser demonstrado facilmente.

Proposicao 7. Zg(H) C Ng(H) C C(H).
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Mostraremos como aplicar o grupo de tinel para calcular o subgrupo comen-
surador do grupo de trancas B, D em B,,M, com n < m, no caso em que M
é uma superficie orientavel distinta da esfera. Os resultados aqui descritos sao
encontrados em [12].

Usemos inicialmente o homomorfismo 7 : B,D x T,,,_nM — B, M, e
denotemos por Cy, ;—n M a imagem de 7. Sejam f, f' € B,D e h € Ty,,—, M.
Entao,

T(fh) - f-r(f ) =T(ff L) = £ f7 € BaD.

Podemos usar o anterior para provar que

Cn,m—nM g NBmM(BnD)-

De fato, dado g € Cy, jp—n M existem f € B, D e h € Ty,,_, M tais que 7(f, h) =
g € B,,M. Seja f’ € B, D, entdo pelo comentado acima gf'g~! € B, D. Logo,
gB,Dg~! C B, D. Além disso, se f' € B,, D, sabemos que f' = g(g~'f'g)g™* =
gf"g™t, com f" = (g~ 'f'g) € B,D pelo comentado acima. Logo, B,D C
gB.Dg~ . Como consequéncia temos que gB, Dg~' = B, D, ou seja, g pertence
ao normalizador N, (B, D).

Portanto C, y—n M C Np, m (B, D) e ainda mais Cy, yp—nM C Cp,, p(BpD)
pela Proposigao 7. Na realidade Cp,,am(BnD) = Np,, m(BnD) = Cpm—nM,
como mostra o seguinte teorema.

Teorema 8. Sejam n > 2 e M uma superficie orientavel distinta da esfera S?.
Entao,
CB,,m(BnD) = Np,,m(BnD) = Cpyp—n M.

E claro que se n = 1, entdo Cp, v(B,D) = B, M. Para demonstrar o
Teorema 8 é fundamental provar o seguinte lema. Oferecemos aqui uma prova
alternativa & dada em [12], usando as propriedades e as sequéncias associadas

com o grupo de tunel descritas anteriormente.

Lema 9. Seja M uma superficie orientdvel distinta da esfera S?. O morfismo
k: TyM — By, M é sobrejetor.

A idéia usada na prova do lema é um argumento classico da teoria de trancas,
envolvendo toda a ferramenta das sequéncias construidas para tais grupos. O
tinel construido no Exemplo 3 garante que k ndo é um monomorfismo.

Observagao 10. Até o momento nao sabemos se resultados similares aos dois
anteriores valem para superficies ndo orientaveis.
Demonstracao do Lema 9. Consideremos o seguinte diagrama comutativo

1 PT,M T/ M b 1

L

1—— PBiy M —— Bl}-i-lM — Y, ——1,
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onde Ay é a restricdo da aplicacao k ao subgrupo PTyM. Desse diagrama
comutativo temos que se Ky é um epimorfismo, entao pelo lema dos cinco segue
que x também é um epimorfismo.

Seja @ € D, vejamos agora o seguinte diagrama comutativo, onde a sequéncia
exata curta da linha de acima é garantida pela Proposicdo 4 comr =¢—1, e
a outra sequéncia exata curta é dada pela fibracao de Fadell-Neuwirth.

| ——=m(M\(DU{P,,....P.}) —* = PT,M — 2 = PT, \M — 1

| -

1—>7T1(M\{Q,P1,...,Pr})%PB[.i_lM%PB[M%l.

Por um argumento indutivo, usando o lema dos cinco, podemos provar que Ry
é um epimorfismo. Portanto basta demonstrar o caso £ = 0 para mostrar que
o homomorfismo « : ;M — By, ;M é um epimorfismo.

Mostremos entao que kg : PToM — PB1M = w1 (M, Q) é um epimorfismo.
Sejam « € m(M,Q) e f: (S',1) — (M, Q) um caminho que representa a,
podemos escolher tal caminho de forma que f(S') N OM = @, talvez usando
uma “ligeira homotopia”.

Existe uma vizinhanga tubular do caminho f inteiramente contida no inte-
rior de M. Seja D um disco em M com centro em @ que faz parte da vizi-
nhanga tubular. Podemos pensar na vizinhanga tubular como uma aplicagao
H : D x [0,1] — M tal que ﬁ(x,O) = ﬁ(x,l) para todo z € D, pois

H(D,0) é homeomorfo com H(D,1). Portanto H satisfaz as condicoes de
tinel geométrico.

O problema consiste em que temos um disco D fixado na definigdo de tunel.
Se o disco D estd contido no disco D, basta definir H como sendo a restri¢io
de H ao disco D, tal H é um tunel geométrico e satisfaz xo(h) = a, com h a
classe de equivaléncia de H.

Agora, suponhamos que o disco D esté contido no disco D. Sabemos que
D e D sio homeomorfos, portanto existe uma aplicacio bi-continua e bijetora
Y. D — D que transforma um disco no outro. Tal deformacao pode ser
expressa por meio de uma homotopia ¢ : D x [0,1] — M tal que ¢(z,0) =z
e o(x,1) = 9(x). Definamos a aplicagdo H da seguinte forma:

o(x, 3t), se 0 <t <1/3,

H(z,t)=¢ H(z,3t—1), sel/3<t<2/3,
o(x,3(1 —1t)), se2/3<t<1.
Tal aplicagao estd bem definida, satisfaz as condigdes de tinel geométrico e se
h é a classe de equivaléncia de H, entao ko(h) = a. Logo, ko é um epimorfismo,
como queriamos provar.

Pelo Lema 9, podemos fixar uma segdo (entre conjuntos) ¢g : Bl}_HM —
TyM de k. O Teorema 8 é uma consequéncia direta do seguinte lema, o qual é
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provado em [12]. Para a prova de tal lema é indispensédvel que o homomorfismo
K seja sobrejetor.

Lema 11. Sejam n > 2 e M uma superficie orientdvel distinta da esfera S?.
Seja g € Cp,, v(ByD). Existem f € B,D eu € B} 1M tais que

m—n+
g9 =7(f,w0(w)).

Demonstrac¢io do Teorema 8. J& provamos que Cy m—nM C Np, p(BnD) C
Cp,,m(BrnD). Sejamn > 2eg € Cp, m(BpD), pelo Lema 11 existem f € B, D
ew € B _, . M tais que g = 7(f,0(u)), ou seja, g € Cpm—nM. Logo,
Copm—nM = Np, vi(BnD) =Cg, m(B,D). ™

Denotemos por Z, m,—nM a imagem por 7 de Z(B,D) X Tp,—,M, onde
Z(BpD) é o centro do grupo B, D. Temos que,

Zn,m—nM g ZBmM(BnD)-

De fato, dado g € Z,, y,—nM, existem f € Z(B,D) e h € T,,,_,M tais que
7(f,h) =g € ByM. Seja ' € B, D, entao

T(fvh) 'f/ = T(.ﬁh)T(f/al) = T(fflvh) :T(f,fvh) = f/T(fah)'
Logo, Zpm-nM C Zp, pm(BnD).

Coroldario 12. Sejam n > 2 e M uma superficie orientavel distinta da esfera
S2. Entao,
Zp, m(BnD) = Zy, p—n M.

Demonstragdo. Provamos acima que Z, y—n M C Zp, (B, D). Inversamente,
se g € Zp,,m(BnD), entao g € Cp m_nM pela Proposicao 7 e o Teorema 8,
e portanto existem f' € B,D e h € T,,_,M tais que 7(f',h) = g € B, M.
Provemos que f’ € Z(B,D). Como 7(f',h)7(f,1) = 7(f,1)7(f’, h) para todo
f € B.D, entao 7(f'f,R)7((ff)~t,h~1) = 1, donde segue que f'f = ff’,
para todo f € B,D. Logo, ' € Z(B,D) e como consequéncia g = 7(f’', h) €
Zn,m—nM-

Em [12] prova-se o seguinte teorema, que d4 uma descri¢do para o comen-
surador Cp, m(B,D).

m

Teorema 13. Sejam n > 2 e M uma superficie com bordo nao vazio ou um
toro. Entao,
Crym—nM ~ B}, .M x B,D e

Znm-nM ~ B} M x Z(B,D).

Continuamos trabalhando para estender a defini¢do de tinel as superficies
nao orientaveis, o intuito é que a estrutura algébrica seja um pouco mais fraca,
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a saber de grupdide. Esperamos que, com esta definicao possamos alcancar
resultados similares ao descrito no Teorema 8. Também estamos tentando
provar outras propriedades e relacionar outros fatos de grupos de trangas a
estes grupos de tunel construidos.
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