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ABSTRACT. Quadratic reciprocity law is one of the most useful and
fruitful theorems in number theory. It was stated in 1754 by EULER
and proven by the first time by GAUSS in 1796. In this work we make a
brief historical reconstruction of the steps behind the formulation and
later proof of this remarkable result.
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RESUMEN. La ley de reciprocidad cuadratica es uno de los resultados
mads utiles y prolificos en teoria de nimeros. Fue enunciada por EULER
en 1754 y fue probada por primera vez por GAUSS en 1796. En este
trabajo hacemos una breve reconstruccién histérica de los pasos con-
ducentes a la formulacién y posterior demostracién de este magnifico
resultado.

1. Introduccién

Laley de reciprocidad cuadratica es uno de los resultados més 1tiles y prolifi-
cos de la teorfa de ntimeros. Desde que fue enunciada (explicitamente) en 1772
por EULER ha sido materia de estudio de numerosos personajes. Se puede afir-
mar que la teoria de nimeros moderna comenzo con el descubrimiento de la
ley de reciprocidad cuadratica. En este documento ilustramos al lector sobre
algunos de los pasajes més relevantes de esta interesante historia.

Empezaremos con algunas definiciones pertinentes tales como la de resto
cuadratico y la del simbolo de Legendre. Luego recordaremos parte de los tra-
bajos de DIOFANTO, FERMAT, EULER, LEGENDRE, GAUSS y EISENSTEIN en
torno a la ley de reciprocidad cuadratica. En la parte final de este trabajo
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presentamos una de las pruebas de este resultado obtenida por EISENSTEIN en
1845.

Definicién 1.1. Si existe un z tal que 22 = a (mdd q), se dice que a es un

residuo o resto cuadratico de ¢ (o médulo ). Si no existe tal z, se dice que
a no es un resto cuadratico de gq.

En 1798 LEGENDRE, propone el siguiente simbolo para describir esta rela-
cién. Sea a € Z y p un numero primo impar, entonces

si @ es resto cuadratico médulo p ;

L
a .
():: 0, sipl|a;
b

1, sia no es resto cuadratico médulo p .

Dados p y g dos primos impares distintos, la ley de reciprocidad cuadratica
(LRC de aquf en adelante) afirma que:

Sip o g son de la forma 4k+1, entonces p es un resto cuadratico
de ¢ si y sélo si g es un resto cuadratico de p. Si ambos, py ¢
son de la forma 4k + 3, entonces p es un resto cuadratico de ¢
si y sélo si ¢ no es un resto cuadratico de p.

En términos del simbolo de Legendre esto se expresa asi:

<Iq)) = (~1)3P-D3(@D <Z) _

Existen ademaés dos leyes complementarias:

(2)-cor v (@)

2. Diofanto (;250 a.c.?)

En el problema XIV del libro 6 de la Arithmetica de DIOFANTO se prueba
que la ecuacién 22 + 4% = 15 no tiene soluciones enteras. Este hecho, elemental
al considerar las posibilidades para = y y, se puede obtener también como
consecuencia del siguiente teorema:

Si @ es un entero de la forma 4n + 3, la ecuacién a = 22 + y?
no tiene soluciones enteras.

En particular, si p es un primo de la forma 4n + 3, la ecuacién p = x> +y? no
tiene soluciones enteras. O, de manera equivalente,

Teorema 2.1. Si p # 2 y la ecuacién p = x? + y? tiene soluciones enteras,
entonces p = 4n + 1 para algiin n € Z.

Veremos més adelante que usando el hecho de que Z/pZ es un cuerpo para
p primo (EULER 1775), se puede escribir el teorema 2.1 en la siguiente forma
equivalente
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Teorema 2.2. Si p # 2 es un niimero primo y la ecuacién p = x? + y? tiene

-1
soluciones enteras, entonces () =1.
p

La equivalencia entre las conclusiones de los teoremas 2.1 y 2.2 es precisa-
mente la primera ley complementaria de la LRC. Pero sélo en 1638 el teorema
2.1 es establecido explicitamente por FERMAT. La primera ley complementaria
fue enunciada explicitamente por FERMAT en 1640 y probada por EULER en
1750.

3. Fermat (1601-1665)

Como sabemos, la lectura de la obra de DIOFANTO [Arithmetica, traduccién
de BACHET] condujo a FERMAT a establecer métodos, teoremas y problemas de
gran impacto en el desarrollo del universo matematico. Uno de tales teoremas
es la primera ley complementaria de la LRC. En una carta a MERSENNE de
1640 [5], anota:

Tout nombre premier, qui surpasse de l'unité un multiple du
quaternaire, est une seule fois la somme de deux quarrés, et
une seule fois ’hypotenuse d’un triangle rectangle.

Ms4s adelante completaria esta afirmacién y enunciaria orgullosamente dos teo-
remas mas en el mismo sentido. En un lenguaje més moderno [3], los resultados
son:

Teorema 3.1. p =22 +y?, z,y€Zsiysélosip=1 (mébd 4).

I
w

Teorema 3.2. p = 22 +2y?, 2,y € Zsiysélosip=1 (méd8) op =
(méd 8).

Teorema 3.3. p = 22+ 3y%, v,y € Zsiysélosip=1 (méd12) op =7
(méd 12).

FERMAT probé la afirmacion reciproca del teorema 3.1 mediante el método
del descenso infinito. Una discusién bastante interesante sobre este método y
sobre el testamento matematico de FERMAT se puede encontrar en [1] y en
[2]. La implicacién del teorema 3.1 fue probada en 1750 por EULER, en 1774
el mismo EULER probé la implicacién del teorema 3.2 y un reciproco parcial
para p = 8n + 1, el reciproco para 8n + 3 fue probado por LEGENDRE en 1775.
EULER también probé la implicacion del teorema 3.3 en 1758 y estableci6 el
reciproco en 1759 pero este sélo seria probado hasta 1775 por LEGENDRE.

En terminologia actual, una condiciéon necesaria para que un nimero primo p
se pueda representar como p = 22+Ny?, con N € Zy z,y € Nes que <_) —
p

1 [6]. Asi que el teorema 3.1 corresponde a la primera ley complementaria de
la LRC, mientras que los teoremas 3.2 y 3.3 son casos particulares del teorema
general.
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4. Euler (1707-1783)

Muchas de las investigaciones aritméticas de FERMAT permanecen inexplo-
radas luego de su muerte en 1665. En particular, las ideas sobre los primos de
la forma p = 22 + Ny?, con z,y € Z (N = 1,2,3), aguardan hasta 1741 por la
intervencion de EULER, quien inspirado por el trabajo de FERMAT plantea el
siguiente problema:

Dado N € Z, describir los primos p # 2 para los cuales p =
22 + Ny? es soluble con z,y € Z.

Definicién 4.1. p | 22 + Ny? si existen a,b € Z con (a,b) = 1 tales que
p|a®+ Nb.

Mediante esta definiciéon EULER debilita el problema anterior y se propone
resolver el siguiente problema:

Dado N € Z, describir los primos p # 2 para los cuales p | m,
donde m es un entero de la forma m = 22 + Ny? con z,y € Z.

La solucidon a este ultimo problema es precisamente la ley de reciprocidad
cuadritica, pues p | Q(x,y) = 2% + Ny? < existen a,b € Z tales que
(a,b) =1y p=a?>+Nb>=0 (médp) < ab~! es solucién de 22 = —N

(méd p) & (;V) =1

Definicién 4.2. Py := {primos p # 2 ; p | 22 + Ny?} = {primos p #

eI

Usando esta definicién el problema anterior consiste en describir Py, dado
N e Z.

Las observaciones de FERMAT y EULER, muestran que los primos en Py
pueden ser descritos mediante condiciones de congruencia médulo 4|N|. Expe-
rimentalmente EULER observé que los divisores primos de la forma cuadratica
22+ Ny? son precisamente aquellos que pertenecen a cierto niimero de progre-
siones aritméticas

C(r)={r,4|N|+ r,8|N| +r, 12|N| +r,...},
donde r es primo con 4|N|y 0 < r < 4|N|.

El conjunto de clases de congruencia médulo 4|N| determinado por los en-
teros r para los cuales C(r) tiene la propiedad de que —N es un resto cuadrético
se denomina Ry. Més precisamente, en 1741 EULER establece el siguiente teo-
rema (Primera Forma o Forma Implicita de la LRC):

Teorema 4.1. Dado N € Z y p un primo con (p,2N) = 1. Se tiene que p € Py
si y sélo si p € C(r) := 4|N|Z + r para ciertos residuos r médulo 4|N| con
0<r<4|N|y (r,AN)=1.
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De hecho, si Ry = {p;p € Py} = {C(r)N Py # 0;0 <7 < 4N|} v
Ey = (Z/AIN|Z)* es el grupo de unidades médulo 4|N|. Entonces [Véase [6],
pégina 72.]:

Teorema 4.2. Ry esta caracterizado por las siguientes propiedades:

1. Ry es un subgrupo de Ey de indice [En : Ry = 2].
2. Si p =72 para algiin ¥ € Ey, entonces p € Ry.
3. —1 € Ry siysélosi N <0.

Ademas se tiene que si N = 4n — 1, entonces Py esté caracterizado por las
condiciones de congruencia médulo |N|. Si N # 4n — 1, entonces Py estd ca-
racterizado por las condiciones de congruencia médulo 4|N|, pero no |N|. Por
lo que se concluye que 4|N| y |N| son los Gnicos mddulos que caracterizan a
Py.

Aunque esta Primera Forma brinda una buena descripcién de la estructura
de Ry, no ofrece una descripcion explicita, ni de Ry ni de Py. Por ejemplo,
para N = 2, Exy = {1,3,5,7}. Como 12 = 1 entonces 1 € Ry, luego se tienen
tres posibilidades para Ry. Ry = {1,3} 6 {1,5} 6 {1,7}. Ahora, ya que 7 = —1
(méd 8) se puede excluir {1, 7}, pero no es posible decidir entre {1,3} y {1,5}.

Experimentalmente, EULER y FERMAT determinaron que Ry = {1,3} y
R_5 ={1,7}. Enlos casos N = 1,2, —2, EULER brindé descripciones completas
de Ry con sus correspondientes pruebas. Los casos N = 1y N = —2 son
respectivamente la primera y la segunda leyes complementarias de la LRC.

Mas tarde, en 1772, EULER enuncia la Segunda Forma o Forma Explicita de

la LRC, publicada péstumamente en Opuscula Analytica (1783). Aqui repro-
ducimos estos enunciados.

Teorema 4.3. Sean p y q dos primos impares y distintos:
(1) Sip=4n+1 entoncesp | 22 — qy* & q| 2% — py?.

(2) Sip=4n+ 3 entonces p | 2° — qy* < q| 2%+ py*.
En términos del simbolo de Legendre:

(1*) Sip =4n +1 entonces (q) - (p>
p q
(2*) Sip = 4n + 3 entonces (q) —_(ZP
p q

5. Legendre (1752-1833)

LEGENDRE fue otro de los pioneros en el estudio de la LRC, de hecho fue el
primero en dar una demostracion, aunque incompleta, de este resultado. Basado
en el trabajo de EULER y usando el siguiente lema, LEGENDRE distingue 8 casos

que dependen de la congruencia p,q = +1 (mdéd 4) y de (p) = +1.
q
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Lema 5.1. Sean a,b,c € Z no todos del mismo signo y tales que abc es libre
de cuadrados. Entonces ax?® + by?> + cz> = 0 tiene una solucién entera no
trivial x,y,2 € Z si y solo si las siguientes tres condiciones se satisfacen
simultaneamente:

a) —bc es un resto cuadratico médulo |al,
b) —ca es un resto cuadratico médulo |b),
¢) —ab es un resto cuadratico médulo |c|.

Asi que dado (5), él deduce el signo de (Z) con ayuda del lema 5.1. Sin

embargo, su prueba, publicada en Essai sur la Théorie des Nombres (1798), es
completa sélo en los siguientes casos:

Teorema 5.2. Sean p y q primos impares distintos y ¢ = 4m + 3.

1) Sip=4n+1y (p) = —1, entonces (q) = 1.
q D

2) Sip=4n+3y (p) = 1 entonces <q) =_1.
q D

Demostracion. Considérese la ecuacién 22 +py?—qz? = 0. Como z2+py? —qz% =
22 + 9%+ 22 =0 (mdéd 4) que no tiene soluciones enteras con (r,y,z) = 1,
se tiene que 22 + py? — ¢z? = 0 no tiene soluciones no triviales en Z. Por el
lema 5.1 no todas las condiciones se satisfacen simultdneamente. La primera y
la tercera se satisfacen, luego la segunda condicién no se debe cumplir, es decir

o

Para la segunda parte del teorema se puede considerar la ecuacién z2 —py? —
gz? = 0 y se deduce similarmente que <q> =-1. o
p
En los casos restantes LEGENDRE usa el hecho de que existe al menos un
primo en una cierta clase de congruencia moédulo 4pg. Segin GAUSS esto es
equivalente a encontrar un nimero primo en una determinada progresién arit-
mética, hecho que solo fue probado en 1837 por DIRICHLET.

6. Gauss (1777-1855)

El primero en ofrecer una demostracién completa de la LRC fue GAUSS en
1796. GAUSS estaba fascinado con este resultado y lo consideraba una de las
joyas de la teoria de numeros, lo llamaba el Theorema Aureum.

Durante su vida publicé seis demostraciones y dos mas fueron halladas en
sus documentos después de su muerte.

Aqui presentamos una tabla que menciona los métodos usados en las pruebas
de GAuUss [6, 8].
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No. | Fecha (m/a) | Método
1 4/1796 Induccién, 8 casos
2 6/1796 Género de las formas cuadréticas
3 3/1807(7) Lema de Gauss
4 5/1801 Sumas de Gauss
5 8/1808 Lema de Gauss
6 5/1808(7) Ciclotomia en Q[z]/(1 + 2 + -+ + 2P~ 1)
7 9/1796 Ciclotomia y restos superiores (> 3)
8 9/1796 Ciclotomia y restos superiores

Esta tabla refleja el intenso trabajo de GAUss alrededor del tema. Cabe
resaltar que las ideas esgrimidas en estas pruebas representaron avances con-
siderables en la teorfa de nimeros de la época (ain en la teorfa de ndmeros
moderna). Temas como la teorfa de formas cuadréticas, la teoria de cuerpos ci-
clotémicos y la teoria algebraica de ntimeros vieron la luz gracias a los trabajos
de este gran matematico.

Al realizar sus estudios sobre formas cuadréticas y la LRC, GAUSS visua-
liza la extensién de estos resultados. En particular, da las pautas para pro-
bar las leyes de reciprocidad cibica y bicuadratica o cuértica, que consisten
esencialmente en hallar los divisores primos de las formas > — N y 2* — N,
respectivamente.

7. Eisenstein (1823-1852)

EISENSTEIN fue uno de los discipulos mas brillantes de GAUSS y segin WEIL
[9] fue uno de los matemdticos més grandes de la historia.

EISENSTEIN realizé cinco pruebas de la LRC y sigue las pautas de GAUSS
para probar las leyes de reciprocidad cubica y bicuadratica, véase la 1ltima
seccién. Hemos escogido su prueba de 1845 para este trabajo, tal vez una de
las pruebas méas hermosas de este resultado. La prueba que presentamos se
puede hallar en [7].

Demostracion. Partimos de una afirmacién clasica, conocida como el lema de
GAUsSs.

Lema 7.1. [Lema de Gauss] Sean a € Z y p un primo impar con p{a. Si
-1
S:{1~a72~a,...,%~a}
v 1 denota el nimero de elementos de S cuyos restos minimos médulo p son

negativos. Entonces
a
—) = (-~
)

Ahora usaremos una afirmacién sobre las raices de la unidad.
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Afirmacién 7.1. Si n > 0 es impar, se tiene que

n—1
n _ yn — H(Ckx _ C_ky)> donde ¢ = e27ri/n.
k=0
Demostracion. Notemos que 2" — 1 = (z — ¢*). Si hacemos z = z/y
tendremos i—: —-1= Z;é(x/y—ck), multlphcando por y™ obtenemos " —y" =

Z;é (x—C*y). Ahora, al variar k sobre un sistema completo de residuos médulo
n, —2k también lo hace. Por consiguiente

n—1 n—1 n—1
eyt =@ty =][@ -y = [[ CFCre - ry)
k=0 k=0 k=0
( _1 n— n—1
=T H(c ¢ty = [[(Cre -ty ©
k=0 k=0
Proposicién 7.2. Si n es un entero positivo impar y f(z) = e?™* — e=2miz,
entonces
(n—1)/2
k k
o)
n n
k=0
Demostracidn. En la afirmacién anterior sean z = 2™ y y = e~ 2™%%, entonces

f(?’lZ) _ eZﬂ'izn _ e—Qﬂ'izn _ ]j Ck 2mwiz C_k —27'rzz>
k=0

n—1 o i n—1 k
k=0 k=0 "

Ademids f (z + E)=f(z+E2-1)=F (z (n— k)> pues las funciones involu-

n

cradas tienen periodo 1. Cuando k varia desde "TH hasta n — 1, n — k varia
desde "T_l hasta 1, por tanto
(n—1)/2 (n—1)/2
k k k k
= Hf(z+n> H f<z+ > H f<z+ )f(z—n>.
k=1 k=(n+1)/2

Proposiciéon 7.3. Si a es un entero no divisible por p, un primo impar. En-

tonces
(p—1)/2 a (p—1)/2 I
I/(5)=() I /(;)
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Demostracion. Sea my el resto minimo de la en el conjunto descrito en el lema
de GAauss. Entonces la = £m;  (mdd p), donde 1 < m; < (p—1)/2. Asi que
y iml difieren por un entero, por tanto

13- (5) -+ (5)

Al tomar producto entre 1 y (p—1)/2 a ambos lados y aplicar el lema de GAuUss
obtenemos lo requerido.

7.1. La Prueba. Finalmente se puede probar ahora la LRC. Sean p y ¢ dos
primos impares. Por la proposicién anterior

LOREE S0

Y de la proposicién 7.2 se tendra

dan s (L) (5-2).

Al unir estas ecuaciones se obtiene

(a=1)/2 (p=1)/2 .
G-I IoGe3) (i)

Al intercambiar los papeles de p y ¢ y repetir el proceso, se obtendra

()= T T ) (5 5)

Ycomof(%—%) =—f (%—%),se tiene que

PY _(_pie-nie-n (1) o
(5) - ()

8. Comentarios Finales

Como mencionamos antes, la prueba de la LRC que hemos reproducido
aqui es una versiéon de la prueba original de EISENSTEIN [4]. En la prueba
original EISENSTEIN usa la funcién seno, en vez de la funcién f(z) que hemos
usado aqui, pero las ideas son esencialmente las mismas. Recuérdese de la teoria
de variable compleja que

sn,_ et 1 [euz—w/m _ omiztm/2)
2 2
La escogencia de la funcién f(z) elimina la aparicién de una inoportuna cons-
tante en la prueba original de EISENSTEIN.
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EISENSTEIN también prueba las leyes de reciprocidad cubica y bicuadratica.
Para ello usa ciertas funciones elipticas de propiedades analogas a la funcién
f(2). Mayor informacién se puede encontrar en [6].

El estudio de las leyes de reciprocidad fue uno de los temas centrales de
la teoria de nimeros del siglo XIX, y exigi6é los mejores esfuerzos de grandes
personajes como CAUCHY, JACOBI, DIRICHLET, KUMMER, EISENSTEIN, KRO-
NECKER, DEDEKIND y HILBERT, entre muchos otros. Durante el siglo XX la
LRC también fue tema de intensa investigaciéon y prueba de ello es el gran
ntimero de pruebas que se han realizado [8].

La LRC se puede formular sobre otros conjuntos, tales como el anillo de
los enteros gaussianos, el anillo de polinomios sobre un cuerpo finito y cuer-
pos de nimeros algebraicos, por ejemplo. En la misma direccién de la LRC se
encuentran la ley de reciprocidad racional (EISENSTEIN 1850), la ley de recipro-
cidad en campos ciclotémicos (TAKAGI 1922) y uno de los teoremas cumbres
de la teoria de nuiimeros contemporédnea, la ley de reciprocidad de ARTIN en
extensiones abelianas (ARTIN 1927).
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