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ABSTRACT. In this paper, an elementary account of the theory of Icusa’s local
zeta functions and the stationary phase formula for m—adic integrals is given.
The main motivation was to study the rationality of the local zeta functions in
positive characteristic for some special classes of polynomials. At the end of the
paper, the zeta functions for some types of polynomials are explicitly calculated,
in any characteristic
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RESUMEN. En este articulo hacemos una introduccién elemental a la teoria
de las funciones zeta locales de IGUSA y a su férmula de la fase estacionaria
para integrales m—&dicas, motivados por el deseo de estudiar la racionalidad de
las funciones zeta locales en caracteristica positiva para ciertos tipos de poli-
nomios. En la parte final se calculan, explicita e independientemente del valor
de la caracteristica, las funciones zeta locales correspondientes a ciertas clases
de polinomios.
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¢ 1. Introduccion

El propésito del presente trabajo, de cardcter divulgativo, es presentar al-
gunas nociones bésicas de la teoria de las llamadas funciones zeta locales de
Igusa, e introducir la formula de la fase estacionaria para integrales w— ddicas
debida al mismo autor.

En el estudio de las funciones zeta locales se mezclan de manera sorprendente
ideas de varias teorias matemaéticas, como son la geometria algebraica, la teoria
de los nimeros, la teoria de las singularidades y la 16gica. Ademas, existe una
gran cantidad de conjeturas que relacionan propiedadades de las funciones zeta
locales con conceptos y objetos de estas teorias. Con este ensayo buscamos
despertar y estimular en nuestro medio el interés por este tipo de problemas.

Como se acostumbra en este tipo de articulos, no presentamos demostra-
ciones de todas las afirmaciones. Sin embargo, esperamos que la exposicién
que hacemos permita al lector obtener una vision panoramica coherente de los
temas discutidos.

Las funciones zeta locales, como lo veremos mas adelante, se definen me-
diante integrales asociadas a polinomios con coeficientes en cuerpos locales no
arquimedianos. Estos cuerpos son de dos tipos:

e cuerpos p-adicos K/Q,, donde Q, es el cuerpo de los nimeros p-adicos
racionales y K es una extension finita Q,; y

e cuerpos K/k((T)), donde k((T)) es el cuerpo de las series meromorfas
formales sobre un cuerpo finito k£ y K es una extension finita de k((7")).

A continuacién describimos la estructura de este trabajo.

En la seccién 2, resumimos las propiedades y resultados bésicos relativos a
los cuerpos locales no arquimedianos. Estos son cuerpos topoldgicos localmente
compactos. Este hecho implica la existencia de una medida invariante por
traslaciones, la llamada medida de Haar, la cual estd univocamente determinada
por K, excepto por factores constantes positivos. Sobre la base de que el lector
estd familiarizado con la teoria abstracta de la integracién, en la seccion 3
enunciamos las propiedades fundamentales de la integral de Haar en K que
necesitaremos en las secciones siguientes. Debemos anotar, sin embargo, que
es posible, en nuestro caso, hacer un desarrollo ad hoc de la integral de Haar
que usaremos aqui, lo cual evitaria tener un conocimiento previo de la teoria
general de la integracion.

Todo cuerpo local no arquimediano K contiene un subanillo compacto ma-
ximal Ok . Este subanillo se denomina el anillo de los enteros del cuerpo K.
Adicionalmente, éste contiene un tunico ideal maximal p (véase la seccién 2).
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Si f(z) € Oklz], © = (z1,- - ,zp), la funcién zeta local de Igusa asociada con
este polinomio se define por la formula

(s, f) = /O @) seder (1)

n
K

donde dx es una medidad de Haar normalizada de tal manera que la medida
de OF% sea 1,y s € C, con Re(s) > 0.

La funcién zeta local Z(s, f) contiene informacién aritmética acerca del poli-
nomio f(z). Para explicar esta relacién introducimos la denominada serie de
Poincaré de f(x) € Ok[z]: si Ny, designa al numero de soluciones de la con-
gruencia f(z1, -+ ,z,) = 0(mdd p™), con x; € Ok /p™, sea

P(t):= Y Nulg "™, (2)

m=0

donde n es el nimero de variables del polinomio. La siguiente relacién entre
esta serie P(t) y la funcién zeta de Igusa Z(s, f) explica la afirmacién anterior
acerca de la naturaleza aritmética de Z(s, f):

Z(f,s)=P(t)—t'(P(t)—1), donde t=gq %. (3)

En la seccién 4 introducimos los resultados bésicos sobre las funciones zeta
locales de Igusa y establecemos la relacién entre Z(s, f) y P(t) que acabamos
de mencionar. También enunciamos un teorema fundamental de IGUSA que
afirma que si K es un cuerpo p-adico entonces Z(s, f) es una funcién racional
de ¢—*, con lo cual P(t) resulta una funcién racional de t, en virtud de (3).
Este resultado fue conjeturado por BORIEVICH y SHAFARIEVICH [4, pag. 47],
apoyandose en su validez en casos particulares.

A partir de la racionalidad de Z(s, f) demostraremos luego que los polos de
Z(s, f) controlan el comportamiento asintético de N,.

Una funcién @ : R® — R es una funcion del tipo de Schwartz si es de clase
C'*°, tiene soporte compacto y decrece muy rapidamente en infinito (véase, por
ejemplo, [17, cap. 2| para una definicién precisa de la topologia del espacio de
las funciones de Schwartz). Estas funciones desempenian un papel importante
en la fisica matemadtica ([2]). En particular, las integrales oscilantes con fase
analitica se expresan por férmulas del tipo

I(\) = /n ®(x) exp (AN —1f(z))dz , (4)
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donde ® es una funcién del tipo de Schwartz. En este caso, sabemos que R es
un cuerpo local arquimediano, localmente compacto, y que dx, la medida de
Lebesgue, es precisamente la medida de Haar del grupo topolégico (R™, +).

Los andlogos no arquimedianos de las funciones de tipo Schwartz son las
denominadas funciones del tipo de Schwartz—Bruhat. Estas son funciones lo-
calmente constantes con soporte compacto. Si K es un cuerpo local no arqui-
mediano, la andloga de (4) es una funcién zeta local definida por

Zols.f) = [ @@lf@)de, Re(s) >0, )

donde f(z) es una funcién K-analitica, ® es una funcién del tipo de Schwartz-
Bruhat y dr es una medida de Haar sobre K™. Bajo una interpretacién ade-
cuada las integrales (4) y (5) resultan ser realizaciones diferentes de un mismo
objeto matematico.

En la seccién 5, introducimos la férmula de la fase estacionaria de Igusay la
usamos para calcular las funciones zeta locales de algunos tipos de polinomios.

Es importante anotar que la racionalidad de Z(s, f) es un problema abierto
en caracterfstica positiva, razén por la cual la conjetura de BORIEVICH y SHA-
FARIEVICH es aun un tema de actualidad. Esto desperté nuestro interés en
examinar mas de cerca este ultimo caso. En [1], V. S. ALBIS y R. CHAPARRO,
usando métodos “elementales”, demostraron su validez en algunos casos. En
un articulo reciente [18], IGUSA ha sugerido que un estudio cuidadoso de su
formula de la fase estacionaria puede conducir a una nueva demostracién de
la racionalidad de las funciones zeta locales en cualquier caracteristica. W.
ZUNIGA [24, 25] ha empleado exitosamente esta sugerencia para comprobar la
validez de la conjetura para amplias clases de polinomios.

Finalmente, para cerrar esta introduccion, queremos recomendar vivamente
al lector interesado en proseguir el estudio de las funciones zeta locales las
referencias [6, 17, 20], las cuales contienen una excelente y mds completa
introduccién al tema de las funciones zeta locales.

§ 2. Cuerpos locales

En esta seccién seguimos de cerca la exposicién que hace GOLDSTEIN en [12].
A este libro remitimos al lector para mas detalles sobre algunas de nuestras
afirmaciones, aunque también puede serle 1til el libro mas dificil de A. WEIL
[23].

Un cuerpo de numeros algebraicos es una extensién finita de Q.
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Al cuerpo finito con ¢ elementos lo denotamos con F, y con F,(z) al cuerpo de
funciones racionales con coeficientes en F,. Un cuerpo de funciones algebraicas
en una variable con cuerpo de constantes finito es una extension finita de Fy ().

Un cuerpo K se denomina un cuerpo global si es un cuerpo de nimeros
algebraicos o un cuerpo de funciones algebraicas en una variable con cuerpo de
constantes finito.

Definicién 2.1. Sea K un cuerpo global. Un wvalor absoluto | | de K es una
aplicacién | | : K — R4 U {0} que cumple las siguientes condiciones:
(i) 0] = 0; |x| =0 si, y sblo si, x = 0.
(i) [zy| = |2 [yl
(iii) Existe una constante C' > 0 tal que: |z + y| < C'max{|z|, |y|}.

Si (iii) es vélida con C = 1, decimos que | | es un valor absoluto no arqui-
mediano. En cualquier otro caso decimos que | | es un wun wvalor absoluto
arquimediano.

El lector puede verificar facilmente que los valores absolutos no arquimedi-
anos y los valores absolutos arquimedianos con constante C' = 2 satisfacen la
desigualdad triangular. Por otra parte, si | | es un valor absoluto con constante
C >2ya€eRy, entonces | |* es un valor absoluto con constante igual a C*.
Ahora bien, el valor absoluto | |* es “equivalente” al valor absoluto | |, en el
sentido de que las topologias que inducen sobre K son equivalentes, como pre-
cisaremos mas adelante. Segun esto, podemos suponer que todo valor absoluto
satisface la desigualdad triangular.

Ejemplo 2.2. Sean K = Q y p € Z un numero primo. Dado que Z es un
dominio de factorizacién tnica y Q es su cuerpo de cocientes, todo nimero
racional z # 0 se expresa de manera Unica en la forma

x:pmg meZ,pta, pib.

Definimos
p_m’ Sl X # 07
|z|p = .
0, siz=0.
Dejamos al cuidado del lector verificar, como ejercicio, que | |, es un valor

absoluto no arquimediano.

Ejemplo 2.3.
Sea K = R. Entonces |z|o := méx{z, —z}, el valor absoluto usual, es un
valor absoluto arquimediano.
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Dado un valor absoluto | | sobre un cuerpo global K, podemos asociar a K
la métrica d : K — R, U {0} definida por

d(z,y) := |z — y|, para todo z,y € K .

Se dice que la topologia correspondiente a esta métrica es inducida por el valor
absoluto | |.

Proposicion 2.4. Con respecto a la topologia inducida por la métrica d, K es
un cuerpo topoldgico. Esto es, K es un espacio tolopégico en el cual las opera-
ciones adicion, multiplicacién y formacion de inversos son funciones continuas.

Dejamos la verificacién de la anterior proposicién como ejercicio al lector,
sugiriéndole que para simplificar la demostracion tenga en cuenta que las trasla-
ciones y las dilataciones son homeomorfismos, asi que para verificar la con-
tinuidad de la adicién (respectivamente, de la multiplicacién) basta mostrar
que ella es continua en el punto (0,0) (respectivamente, en el punto (1,1)).
La razén para esto es que la topologia de K (respectivamente, de K*) estd
completamente determinada por las vecindades de 0 (respectivamente, de 1).
El lector podré también consultar [12], por ejemplo.

Definicién 2.5. Dados dos valores absolutos, | |1, | |2 sobre K, decimos que
son equivalentes si inducen la misma topologia sobre K.

Para nuestra conveniencia y la del lector, recordamos la nocién de completado
de cuerpo. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | |.

Definicién 2.6. El completado de K con respecto a | | es el completado de K
como espacio métrico. Mds exactamente, el completado de K con respecto a | |

es el par ordenado (K p) consistente en un espacio métrico K y una isometria
p: K — K que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) K es un espacio métrico completo;
(ii) p(K) es denso en K.

Recordemos que K puede construirse a partir de las sucesiones de Cauchy
con elementos en K.
El par (K, p) estda univocamente determinado, salvo isometrias. En el caso

especial que estamos considerando, el espacio métrico K puede dotarse de una
estructura de cuerpo topoldgico.

Definiciéon 2.7. Un cuerpo local no arquimediano es una extension finita de

Qp o de Fo((1)).
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Los cuerpos locales no arquimedianos se obtienen completando un cuerpo
global con respecto a un valor absoluto no arquimediano.

Si K es un cuerpo local no arquimediano con valor absoluto | |k, definimos
Ok ={re K; |z|x <1},
pr={r e K; |z|g <1}.

El conjunto Ok es un anillo topolégicamente cerrado, llamado el anillo de los
enteros de K. Por otra parte, px es un ideal maximal de Og. El cuerpo
Ok /pk se denominan el cuerpo residual de K. El siguiente resultado describe
la estructura del anillo Ok y de sus ideales [12].

Teorema 2.8. Ok es un subanillo compacto y abierto de K. Los ideales
de Ok son de la forma p%, r > 1, y son conjuntos a la vez compactos y
abiertos. En particular, K es localmente compacto y totalmente discontinuo.
Finalmente, px es un ideal principal.

De aqui resulta facilmente que (’)IX(, el conjunto de los elementos invertibles
(o unidades) de Ok, es igual a {x € K ; |z|x = 1}.

Un generador 7 del ideal principal pg se llama un pardmetro uniformador.
Podemos, pues, escribir px = 7Ok

Sea R C Ok un sistema completo de representantes de las coclases de
Ok /mOk en Ok. Un tal sistema se suele llamar también un levantamiento
de Ok /mOk. La escogencia de los elementos de R puede ser crucial en algunos
aspectos de la teoria de los cuerpos locales no arquimedianos. Usualmente, se
toman elementos de R a las raices en Ok de la ecuacion X9 — X = 0, donde
q = Card[Oy /pk]. En este caso hablamos de representantes de TEICHMULLER.

El siguiente resultado nos serd muy 1til en lo que sigue [12].

Lema 2.9. Six € K, entonces x puede escribirse univocamente en la forma
x:ijﬂj , bjeR.
jzr

Reciprocamente, toda serie de la forma anterior converge en K.

Los siguientes dos ejemplos desempenan papeles centrales en nuestra ex-
posicién.
Ejemplo 2.10. Sea k[[T]] el anillo de las series potenciales formales en la

indeterminada T y coeficientes en un cuerpo finito & con ¢ elementos. Sus
elementos tienen la forma

x:ZaiTi:ag+a1T+---+aiT+~', a; €k .
i=0
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La suma de dos estas series se define por la formula

i a;T" + i LT = i(ai + b)T*
=0 =0 =0

y su producto por la férmula de CAUCHY

( Z CLlTl) ( Z blT’L) = Z CiTi y
=0 =0 1=0

donde

C; ‘= Z ajbk .

jHk=i

Observemos que la inclusién k C k[[T]] subsiste si identificamos cada elemento
a € k con la seriea+0-T+40-T?+--.. Usando directamente las definiciones,
podemos comprobar facilmente que la serie 0 es el elemento neutro para la
adicién y la serie 1 lo es para la multiplicacién, y que las operaciones que
hemos definido hacen de k[[T]] un dominio unitario.

Definamos ahora la siguiente funcién:

s . isiaozalz---:ai_1:0yai7ﬁ0
v(;r):v(ZaiTl) ::{ .
= oo six=0.

Evidentemente, v es una aplicacién sobreyectiva de k[[T]] sobre N U {o0}, la
cual tiene las siguientes propiedades:

(a) o
(b) vgac +y) > min {v(z),v(y)} vy v(z +y) = min {v(x),v(y)} si, y sélo s,
(

(c) v(z) =
(d) v(0) = oo.

La aplicacién v se denomina una valuacion de k[[T1]].

si, y s6lo si, z es una unidad del anillo k[[T7]].

Observacion. En general, una aplicacion sobreyectiva v de un dominio entero
A sobre Z U {oo} que satisfaga las propiedades (a), (b), ¢), (d) se denonomina
una valuacién de A, y la pareja (A,v) se denomina un anillo de valuacion
discreta.

Verificaremos ahora las anteriores propiedades en el caso A = k[[T]]. Usando
las definiciones del producto y la suma de series formales, es facil comprobar
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que v satisface (a) y (b). Veamos que satisface (c). En primer lugar, observemos
que v(1) = 0. Por lo tanto, si x~! € k[[T]], tenemos que v(1) = v(xz~!) =
v(z) +v(z71) = 0, lo cual implica que v(z) = 0. Reciprocamente, si v(x) = 0
(con lo que forzosamente tenemos ay # 0), entonces x = ag(1 + y), donde y es
una serie formal sin término constante. Pero

— 1 rT.T
(1+y) 1=1—+y:1—y+y2—---+(—1) T

es nuevamente una serie potencial formal. En consecuencia, x~! = ag Y1+
v~

El cuerpo de fracciones k((T")) de k[[T]] estda conformado por las llamadas
series de Laurent (o series formales meromorfas)

E(T)) == {i aT';  a; € k:}

donde a; = 0 para ¢ < 0, salvo para un numero finito de indices.

La valuacién v se extiende naturalmente al cuerpo de cocientes k((T")) de
KI[T1).
Definimos ahora
oo =g, w e k(T))

A partir de las propiedades (a), (b), (c), (d) de la aplicacién v que hemos verifi-
cado anteriormente, se deduce que | | define un valor absoluto no arquimediano
sobre k((T)) y, por consiguiente, que k((T")) es cuerpo topoldgico.

Observacion. Si| | es un valor absoluto no arquimediano sobre un cuerpo K,
log | | define una valuacién sobre K.

Por otra parte, v(T') = 1, de modo que el ideal maximal del anillo k[[T7] es el
ideal principal TE[[T]]. Si definimos el homomorfismo de anillos ¢ : k[[T]] — k
por go( SoocoaiTh) = ag, vemos que ker p = (T'). Por consiguiente, usando el
primer teorema de isomorfia de los anillos, obtenemos que

R[T/NT) ~ k.
En consecuencia, k es el cuerpo residual de k[[T]] para la valuacién v. Ademas,

k es un sistema completo de representantes de k[[T]]/(T). Dejamos como ejer-
cicio al lector comprobar que el cuerpo k((T')) es completo.
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Ejemplo 2.11. Cuando en el anillo Z de los nimeros enteros ordinarios se
tiene p"|a pero p"*! t a, escribimos p™ || a. Dicho esto, para cada primo p
vamos a tratar de construir una valuacién v, del anillo Z, empezando de la
siguiente manera:

vp(a) :==n(a) =n si p"|a.

Sip™||ayp™| b, es claro que p™t™ || ab, o sea, que v,(ab) = v,(a) +v,(b). Si
n < m, también es claro que p” || (a+b), luego v,(a+b) = min {v,(a),v,(b)} =
n. Ahora, si n = m, sabemos que p"|(a + b), pero posiblemente una mayor po-
tencia de p puede atn dividir a (a+b). Entonces v,(a+0b) > min {v,(a),v,(b)}.
Hemos, pues, demostrado las propiedades (a) y (b) de las valuaciones.

Sin embargo, (c) no es valida en Z para vy, pues si ¢ es un primo distinto
de p entonces v,(q) = 0, pero ¢ no es invertible en Z. El que v, no satisfaga
(c) expresa sencillamente el hecho de que en Z no hay suficientes unidades:
7> ={-1,+1}.

Esta situacion llevé a KURT HENSEL a introducir un anillo mas grande que
Z, en el cual se satisfaga (iii). La idea de HENSEL fue tomar el anillo

A(p)z{% €Q; abeZpib},

el cual claramente contiene a Z, y definir 7,(a/b) := v,(a) en Ayy. En A,
todo primo ¢ de Z, distinto de p, es ahora una unidad.

Observacion. Los lectores familiarizados con el proceso de localizacion de un
anillo en uno de sus ideales primos pueden reconocer que A, es precisamente
la localizacién de Z en el ideal (p) = pZ.

Esta “extensién” de v, satisface (a), (b) y también (c). En efecto, si u
es una unidad, sabemos que 7,(u) = 0. Supongamos, reciprocamente, que
Up(x) = Vp(a/b) = 0. Esto significa que p { a, es decir, b/a € A,y y, por lo tanto,
x es una unidad de A(,). Entonces, si hacemos 7,(0) = oo, (A(,,7,) es un
anillo de valuacién discreta. Como 7,(p) = 1, p es un pardmetro uniformador
de A(,). De nuevo construimos un valor absoluto no arquimediano sobre A,
tomando para cada x # 0, |z| = p~ 7).

Es posible demostrar que, para todo n > 1, A,/p"A, = Z/p"Z, donde
p" A(p) es el ideal generado por p™ en A(,y. En virtud de este resultado, podemos
tomar como sistema de representantes al conjunto de enteros {0,1,...,p — 1}.

Existe una diferencia esencial entre k[[T]] y A,). El primero es un anillo de
caracteristica positiva y su cuerpo residual k estd contenido en k[[T']], mientras
que A, es un anillo de caracteristica cero, Z C A,y y su cuerpo residual es
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un cuerpo finito con p elementos, el cual no esta contenido en A,). Adicional-
mente, k[[T]] es un anillo completo, mientras que A, no lo es. El completado
de este anillo se denomina el anillo de los enteros p-ddicos y se denota con Z,,
y su cuerpo de cocientes, el cuerpo de los nimeros p-ddicos, con Q.

§3. La medida de Haar

En esta seccién presuponemos un conocimiento basico de la teoria general
de la integracion. Nuestro propésito es presentar, sin demostraciones, ciertos
hechos relacionados con la medida de Haar sobre los grupos localmente com-
pactos, que usaremos mas adelante. Esta seccion estd basada en las referencias
[12], [17].

Recordemos, en primer lugar, que un grupo topolégico G es un grupo (para
una operaciéon que denotamos por el momento multiplicativamente) en el que
se ha definido una topologia para la cual la operacién G x G — G, (z,y) — zy,
y la formacién de inversos G — G, x — 2!, son funciones continuas.

Si G es un grupo topolégico conmutativo y localmente compacto, se puede
demostrar la existencia sobre G de una medida no nula g que cumple las condi-
ciones siguientes:

(1) Las funciones continuas de valor complejo y soporte compacto son -
integrables.

(2) La medida p es invariante por traslaciones; es decir,

/ F(g)dulg) = / f(zg)dulg), z€G .
G G

para todas las funciones f que sean p-integrables.

Esta medida es tnica salvo por multiplos constantes positivos, y se le llama
medida de Haar.

Si i es una medida de Haar sobre GG, entonces, para todo conjunto p-medible
A C G ytodo z € G, tenemos que

H(A) = p(wA) . (1)

Ademas, todo conjunto de Borel de G es p-medible. También, si A C G es
abierto y no vacio, u(A) > 0, y si A es compacto, u(A) es finito.

Sean G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar sobre G y
o un automorfismo algebraico y topoldgico de G. Si A C G es p-medible,
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también lo es o(A). Para cada automorfismo o de G podemos entonces definir
una nueva medida u’ sobre G mediante la relacién

W' (A) = u(o(A)), A conjunto u- medible. (2)

Es fécil verificar que p’ es una medida de Haar que difiere de pu por una con-
stante positiva. Esta constante se conoce como el mddulo del automorfismo
o, y lo denotamos con méd (o). Por consiguiente, el médulo de o queda
caracterizado por la ecuacién

p' = méd g (o) . (3)

Es claro entonces que el mddulo es independiente de la escogencia original de la
medida de Haar. Si G es compacto, entonces G es py-medible y o(G) = G para
todo automorfismo. Por consiguiente, en este caso, mdd (o) = 1 para todo
automorfismo o. Si G es discreto, entonces {e} es p-medible (e es la unidad
de G) y o(e) = e para todo automorfismo o. Por lo tanto, si G es discreto,
méd ¢ (o) = 1 para todo automorfismo o.

Sean ahora K un cuerpo local no arquimediano, Ok su subanillo compacto
maximal, px = {z € K ; |z|x < 1} = 7Ok el tnico ideal de Ok, donde 7 es un
pardmetro uniformador. Sabemos (véase la seccién 2) que Ok /px = Ok /7Ok
tiene ¢ elementos, donde ¢ es alguna potencia de un primo p.

Para una medida de Haar u sobre el grupo aditivo del cuerpo K, usaremos
la notacién drgx. Como Ok es compacto, es un conjunto p—medible. Para
nuestros propositos usaremos la medida de Haar sobre K que satisface (O ) =
1. Por lo tanto, escribiremos (1) asf:

H(A) = plz + A) .

Ahora bien, O admite la siguiente descomposicién como unién disyunta de
un nimero finito de clases de equivalencia:

Ok = |_| (pK+a).

GEOK/PK

Usando la aditividad de p y el hecho de que u es invariante por traslaciones, lo
que en este caso significa que pu(px + a) = p(px ), podemos entonces escribir

1=pOk)= > plpx +a) = ppx)Ok : pxl,

a médpg
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donde [Ok : px| = ¢ designa la cardinalidad de Ok /px. Hemos, pues, de-

mostrado que p(px) = ¢~ .

De manera general, si denotamos con [p”K_l :p%] . n € Z, el cardinal del
grupo p?{l/p}‘(, tenemos que

1 1
n] poo — paran > 0
p(p) = ¢ (O < pi] Ok :prllpx :p%] - PR PR
b Ox] = Pk pET]. . by Ok paran <0
de lo cual
p(p™) =q " (4)
Consideremos ahora a € K. Sabemos que aOg = va(a) = 7Y@ Ok. Por

otra parte, si a € K*y si 0, : K — K es el automorfismo (algebraico y
topolégico) x — ax, x € K, podemos considerar la medida p’ asociada con este
automorfismo, de manera que serd p'(A) = méd (o,)u(A) para todo conjunto
medible A. En particular,

K (va(a)> ~ p(aOk)

1(Ok)  p(Ok)

= méd(o0) =p (0k”) =¢"V =lalic . 5)

De ahi que mdd (o,,) haya recibido el nombre de médulo.

Recordemos que el grupo O de las unidades de Ok es precisamente Ok
px = {z € K ; |z|x = 1}. Por consiguiente,

w(Ox) = w(Ok) — plpx) =1—q~ " . (6)

Como K* = K ~\ {0} resulta ser también un grupo localmente compacto

multiplicativo, existe también una medida de Haar p*, la cual suponemos nor-

malizada en forma tal que p*(Ox) = 1. Afirmamos que esta medida es igual

a la medida 1 p
al—q 2|k

Para verificar esta afirmacién demostramos primero que la medida definida en
(7) es una medida invariante para la multiplicacién de K*.

En efecto, si a € K*, haciendo el cambio de variables x = az en

/ 1 dx
aa 1 —q7 12|k
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y teniendo en cuenta (4), obtenemos que

/ 1 dr / 1 lo|gdz / 1 dx

oral—aq [k Jal—gtalklzlx  Jal—q'z[x

Esto es, (7) define en el grupo K * una medida invariante para la multiplicacién.
Como la medida de Haar estd univocamente determinada salvo por multiplos

positivos, tenemos que la medida definida en (7) es un miltiplo de la medida
u*. Por otra parte,

1 d 1
/ — T = 1/ dr = 1.
oxl—q [k 1-q¢7' Jo

X
K

Entonces, p* es igual a la medida definida en (7). Este hecho se expresa
simbélicamente en la forma

1 dx

(8)

¢ 4. Funciones zeta locales de Igusa

En esta seccién presentamos las definiciones y resultados bésicos relativos a
las funciones zeta locales. Sean K un cuerpo local no arquimediano, Ok su
anillo de enteros, px el ideal maximal de Ok, Ok /px = F, el cuerpo residual
(donde F es el cuerpo finito con g elementos) y 7 un parametro uniformador
fijo.

Se dice que una funcién ® : K™ — C es localmente constante, si para todo
punto z € K™ existe una vecindad de = en la cual ® es constante. Con otras
palabras, si existe r € N, dependiente de x, tal que ®(z) = ®(y) siy — = €
Pl X ... X pl (n veces). Por otra parte, se dice que ® tiene soporte compacto,
si la clausura topoldgica del conjunto {x € K™ ; f(x) # 0} es un subconjunto
compacto de K™. Si ® : K™ — C es a la vez localmente constante y de soporte
compacto, decimos que ® es una funcion de Schwartz-Bruhat. Denotamos con
S(K™) al conjunto de estas funciones.

Sea f(z) € Oklz], * = (z1,...,%n), un polinomio no constante, y ® €
S(K™).

Sea x : O — C* un cardcter de O, esto es, un homomorfismo continuo de

7 en el grupo de los nimeros complejos de norma 1 cuya imagen sea finita.

Formalmente, hacemos x(0) = 0.

Size K, z=ur"® yue O, escribimos u = ac(z). Este valor lo llamamos
la componente angular de z.
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A x, f vy ® asociamos la funcién zeta local, que llamamos de Igusa,

Zo(six f) = Zo(s. v, K, f) = / B()x(acf (@) f(@)icdzr . (1)

n

para s € C, Re(s) > 0, donde dx denota la medida de Haar sobre K", norma-
lizada de tal manera que O} tenga medida 1. La integral (1) converge para
Re(s) > 0.

Estas funciones fueron introducidas por ANDRE WEIL (véase, por ejemplo,
[23]) y sus propiedades para polinomios arbitrarios fueron estudiadas por IGusa
[14, 15, 16, 17, 20] cuando K tiene caracteristica 0. El tipo mds simple de
estas funciones tiene la forma

(s, f) = /O (@) 5 (2)

n
K

Para Re(s) > 0, la integral anterior converge, pues el valor absoluto complejo
del integrando es menor que 1 y la medida de O} es 1. Dejamos al lector la
verificacion de que en el semiplano Re(s) > 0, la funcién Z(s, f) es holomorfa
en s; le sugerimos demostrar que la derivada con respecto a s, el conjugado
complejo de s, es nula. Esto se logra mediante un bien conocido resultado
sobre la derivaciéon de una integral con respecto a un parametro.

El presente trabajo esta consagrado al estudio de las funciones zeta locales
del tipo (1) en casos particulares. Como lo indicamos en la introduccion, es-
tas funciones estan relacionadas con el ntimero de soluciones de congruencias
médulo 7™ y con las sumas exponenciales médulo 7. Nosotros estamos par-
ticularmente interesados en su relacién con el nimero de soluciones de congru-
encias médulo 7.

Nos interesa, pues, saber con exactitud cudl es esta relacion. Para ello, sea
Ny, el nimero de soluciones de f(z) = 0(méd 7™) en Ok /7™ Ok, y considere-
mos la llamada serie de Poincaré asociada a f(z) € Oklz], x = (x1,- -+ ,zp),

P(t):=) Nnlg"t)™,

m=0
donde n es el nimero de variables del polinomio. La siguiente proposicién

proporciona la relaciéon que buscamos.

S

Proposicion 4.1. Sit = q~* , entonces

Z(f,s)=P(t) =t 1(P(t) - 1) 3)



20 VICTOR ALBIS & WILSON ZUNIGA-GALINDO
Demostracién. Tenemos la siguiente particién de O% ~ f~1(0):

FHON U r) N £ R U U k) S £ i) U

Por otra parte, el conjunto ffl(p’k) puede descomponerse como una unién
disyunta de N, conjuntos de la forma

n veces

—
(.T?,,Jfg)-l-le Xovee Xle
donde (29,...,2%) es una de las N; soluciones de la congruencia f(z) = 0

(mdéd 7™). Como la medida de Haar es invariante bajo traslaciones, tenemos
que la medida de f~*(p% ) es N; veces la medida del conjunto

n veces

—
Pr X X Pk,

n

la cual, a su vez, es igual a ¢~™. De todo lo anterior se deduce que

A y = 3 Sdr = = —18 —1/.7 —1/i+1
) iz%/f—l(w’;<)\1”—1(lai<“)|f(gv)| ’ ;q H Ui T R)

= iq—“ (Nig ™ = Nig " 0) = P()) — 71 (P(H) —1) . ©
=0

En [15], IqusaA estableci6 el siguiente resultado bésico en la teoria de las
funciones zeta locales.

Teorema 4.2. Si K es un cuerpo de nimeros p—adicos, Zg(s, X, f) admite

una prolongacién meromorfa a todo C, la cual es una funcién racional de ¢~*°.

En su demostracién, IGUSA hace uso del teorema de resolucién de singulari-
dades de HIRONAKA [13], el cual, hasta el momento, no tiene contrapartida en
caracteristica distinta de cero. Mas tarde, DENEF [5, 10 | dio una demostracién
del Teorema 4.2 sin usar resolucién de singularidades. En ella usé eliminacion
de cuantificadores en QQ,,. Esta demostracion no puede extenderse al caso de
caracteristica > 0, pues hasta ahora no se dispone de una teoria de la elimina-
cién de cuantificadores en anillos suficientemente generales. Recientemente, A.
J. DE JONG establecié una generalizacién débil del teorema de HIRONAKA en
caracteristica positiva. Sin embargo, hasta donde entendemos, este resultado
no es suficiente para que la demostracion de IGUSA se generalice a caracteristica
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positiva. Adicionalmente mencionamos que a un numero finito de polinomios,
con coeficientes en un cuerpo local no arquimediano, es posible asociar una
funcién zeta local, la cual es de nuevo una funcién racional de ¢~°. Este
resultado fue primero establecido por MEUSSER [22], y luego por DENEF, en
un 4mbito mucho mds general [5], [10].

El analogo arquimediano del Teorema 4.2 fue estudiado por M. ATIYAH,
.M. GELFAND, I.N. BERSTEIN (véase, por ejemplo, [3]).

Por otro lado, en [4], BORIEVICH y SHAFARIEVICH conjeturaron que en el
caso de que K fuese un cuerpo de numeros p—adicos, la serie de Poincaré
P(t) asociada con un polinomio f(z) € Zy[z] era una funcién racional. Esta
conjetura es hoy una consecuencia directa del Teorema 4.2 y de la Proposicién
4.1.

Los polos de P(t), o lo que es esencialmente lo mismo, los de Z(s, f), con-
trolan el comportamiento asintético de los coeficientes IV, tal como lo expresa
la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3.
lim supiﬂooNil/Z < gnte
donde o = max {Re(s) ; s es polo de P(¢~*)}.
Demostracion. 1GUSA [15] demostré que los polos de Z(s, f) son de la forma

V; . 2mik
Mi Milogeq ’

donde k € Z y los (v;, M;) son datos numéricos asociados con la resolucién
de singularidades de la hipersuperficie definida por el polinomio f(z). En
consecuencia, usando el teorema de IGUSA y la Proposicién 4.1, tenemos

S Nig i) = Be) (4)
=0

(1 —g =) I[; (1 — g~ Mism)

1
1 _ q*MiS*Vi
geométrica que converge uniforme y absolutamente cuando

donde R(t) € Q[t]. Cada factor de la forma

da lugar a una serie

que(s) < qVZ-/Ml-

)

S

de modo que la serie obtenida desarrollando en serie de potencias de ¢—° el

miembro derecho de (4) converge uniforme y absolutamente cuando

q—Re(s) < qmini{vi/Mi} — q—méxi{—ui/Mi} — q—a )
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Ahora bien, el criterio de la raiz asegura que el radio de convergencia de la serie
que aparece en el miembro izquierdo debe ser mayor o igual a ¢=%, es decir,
que
3 —ni 1/i o

lim SUpP;—co (qu ) < q
lo que implica que

, 1/ n+a m’

lim sup; oV, " < gq .

Como consecuencia de la anterior proposicién tenemos que si ¢ > 0 entonces
N; < qi(n+a)

Para un panorama maés amplio y profundo de la teoria de las funciones zeta
locales que el que hemos mostrado aqui, recomendamos al lector las referencias
[6, 17, 20].

Terminamos esta seccion repitiendo que el considerar la conjetura de Bo-
RIEVICH y SHAFARIEVICH en caracteristica positiva ha sido el motivo que nos
ha llevado al estudio de esta interesante teoria.

¢ 5. La formula de la fase
estacionaria para integrales r-adicas

En [18], IgusA introdujo una férmula, que denominé formula de la fase
estacionaria para integrales m-ddicas, la cual permite calcular explicitamente
en muchos casos las funciones zeta locales Z(s, f). En el articulo mencionado,
IcusaA sugirié que un estudio de su férmula podria conducir a una nueva de-
mostracién de la racionalidad de las funciones Z(s, f) valida en cualquier ca-
racteristica. En [19], IGUSA usé también estd férmula en el calculo explicito de
las funciones zeta locales de ciertos espacios prehomogéneos. Animado por la
sugerencia de IGUSA, el segundo autor estudi6 el problema de la racionalidad
de las funciones zeta locales Z(s, f) de polinomios semicuasihomogéneos en
caracteristica arbitaria [24] y, mds recientemente, el de la racionalidad de las
funciones zeta locales Z(x, s, f) asociadas con polinomios no degenerados con
respecto a su poliedro de Newton [25], logrando dar una descripcién detallada
de sus polos (ver también [7], [8], [9]).

La presente seccién tiene como proposito presentar una demostracién ele-
mental de la férmula de la fase estacionaria de IGUSA e ilustrar su uso en el
cédlculo explicito de varias funciones zeta locales. La presentacion se basa en
[24].

Empezamos por explicar el por qué del nombre “férmula de la fase esta-
cionaria”. Las integrales oscilantes del tipo

I(\) = /n ®(x) exp (AN —1f(z))dz , (1)
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tienen un papel importante en la fisica matematica, y el comportamiento
asintético de las mismas, es decir, el comportamiento de su magnitud para
valores grandes del pardametro A, constituye un problema cldsico con muchas
aplicaciones précticas. El principio de la fase estacionaria (véase, por ejemplo,
[2]) establece que la contribucién més importante al desarrollo asintético de
las integrales del tipo (1) proviene de los puntos criticos o singulares de la fase
f(z), esto es, de los puntos que satisfacen f(z) =0, Vf(x) = 0.

Como contraparte, si K es un cuerpo local no arquimediano, podemos con-
siderar la funcién zeta

Zals.f) = [ @lf@)de, Re(s) >0, e

donde f(z) es una funcién K-analitica, ® es una funcién de Schwartz-Bruhat
v dx es una medida de Haar sobre K”. Bajo una interpretacién adecuada, las
integrales (1) y (2) resultan ser realizaciones diferentes de un mismo objeto
matemético. En [18], IcUsA da una férmula que permite calcular en ciertos
casos las integrales Z(s, f). Por analogia con el método clasico de la fase esta-
cionaria (donde K = R™), Icusa llamé al suyo método de la fase estacionaria
para integrales m-ddicas. A continuacién pasamos a describir este método.

Denotemos con T la imagen de un elemento z € Ok por el homomorfismo
canénico O — Ok /1Ok ~ F,. Con otras palabras, T es la reduccién médulo
7 de x. Dado un polinomio f(x) cuyos coeficientes no estéan todos en 7O,
denotemos con f(x) al polinomio obtenido reduciendo médulo 7 los coeficientes
de f(x) y con Sings(K) (respectivamente, Sings(F,)) al conjunto de los puntos
singulares en K" (respectivamente, 7)) de la hipersuperficie definida por el

polinomio f(x) € K[z] (respectivamente, f(x) € F,[[z]]). Es decir,

Singf(K):{PeK”; f(P):O,%(P):O,izl,...,n} ,
Singf(Fq):{Png; f(P) =0, gj_(P):Qi:l,...,n} ,

donde 0/0; denota la derivada parcial formal usual.

Fijemos un levantamiento R de F, en Ok, es decir, un sistema de repre-
sentantes de F, en O. Sean f(z) € Okl[z] un polinomio en n variables y
Py = (y1,...,yn) € OF%. La funcién

fp (x) :=n"%1 f(P, + 7x) ,
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donde e,, es el minimo orden de 7 en los coeficientes de f(P; +mx), se llama la
dilatacion de f(x) en P;. Inductivamente definimos ep,,...,ep, v fp,.. p.(T)
por
f(z) si k=0
fri..p(z) =
TP Py fplmpk71 (Pk + 7T33‘) ,si k> 1.

Sea E un subconjunto de F7 y sea E su preimagen bajo el homomorfismo
canénico O — Ok /mOk ~ F,. Sea S(f,E) el subconjunto de R" (el con-
junto de los representantes de Fy en O7%) que se aplica biyectivamente sobre el

conjunto Sings(F,) N E. Definamos también

)= ¢ "Card{P e B 5 F(P) £0)

_ = _=. %5 of — L

=q "Card{ Pe E; f(P)=0, Om-(P) #0,paraalgini=1,...,np.

Con todo esto podemos escribir la formula de la fase estacionaria de IGUSA.

Lemma 5.1. (Férmula de la fase estacionaria de Igusa)

IR ==L DR Rl G/ VIO

_ q—1,4—s )
(1—qtg®) PeS(r.E) o

Demostracion. Comencemos observando que E es la uniéon disyunta de los si-
guientes conjuntos:

E,:={PcE; f(P)#0},

E, = {?EF; ?(?):O,gf(?);éo, paraalgfmizl,...,n} ,
Zg
_ N T |
Egss.p) = PEE;f(P):0,axi(P):0,paratodoz:1,...,n .

Por otro lado, puesto que E es la preimagen de E bajo el homomorfismo
canénico O — O /mOk = F,, E es la unién disyunta de las preimégenes de
los conjuntos E,,, E,, Es( 1,B)- Esto es, E es la unién disyunta de los conjuntos
E,.={Pe€E; PcE,},
E,={PcE; PcE,},
ES(f,E) = {P ekl 5 ? S ES(f,E)} .
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En consecuencia,

n= [ varaw- [ @) + | @ra+ [ @

o

A continuacién calculamos las dos primeras integrales de la igualdad anterior.
La tercera da origen al término sumatorio sobre el conjunto S(f,E) en (3).
Para calcular la integral sobre el conjunto E,,, procedemos como sigue. Primero
observemos que

Ez/ = |_| (P+(7TOK)n),
PcE,
donde P es el representante correspondiente a P y la unién es disyunta. En-
tonces,

/ z)|*de = Z / f@)Pde= > q_"/OK\f(P—Fm:)de.

+(”OK)” PcE,

Ahora, mediante la férmula de Taylor, obtenemos que

f(P+7zx) = ; (méd7?) .

8

Por otro lado, de la definicién del conjunto E, se tiene que f(P) # 0, esto es,
que f(P + mz) € O para cualquier x € O. Por consiguiente, |f(P + wx)| =
|f(P)| = 1. En conclusién,

/ |f(z)|*dx = ¢ " Card(E,) .
EV
Calculemos ahora la integral sobre E,. Consideremos los conjuntos

Esi:={P € E,| f(P) € (p%)"}, i > 1.

Se tiene que
Eo‘ — I_I (Ea,i N Eo’,i—i—l) 5
i>1
donde la unién es disyunta.

La siguiente afirmacién se usard a continuacién. Su demostracion se presen-
tard una vez concluyamos la demostracién en curso.
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Afirmacion.
Card (E,; mod (pi)") = ¢ Y0V Card(E,), i > 1. (4)

Usando esta afirmacion y lo demostrado anteriormente, obtenemos que

[E Vf@)de =Y [E M= ( [E o dw)

i>1 i>1
= Z g / dx — / dx | . (5)
121 Eo’,i Eu,i+1

Para calcular f g dx, observemos que el conjunto E,; es unién disyunta de
o,1

clases médulo 7 y, dado que la medida dz es invariante bajo traslaciones,
/ dx = Card(FE,;(moéd 7))g . (6)
Eo’,i
Ahora bien, de la relacién anterior y de la afirmacion (5) resulta que

/ dr = Card(E,)q~ =001 > 1. (7)
Eo’,i

Reemplazando (7) en (5) y realizando algunas célculos elementales obtenemos
que
(1-qYg—s

/E(, |f($)|sd$20m' (8)

Para finalizar la demostracién, verificaremos la validez de la afirmacién (4).
Comencemos observando que la aplicacién

¢ : Eyir1(méd (1M O)™) — E,;(méd (7' Ox)™) |
donde ¢(z(méd (71 OK)"™)) = z(méd (r* Ok )™), es sobreyectiva. Teniendo
esto en cuenta, el problema se reduce a demostrar que cada fibra de ¢ tiene ¢" !

elementos. Sea, pues, z(méd (7' Ok )™) un elemento de E, ;(méd (m'Of)™).
Los elementos de la fibra de x(méd 7?) tienen la forma:

y=$+ﬂ'i2’.
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Debemos entonces contar el niimero de los z. Para ello observemos que medi-
ante la férmula de Taylor, podemos escribir

Fo) = @)+ 3 25 i (mod i+ (9)

o Om
Pero f(z) = ar’, pues f(z) = 0(mdéd ). Entonces, de (9) obtenemos que

— df(x)
8%—

z4+a=0(médm) , (10)
i=1

0, equivalentemente, que

Z+a=0,enF, . (11)

Of(x)
833‘]‘
sistema de ecuaciones en (11) es ¢"~'. ™

Por hipétesis, # 0 para algun j. Entonces, el nimero de soluciones del

En lo que sigue, calcularemos explicitamente la expresion de Z(s, f) para tres

tipos de polinomios usando la formula de la fase estacionaria, y comprobaremos

que efectivamente se trata de funciones racionales de ¢—%.

Ejemplo 5.1. El caso mas sencillo ocurre cuando f(z) = 27" ...z, en cuyo

caso
n
Z(f,s) :/ |z ot | eday L dTy, = H/ |z
o /oK

donde dx = dx ...dz,. La férmula (12) muestra que podemos restringirnos al
calculo de integrales del tipo
/ |z |*dx .
Ok

Estas pueden evaluarse de la siguiente manera:

/ |z|"*dx = E / |x|"™dx = E qimS/ dx
Ok TO~TtT1IO0K TO T tIOk

Sdﬂj‘i s (12)

n
K

i>0 i>o0
_ Z gim |:q—i _ q—(i-i-l)] _ Z g ims+D) [1 _ q_l]
i>0 i>0
_1 1
=(1-q) (13)

1— q—l—ms :



28 VICTOR ALBIS & WILSON ZUNIGA-GALINDO

De (11) y (13) se deduce entonces que

Z(fs)=(1-¢ ) J[Q-g ™). o

7

Ejemplo 5.2. Sea f(z) € Ok|z] una forma de grado d tal que Sing;(F,) =
{0}. Se dice en tal caso que f(z) es una forma fuertemente no degenerada. Su
correspondiente funcién zeta local tiene la siguiente forma:

245.5) = =gz ) + oD

En efecto, utilizando la férmula de la fase estacionaria y que Sing;(f) = {0} y
S(f) = p%, obtenemos que

n
K

_ =1\, —s
269 = v+ oL+ [ wre.

El cambio de variable = 7z, do = ¢~ 'dz, conduce a que

[ wrae= |

n
K K

:q—“—”/; FEPdz = 2(f.s) . (15)

n
K

fma)dm) = [ et

Ok

Reemplazando (15) en (14) y despejando luego Z(s, f), llegamos al resultado
buscado. M

Ejemplo 5.3. En este ejemplo calculamos la funcién zeta local para un poli-
nomio del tipo f(x,y) = az™ + By™, «, B € Ok, donde m,n > 1 son primos
relativos. Supongamos que la caracteristica de K no divide simultaneamente a
ny m. Sin pérdida sustancial de la generalidad, podemos suponer que a € O
En el caso de caracteristica cero, las series de Poincaré P(t) asociadas con estos
polinomios fueron calculadas explicitamente por GOLDMAN [11, Thm. 1] y LN
21]
Definamos
A= {(z,y) € O% ; v(x) > m,v(y) >n} .

Observemos que Z(f,s) puede expresarse como sigue:

24,9 = [ |fidedy+ [ |fdady.
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Usando el hecho de que f(n™z,n"y) = 7" f(x,y), el cambio de variables
r — 7"z, y — 7"y en la primera integral de la igualdad anterior nos
permite obtener que

1 S
Z(f,s) = [ s /AC |f|Pdxdy (16)

y como el complemento A¢ de A con respecto a O% es la unién disyunta de los
tres conjuntos

A = {(z,y) € O% ; v(z) < m,v(y) > n},

Ay = {(z,y) € OF% ; v(x) < m,v(y) <n},

Az = {(z,y) € O ; v(z) 2 m,v(y) <n},
de (16) resulta que

2(5.9) = T (2 Avs) + Z(f, Avs) + Z(F. Aws)} (17

Pasamos en seguida a calcular las integrales Z(f, A1, ), Z(f, Aa,s), Z(f, As, s).
Célculo de Z(f, Ay, s)

Observemos, en primer lugar, que
|f(z,y)| = laz™ + By™| = [a"], z,y € Ay

Por consiguiente,

m—1
20 = [ 1= [ 2| dady
A, = Sl ; v@=ko(m)>n}

m—1

Z(f, A s)=(1—q g™ > g Fmh. (18)

k=0

Luego,

Célculo de Z(f, As,s)

Hagamos L(i,j) := jm —in + v(3). El conjunto As puede describirse como
la unién disyunta de los tres subconjuntos

Az1 ={(z,y) € Ag ; L(v(x),v(y)) >0},
Az ={(z,y) € A2 ; L(v(x),v(y)) <0},
Az sz ={(z,y) € A2 ; L(v(x),v(y)) = 0}.
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Entonces Z(f7 A278) = Z(f? A2,178) + Z(f? A2,278) + Z(f? A2,375)7 donde

Z(f, Asy,s) = (1— g~ Zq”“m (19)

e 1,7 satisfacen L(i,7) > 0,0 <i<m,0<j<n;
Z(f, Aga,8) = (1—q 12 Zq*i*j*(v(ﬁ)erj)s’ (20)
i’j
donde 1, j satisfacen L(i,j) <0,0<i<m,0<j<n;

Z(f,Az3,s) ZQ_Z - ms/ 2" +y™ P dzdy,
OX

K

donde L(i,j) =0y 0 <i<m,0<j<n. Usando ahora la férmula de la fase
estacionaria, la integral del lado derecho de (15) es igual a

1\,—s

2(f, Aas) = v() + o (P Y (21)

Célculo de Z(f, A3, s)

Designemos con [z] la parte entera del nimero real z y tomemos v(() =
en+r, 0 <r <n. Hagamos

Az = {(x,y) €Az v(@)>m+ [”(5)] +ro(y) < n} :

Az o= {(a:,y) € Az ; v(x) <m+ [
Entonces A3 = Az U Az (unién disyunta), y

Z(fv A3>S) = Z(fv A3,178) + Z(fv A3,27s)'

Para calcular Z(f, As1,s), observemos que

|f(z,y)| = |ax™ + By™| = |By™|, =,y € As1.
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Entonces

2(f, As1,5) = /A \f (@, y)|*dady

n—1
= (1 — q*l)q*(m+[v(f)])+r Z q*(v(ﬁ)+mk)57k' (22)
k=0
El calculo de la integral Z(f, As o, s) es similar al de Z(f, A22,s). El conjunto

As 2 puede descomponerse en la unién disyunta de tres subconjuntos Az 1,
Az 29, A3 23, dados por

Az o1 :={(z,y) € A3 2 |L(v(z),v(y)) >0},
Az g9 :={(x,y) € A3 |L(v(z),v(y)) <0},
Az o3 :={(x,y) € A32 |L(v(x),v(y)) =0} .

Por consiguiente, Z(f, Az 2,5) = Z(f, A3z 21,8)+Z(f, Az,2.2,9)+Z(f, A3,2,3,5),
y

Z(fa A3,2,17 S) = (1 - q_1)2 Zq—i—j—nis’ (23)
,J
.. . .. < v() < .
donde i, j satisfacen L(i,j) >0y m <1< m+ — +r, 05 <mng
—142 —i—j—(v mj)s
Z(f>A3,2,2>S) = (1 —q 1) Zq I=(@(B)+mi) ) (24)
4,J
o <; v(0) <.
donde L(7,j) <0, m<i<m+ - +r,05j<n,y

1— qflfs

Z(f, A3’2’378) _ (V(T) n 0’(7)(1 - q—l)q—s> qui—jfm'sj (25)

dondeL(i,j)zO,m§i<m+[@}—I—T,0§j<n. o

Finalmente, queremos recalcar que los anteriores calculos son vélidos en cual-
quier caracteristica, lo cual reafirma nuestra conviccion de que la racionalidad
de Z(s, f) podra posiblemente demostrarse sobre la base de la férmula de la
fase estacionaria.
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